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Icke-linjira tidsseriemodeller

1 Egenskaper hos finansiella tidsserier

Innan vi introducerar icke-linjéra modeller och ser pa (den nagot diffusa)
avgrinsningen fran linjéra modeller, ser vi i avsnitt 1.1-1.3 pa nagra vanligt
forekommande egenskaper hos finansiella tidsserier. Dessa egenskaper kan
inte forklaras med linjidra modeller och visar déirfor pa nodvindigheten av
icke-linjéira tidsseriemodeller.

1.1 Stora fordndringar &r vanligare &n forvintat

Lat y; vara diff. log! av P, :
Yt = 100(1D Pt —1In Pt—l)

dér P, &r priset pa t.ex. en aktie eller en valuta vid tidpunkt ¢. Ofta antas
att serien y; dr oberoende och identiskt normalférdelad, dvs.

yi ~ 0if.N(p,0?)

Under detta antagande har y; skevhet 0 och toppighet 3.

En genomgéang av atta aktiemarknader (Amsterdam, Frankfurt, Hong Kong,
London, New York, Paris, Singapore, Tokyo) dag for dag under perioden 2
januari 1980 till 31 december 1997, visar genomgaende en negativ skevhet
och en toppighet storre dn 3. Dvs. stora negativa foréindringar #r vanligare
#n stora positiva, och dessa fordndringar #r vanligare #n forvintat under
normalitetsantagandet. Figur 1.1, 1.2 och tabell 1.1 nedan visar att detta
dven giller for Stockholmsbérsen, dér y; = 100(In P, — In P,_1) och dér P,

LFor stora tal dr diff. log x100 ~ procentuell foréindring.



dar OMX-S slutkurs dag ¢ perioden 2005-07-01 till 2007-07-25 uttryckt i US
dollar. T tabell 1.1 redovisas dessutom de observerade mattens standardfel
samt de forviintade virdena givet dragning fran N(0,1).

Figur 1.1: Diff log for Stockholmsbérsen 2005-07-01 till 2007-07-25
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Figur 1.2: Histogram dver diff log for Stockholmsborsen 2005-07-01 till 2007-
07-25
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Tabell 1.1: Beskrivande matt for diff log for Stockholmsbérsen 2005-07-01
till 2007-07-25

OMX-S | S.E. | Forvintat
Medel 0.032 | 0.082 0
Median 0 0.102 0
Min | —10.492
Max 7.950
Varians 3.479 1
Skevhet | —0.633 | 0.107
Toppighet 5.749 | 0.215 3

Stockholmsborsen har under de senaste tva aren i genomsnitt gatt upp med
0.032 procent per dag. Skevheten ér signifikant nollskild och toppigheten ér
signifikant skild fran tre. Detta kan ocksé ses i figur 1.1 och 1.2, dér stora
negativa viirden dr vanligare #n stora positiva, och dér viirden néra noll &r
vanligare #én forviintat under antagandet om normalférdelning.

Toppigheten ér fortfarande stoérre én 3 om man studerar atta stora valutors
viixelkurs mot US dollarn (Australiska dollar, Brittiska pund, Kanaden-
siska dollar, Holléndska gulden, Franska franc, Tyska D-mark, Japanska
Yen, Schweiziska franc), men dessa serier dr i det nidrmaste symmetriska
(skevheten dr nira noll).

1.2 Heteroskedasticitet

I figur 1.1 ser det ut som att stora fordndringar kommer i kluster, dvs.
avkastningen verkar vara heteroskedastisk. Detta styrks ocksad av ARCH-LM
testet for heteroskedasticitet (p-viirde?: 0.0082). En stor negativ avkastning
tenderar alltsa att efterféljas av en stor postiv och vice versa. Detta faktum
giller dven for de atta aktiekurserna och valutorna som studerades i avsnitt
1.1.

Ett intressant och ofta férekommande fenomen i framforallt aktiemarknader
ar den sk. "tre-cykeln". Om vi plottar y; mot y,—1 for OMX-S fas:

2Fsr nollhypotesen om homoskedasticitet.



Figur 1.3: Plot éver avkastningen pd Stockholmsbérsen med illustration av
"tre-cykeln"”
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Tre-cykeln innebér att da vil en observation ldmnar "huvudmolnet" runt
(y: =0, yi—1 = 0) efterfoljs denna observation av ytterligare en observation
utanfor molnet innan atergang till huvudmolnet.

1.3 Negativ avkastning efterf6ljs ofta av en period av hég volatilitet

I figur 1.3 finns ingen tidsskala, men faktum &r att avvikelsen fran huvud-
molnet néstan uteslutande sker i sydlig riktning. Tre-cykel fenomenet gor
att det ofta tar tre pa varandra foljande tidpunkter innan atergang till hu-
vudmolnet, dvs. en volatil period inleds ofta med en stor negativ avkastning.
Ytterligare ett tecken pa detta dr att Corr(y?,y;—1) uteslutande #r negativ
for de atta stora aktiemarknaderna och for Stockholm OMX-S (—0.063).
Detsamma giiller dock inte for valutamarknaderna.

Hur tidsserier med dessa egenskaper ska modelleras star beskrivet i fol-
jande text. Som brevidldsningslitteratur rekommenderas t.ex. Granger och
Terdsvirta (1993) samt Franses och van Dijk (2000).



2 Introduktion

Avsnitt 1.1-1.3 tyder pa att finansiella data &r asymmetriska. Om denna
asymmetri overhuvudtaget kan forklaras maste svaret finnas bland de icke-
linjdra tidsseriemodellerna, vilket dr ett mycket aktuellt forskningsomrade.
For att forklara vad som menas med en icke-linjir process definieras forst
den linjéra processen

Yt =a+ Z%‘at—z’ (2.1)

=0

dir « #r en konstant, 1, &r reella tal med 1)y = 1 och {a;} #r en sekvens
av oberoende lika fordelade stokastiska variabler med en definierad fordel-
ningsfunktion. Vidare antas a; vara kontinuerlig och F(a;) = 0. Ofta antas
dessutom att Var(a;) = o2, eller #nnu starkare - att a; #r gaussisk. Om
0230 9? < oo, dr y; svagt stationir. (Stationdira) ARMA-processer dr

linjéra eftersom de har en MA-representation.

En linjér prognosmetod &r en metod dér prognosen for tidpunkt N + h kan
uttryckas som en linjir funktion av de observerade virdena upp till och med
N. Exempel pa linjira prognosmetoder ér enkel exponentiell utjdmning,
Holts metod och additiva (men inte multiplikativa) Holt-Winters metod.
Dessa linjéra metoder for exponentiell utjimning har ocksa tydliga kopplin-
gar till ARIMA-modeller. Den enkla exponentiella utjimningen &r ekviva-
lent med en ARIMA(0, 1,1)-modell déir # = 1 — «, och dér « &r utjimn-
ingskonstanten. Holts metod #r ekvivalent med en ARIMA(O0, 2, 2)-modell
dir 1 =2 —a — af och 0 = a — 1, déir a och 8 dr de tva utjimningskon-
stanterna. Vidare dr den additiva Holt-Winters metoden ekvivalent med
en ARIMA(0, 1, s + 1)(0,1,0)s-modell. Den multiplikativa Holt-Winters &r
icke-linjér och har dérfor ingen ekvivalent ARIMA-modell. Déremot ér mul-
tiplikativa Holt-Winters metoden sk. log-linjir, dvs. logaritmen av serien
med multiplikativ séisongsvariation kan beskrivas med linjéira modeller.

En process som inte uppfyller ekvation (2.1) sigs vara icke-linjir. Lat y;
istéllet uttrycks i termer av dess betingade moment, dir F;_; dr betecknin-
gen for all tillgéinglig information vid tidpunkt ¢ — 1, dvs, F;_1 &r en samling
av linjairkombinationer av elementen i {y;—1,41—2,...} och {a;_1,a;2,...}.
Det betingade medelvirdet och variansen av y; givet Fi_q &r

e = By |[Fio1) = g(Fi-1) (2.2)



och
o7 = Var(y|Fy—1) = h(Fi—1) (2.3)

dér g och h #r vildefinierade funktioner med A > 0. Vi begrinsar alltsa
modellen till
Yt = g(Fi—1) + Vh(Fi-1)e

dér € = a;/oy. For den linjéra serien y; i ekvation (2.1) dr ¢(.) en lin-
jir funktion av element i F; 1, och h(.) = o2. I utvidgningen till icke-
linjéra modeller tillats icke-linjéra funktioner i ekvation (2.2) och (2.3). Om
g(.) ar icke-linjér, sigs y; vara icke-linjar i medelvirde. Om h(.) &r tids-
beroende, séigs y; vara icke-linjdr i varians. Hir kommer denna uppdelning
att foljas. Efter ett inledande kapitel om négra icke-linjira utvecklingar
av. ARMA-processer behandlas i kapitel 4 modeller som &r icke-linjira i
medelvirde. Kapitel 5 behandlar modeller for tidsserier som &r icke-linjéra
i varians. Denna uppdelning &r fullgod, men (som alltid) finns undantag.
Hir dr undantaget GARCH-M modeller diir y, beror pa o?. Jag har valt
att behandla GARCH-M i kapitel 5 bland alla andra ARCH-slidktingar. I
det avslutande kapitlet 6 behandlas de flexibla artificiella neurala nitverks
(ANN)-modellerna. Kapitel 7 sammanfattar.

3 Icke-linjira former av ARMA-processer

Den enklaste icke-linjdra utvecklingen aven ARMA-process éir den sk. NLAR
(NonLinear AutoRegressive)-modellen

Yt = f(yt—1) + & (3.1)

vilket #r en forsta ordningen icke-linjira autoregressiv modell, NLAR(1).
Notera att feltermerna adderas till den icke-linjéra funktionen (till skillnad
fran t.ex. de bilinjira modellerna, se nedan). Lat siga att f(yi—1) = V192 1,
da skrivs NLAR(1)-modellen

y=11yi | e (3.2)



Generellt skrivs den p:te ordningen icke-linjéira autoregressiva modellen

Yt = f(?/t—b Yt—2, -y yt—p) + Et (33)

och betcknas NLAR(p). Svarigheten att skatta (3.3) ligger i att den funk-
tionella formen av f(.) &r okéind. Ett séitt att komma vidare &r att Taylor-
approximera den okiinda formen. T.ex. blir for NLAR(2)-modellen, y; =

fyi—1,y1—2) + &t

Y = a+ i1+ Yohi—2 + VraYi—1%—2 + Y11Yi g + Voo¥i o +
V119V 1 Yi—2 + V19oUi-1Yi—o + V111Yi 1 + Vonali_o + &

For den generella NLAR(p)-modellen beh6vs mer kompakta beteckningar.
Ett sétt att skriva dess Taylor-approximation &r

p p T

p s
ye=a+ > Yyeit D D Y > byt yij e (34)
=1

i=1 j=1 k=1 I=1

dar p dr processens ordning, r och s &r heltal > 1. Ekvation (3.4) &r en sk.
GAR (Generalized AutoRegressive)-process av ordning p. GAR-processer
introducerar olika potenser av y;_; och y;—; samt dess kryssprodukter. GAR-
processer #r darfor en naturlig utveckling av AR-processer. Det dr kvadrup-
pelsumman i (3.4) som gor processen icke-linjir, och som utgor skillnaden
mellan GAR(p) och den linjéra AR(p)-processen.

En annan naturlig icke-linjir utveckling av. ARMA-processer ér att bilda
kryssprodukter av y;_; och £;_;. Den enklaste formen av dessa sk. Bilinjéra
(BL)-processer dr

Yy =+ P1y—1 +wig—1 + Y Y—18-1 + & (3.5)

eller
Yt = o+ (V1 +v1€-1)Ye-1 + € (3.6)

vilken betecknas BL(1,1,1,1), dér ef = &; + wier—1. Ekvation (3.6) ser
ut som en AR(1)-process med AR-parameter, ¢, + vy;e:—1. BL(1,1,1,1)
kan alltsd ses pa som en AR(1)-modell, med stokastiskt varierande AR-
parameter. Den stokastiska autoregressiva koeffecienten har forstas vin-
tevirdet ¢;. Om ~; &r positiv, okar koeffecienten med e;_1, dvs. positiva



storningar (e;—1 > 0) #r mer persistenta &n negativa stérningar. I teorin
bor bilinjéra modeller vara sirskilt limpade for beskriva aktiekurser dér
just positiva storningar anses vara mer persistenta &n negativa storningar.
Som némndes i kap. 1 anses dessutom stora negativa fordndringar vara
vanligare #n stora positiva, nadgot som ocksé kan genereras med bilinjéira
modeller (se simuleringstudien nedan).

Den generella formen av den bilinjéra processen BL(p, q,r,s) &r

p p T s
Y = a + Z ViYi—i + ZWjEt_j + Z Z"}/ijyt_igt_j + &4 (3.7)
i=1 j=1

i=1 j=1

Notera att da v,; = 0, reduceras BL(p, g, r, s) till den linjira ARMA(p, q)-
processen.
Simuleringsstudie

I syfte att béttre forstad dessa icke-linjéra utvecklingar av ARMA-processer
visas i figur 3.1 resultatet av fyra simulerade processer.

Figur 3.1(a-d) Simulering av vitt brus, AR(1), GAR(1) och BL(1,0,1,1)
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I figur 3.1(a) (e(t)) visas 200 simulerade observationer dragna fran N (0, 1),
pa vilka de tre andra simulerade processerna bygger. I figur 3.1(b) visas en
simulerad AR(1)-process med ¢ = 0.7, dér y; satts lika med e;.



I figur 3.1(c) ses resultatet fran den simulerade GAR(1)-processen

ye = 0.7y, — 0.09y7 ; + &

eller
yr = (0.7 — 0.09;_1)ys—1 + &t

Den hiir GAR(1)-processen uppfor sig som en AR(1)-process med varierande
koefficient, d& g3,—1 ckar sd minskar AR-koefficienten. T.ex. for virdena
Yt—1 = —2, 0 och 2 #r den autoregressiva persistensen 0.88, 0.7 respektive
0.52. Skillnaden i persistens ses tydligt i figur 3.1(c); de negativa vérdena
av den simulerade GAR-processen édr betydligt mer persistenta dn de posi-
tiva. Denna egenskap gor att GAR-modeller inte ér lampade for att beskriva
finansiella tidsserier, dér istillet positiva storningar anses vara mer persis-
tenta dn negativa storningar. 1 en jimforelse mellan GAR-processen med
AR(1)-processen (som har persistens 0.7 for alla viirden) sa dr det tydligt
att GAR-processen har en betydligt langsammare atergang mot processens
medelvirde (t.ex. runt observation 100 och 160). Detta fenomen gor forstas
ocksd att negativa virden &r vanligare &n positiva, vilket inte heller &dr 6n-
skvirt vid modellering av finansiella tidsserier.

I figur 3.1(d) ser vi den sekvens som genererats fran den bilinjéira processen

Yy = 0.7y 1 — 0.3ys—16¢-1 + &

eller
Yt = (07 — 0.3€t—1)yt—1 + &

I den bilinjira modellen beror persistensen pa virdet e;_1, ju storre vérde
desto mindre persistens. For virden ;-1 < —1, ér processen explosiv. 1
tabell 3.1 ses beskrivande statistik for de fyra simulerade processerna.



Tabell 3.1 Beskrivande statistik for simulerade processer
| | Vitt brus | AR(1) | GAR(1) | BL(1,0,1,1) |

Medel —-0.02 | —0.06 | —0.96 —0.88
Median 0.06 0.02 | —0.88 —0.66

Min -3.13 | =3.25 | —4.55 —7.17

Max 2.06 2.96 2.22 1.82

Varians 0.99 1.49 2.19 2.55
Skevhet -0.38 | —0.27 | —-0.17 —0.98
Toppighet 286 | 284| 234 114
ARCH-LM (p-vérde) 0.47 0.12 0.00 0.00
Jarque-Bera (p-viirde) 0.18 0.26 0.10 0.00

Den simulerade GAR serien, och kanske framforallt den simulerade bilinjéra
serien verkar lovande med tanke pa att vi fran kap. 1 och ekonomisk teori vet
att finansiella tidsserier har negativ skevhet, toppighet storre édn tre och att
stora fordndringar #r vanligare dn forvintat. Vi ser ocksa att de simulerade
GAR -och bilinjira processerna ér tydligt heteroskedastiska. I figur 3.2 visas
forsta ordningens beroende for de fyra simulerade processerna.

Figur 3.2 (a-d) Plottar y; mot y,_1 for simulerade processer

(@ et (b)  y(t)=0.7y(t-1)+e(t)
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3 )
2 ... 2 r) -
1 (4 L4 - 1 L]
€>; o 3 ¢ 4 = . o"
-1 r'y .‘ -1 . ..
: 2 .
4 4
-5 -5
-6 -6
7 7
7 %6 5 4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 6 7 7 % 5 4 3 2 10 1 2z 3 4 5 6 7
y(t-1) y(t-1)
(c)  y(t)=0.7y(t-1)-0.09y"2(t-1)+e(t) (d)  y(t)=0.7y(t-1)-0.3y(t-1)e(t-1)+e(t)
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
o
i PRI i o onalle e
o0 o 2 [ Z o o3
"~ ¥ & " b o
2 . 2 s %%q K L
: LRSS : Fuen
s . s s,
-6 6
7. 7 [
7 %6 5 4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 6 7 7 %6 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 7
y(t-1) y(t-1)

Korrelationen mellan y; och y;—1 (r1) &r for den simulerade vitt brus-processen
i 3.2(a) lika med —0.03. For de tre andra simulerade processerna (AR(1),
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GAR(1) och BL(1,0,1,1)) &r korrelationen 0.59, 0.76 resp. 0.68. Att ry &r
storst for GAR processen ér inte forvanande eftersom for denna process dr
persistensen storst (storre dn 0.7) for negativa viirden, och de flesta virdena
ar negativa. Forvintad persistens for vitt brus-processen ér forstas 0, och
for AR -och BL processen 0.7.

En annan mojlighet uppstar om vi antar att f i ekvation (4.3) #r bitvis
linjdr. Om dessa viktiga icke-linjira processer handlar kapitel 4.

4 Icke-linjiritet i medelvérde

Lat séiga att f 1 NLAR(1)-processen y; = f(yt—1)+¢t, dr delvis linjér. Para-
metrarna i f skulle d& t.ex. kunna bero pa huruvida ;1 &r storre eller min-
dre én ett visst kritiskt virde. Detta kritiska virde brukar kallas troskelvdrde
(threshold), dérav kallas dessa delvis linjira processer for troskelprocesser.
Dessa troskelprocesser kallas ocksa for regimskiftesmodeller dér tidsseriens
medelvirde, varians och autokorrelation kan vara olika i olika regimer. T.ex.
visade Le Baron (1992) att autokorrelationerna i akticavkastning &r beroende
av volatiliteten i avkastningen. Autokorrelationerna var stora i perioder av
lag volatilitet och vice versa. Perioderna av lag och hog volatilitet kan hér
tolkas som olika regimer, eller uttryckt annorlunda, graden av volatilitet
#r den regimbestdmmande processen. Ett annat klassiskt exempel pa en
regimskiftesprocess ér hur andelen arbetslosa paverkas av konjunkturen. I
en konjunkturnedgang brukar andelen arbetslosa oka kraftigt till en borjan,
for att sedan langsamt ga ner. I en konjunkturuppgang didremot sjunker inte
andelen arbetslosa lika kraftigt. Dynamiken for andelen arbetslosa foréndras
alltsa beroende pa om ekonomin &r pa vig upp eller ned. Ekonomins status
skulle hér kunna bilda grund for tva eller fler regimer.

Lite grovt kan dessa regimskiftesmodeller delas in tva klasser. I den forsta
klassen antas regimerna bestimmas av en observerbar variabel. Dvs. vi
vet med sékerhet vilka regimskiften som har intréffat. I den andra klassen
av regimskiftesmodeller antas regimerna bestdmmas av en icke observerbar
stokastisk process. Vi kan aldrig vara sikra pa om ett sirskilt regimskifte
intréiffat i en viss tidpunkt. Diremot gar det att beriikna sannolikheter for
de olika regimerna.

De tva klasserna av regimskiftesmodeller behandlas separat i delkapitel 4.1
och 4.2. Olika test for icke-linjiritet redovisas i avsnitt 4.3. Hur dessa
modeller estimeras, diagnosticeras och prognosticeras behandlas i avsnitt
4.4-4.6.

11



4.1 Modeller dir regimerna bestidms av observerbar variabel

Den kanske enklaste modellen i denna klass #r den sk. TAR (Threshold
Autoregressive)-modellen som introducerades av Tong (1978). I denna mod-
ell antas regimerna bestdmmas av den observerbara troskelvariabeln ¢; i re-
lation till troskelviirdet ¢. Ett specialfall uppstar da g = y;_g, dér d &r ett
heltal storre én 0. De modeller i vilka regimerna bestédms av tidsserien sjalv
brukar kallas SETAR (Self-Exciting TAR)-modeller. T.ex. da d = 1, och en
AR(1)-modell antas i tva regimer fas

Po1+ P1ay-1+e  omy1 <c
Yt = (4.1)
Goo2t+ ProYt—1+Er  om Yy >c¢

vilket dr en tva regimers SETAR-modell av ordning ett. Notera att processen
endast kan befinna i nagon av dessa tva regimer, och att regimskiften sker
utan fordrsjning. Dvs. den sk. regimskiftesfunktionen (eller vergéangsfunk-
tionen) dr i detta fall stegfunktionen

Figur 4.1 Overgdngsfunktion for TAR och SETAR-modeller

Owergingsfunltion

&
1+

0 LIS,

Notera ocksé att t.ex. en AR(p)-process endast bestar av en regim, och
forblir dérfor linjér oavsett var i tidsserien vi befinner oss. Det ér skiftena
mellan dessa bitvis linjdra modeller som gor SETAR, sekvensen icke-linjér.
I dessa modeller antas feltermerna ¢; vara o.i.f.N(0,02), dir storleken pa
o? forstas paverkar sannolikheten for regimskifte. Ett alternativt sitt att
skriva SETAR-modellen (5.1) &r

Yt = (o 1+¢119t—1)(1=1 [yr—1 > ]+ (Pg 2+¢1 24t-1)1 [yt—1 > c|+et (4.2)
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Dar I[A] &r en indikatorfunktion med I [A] = 1 om héndelse A intriffar,
I'[A] = 0 annars.

I en artikel fran 1995 visar Simon Potter att icke-linjidra modeller beskriver
USA:s BNP kvartalsutveckling (1947:1-1990:4) betydligt béttre én linjéira
modeller. T artikeln jamfors en AR(5) -och en tva regims TAR modells
formaga att beskriva serien 100 [log(GN P;) — log(GN P;_1)]. Alla ténkbara
méatt (¢, F, MSE, AIC, ...) gav i studien stod for TAR-modellen.

I manga makroekonomiska tidsserier sker dock regimskiftet gradvis och inte
sa plotsligt som TAR -och specialfallet SETAR-modeller foreslar. En lo-
gisk utveckling av dessa modeller dr de sk. STAR (Smooth Transition
Autoregressive)-modellerna dér regimskiftet tillats vara kontinuerligt. Ideén
om mjuk 6vergang kom med Bacon och Watts (1971), men det var Chan och
Tong (1986) som introducerade STAR-modellerna i tidsserielitteraturen. In-
dikatorfunktionen i (4.2) ersétts i STAR-modellerna med den kontinuerliga
overgangsfunktionen G(y;—1; 7, ¢) vilket ger

Yt = (¢01+0119t-1) (1=G(ye—1; 7, )+ (P 2+¢1 2Yt-1)G (Yy1—1; 7, c)+e (4.3)

dir 0 < G(yi—1; v, ¢) < 1 och G(yi—15 7, ¢) — 1 da g1 — oo. Utjimn-
ingsparametern v indikerar hur snabbt ¢vergangen sker mellan regimerna i
STAR-modellen.

En flitigt anvéind overgangsfunktion &r den logistiska funktionen

1

T 1l4e w0 (44)

G(y—1; 7,¢)

Med 6vergangsfunktionen (4.4) insatt i (4.3) fas den sk. LSTAR (Logistic
STAR)-modellen. T figur 4.2 visas den logistiska tvergangsfunktionen for
olika véirden pa ,och dér ¢ = 0.
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Figur 4.2 Overgdngsfunktion for en LSTAR-modell for olika virden pd
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Vi ser tydligt att da v dr stort ndrmar sig den logistiska 6vergangsfunk-
tionen G(yi—1; 7, ¢) indikatorfunktionen i figur 4.1. SETAR-modellen (4.2)
kan alltsé for stora virden pa v approximeras med LSTAR-modellen. I spe-
cialfallet d& v = 0 & LSTAR-modellen linjar (G(y;—1; v, c¢) ér konstant).
Forsta ordningens autokorrelation, p;, i SETAR-modellen é&r lika med ¢, 4
eller ¢, o beroende pé vilken regim som géller. I STAR-modellen gar p,
gradvis fran ¢; ; mot ¢; 5 da y;—1 Okar.

En annan vanlig 6vergangsfunktion #r den exponentiella funktionen

Gyi1; 7,¢) =1 — eV Wim1=0)? (4.5)

Med 6vergangsfunktionen (4.5) insatt i (4.3) fas den sk. ESTAR (Exponen-
tial STAR)-modellen. I figur 4.3 visas den exponentiella 6vergangsfunktio-
nen for olika virden pa ~y, med ¢ = 0.

Figur 4.3 Overgdngsfunktion for en ESTAR-modell for olika virden pd +

—— Gamma=0.5
— — Gamma=2
—=== Gamma=30
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Da v — 0, eller om v — oo, gar ESTAR-modellen mot en linjéir AR(p)-
modell, eftersom G(y;—1; v,¢) d& dr konstant. ESTAR-modellen har i flera
studier (t.ex. Michael, Nobay och Peel, (1997)) visat sig fungera speciellt
bra under perioder nira vindpunkter, dvs. i perioder d& y? ; #r vildigt
stor.

Icke-linjéira modeller kan innehélla endogen dynamik, vilket innebér att
varierar dven i avsaknandet av chocker (g;). Detta star i kontrast till de
linjdra modellerna dér variationen endast orsakas av exogena chocker.

Aven de enklaste SETAR, STAR och ESTAR-modellerna, dir en AR(1)-
modell anviints i tva regimer, #r kapabla att generera en stor mingd dy-
namiska monster. Givetvis okar mojligheterna och flexibiliteten ytterligare
om man tillater for AR-modeller av hégre ordning, eventuellt i fler &n tva
regimer. T.ex kan en SETAR-modell i tva regimer av ordning p; och po
skrivas

Yy = (¢o,1 +¢11Yt—1+ ..+ ¢p1,1yt—p1) (1—1[y—1 > ¢
+ ((ﬁoyg + (ﬁl’gyt_l + ...+ ¢p2’2yt_p2) I [yt_l > C] + & (46)

En STAR eller ESTAR-modell i tvé regimer av ordning p; och py skrivs

Yy = (o1 + P11+ -+ bp 1Y—p) (1 — G(ye—1; 7,¢))
+ (Go2 + P12¥—1+ - + Gy 2¥t—pn) Gye—1; 7,¢) +& (4.7)

En central och svar fraga #r hur man bestdmmer p; och pg i (4.6) och (4.7).
En enkel metod som ofta anviinds &r att helt enkelt anpassa en linjéir AR(p)-
modell for y;, och hoppas att ordningen, p (som férmodligen baseras pé
informationskriterier som AIC eller BIC), #r lamplig att anviinda for bada
regimerna i den icke-linjéra modellen. Metoden ger dock osiikra resultat,
inte sillan viljs p for lagt. Relativt enkla icke-linjdra modeller ger upphov
till komplicerade autokorrelationsstrukturer vilka bara kan beskrivas med
AR modeller dér p dr vildigt stor.

Vid beriiknandet av t.ex. AIC och BIC ges bestraffning ¢ver hela obser-
vationsmiingden vid inférandet av en ny parameter. Dessa matt dr dérfor
missvisande vid anviindandet pa regimskiftesmodeller, eftersom regimerna
kan innehélla olika manga observationer. Tong (1990) foreslog att istillet ge
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bestraffning fér nya parametrar bara for de observationer dir de anvinds.
Dvs. AIC och BIC for en tvaregims TAR/SETAR-modell beriiknas som

AIC(p1,p2) = m1 1116'\% + 19 ln/a\g +2(p1+1)+2(p2+1)
och
BIC(p1,p2) =m 1116'\% + 19 ln/a\% + (p1+1)Inng + (p2 + 1) Inne

dar 822 och n;, © = 1, 2 4r residualvariansen, respektive antalet observationer
i regim 1.

Stationaritetskraven for en tvaregims TAR/SETAR-modell &r inte si re-
striktiva som man skulle kunna tro. T.ex. visade Chan et al. (1985) att en

TAR och SETAR-modell med en AR(1)-modell i tva regimer r stationéra
om en av foljande villkor ér uppfyllda

(5) $11012=1, ¢11 <0, g2+ ¢g1612 >0

Dér villkor (1) innebér att bada AR(1)-processerna #r stationéra, vilket
alltsa inte dr ett nodvindigt villkor for stationaritet.

Maximal flexibilitet fas forstas om man forutom att tillata olika ordning pé
AR modellerna, dessutom tillater fler #&n tva regimer. Vi kan t.ex. lata
regimerna bestimmas av tva variabler, vilket ger upphov till fler regimer.
En fyraregims SETAR-modell skulle kunna skrivas

Go1+ P1aY—1+ o+ Oy 1Yt—p, T e 0m Y1 <1 och Yo <o
P2+ P12Yt—1+ o+ OpyoYt—p, T € O0m Y1 <1 och Y2 > 2
Go 3+ P13Yt—1 + oo+ Opy 3Yt—ps + € OmM Y1 > c1 och yro < o
o4t O1aYt—1+ oo+ Ppy aYt—p, € OmM Y1 > c1 och Yro > c2
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4.2 Modeller dir regimerna bestéms av en icke-observerbar stokastisk
process

I den andra klassen av regimskiftesmodeller antas att regimen vid tidpunkt
t inte kan observeras, men att den kan bestimmas fran den stokastiska
processen s;. Om vi har en process med tva regimer kan s; bara anta virdena
1 och 2. Med en AR(1)-modell i de tva regimerna skrivs modellen

Go1+ P1aYt—1 e omsg =1
Yo = (4.8)
Go2t Proyt—1+e  om s =2

Modellen (4.14) paminner mycket om en TAR-modell, den stora skillnaden
dr att vi hir berdknar sannolikheter for ett regimskifte. Dessa modeller
utvecklades av Hamilton (1989), och kallas for Markov switching-modeller
(MSW). Skiilet till namnet &r att s; antas flja en (1:a ordningens) Markovprocess.

Overgangssannolikheterna definieras som

P(sy = 1l|sim1=1)=pn
P(s; = 2|s41=1)=p12
P(sy = 1|s4-1=2)=pn
P(sy = 2|s41=2)=pa

dér forstas p12 = 1 —pu1 och pa1 = 1 — p2a. I MSW-modeller beror per-
sistensen bade pa de autoregressiva parametrarna och pa overgangssanno-
likheterna. T.ex. om ¢;; > ¢;9 och om p11 samtidigt &r stor tenderar
processen stanna kvar i regim 1 dér persistensen #r stor. Om dessutom
pao ér liten blir effekten én storre, dvs. processen kommer ha en tendens
att fort ldimna regim 2 till forméan for den resistenta (och langlivade) regim
1. Den forvintade tiden som processen stannar i t.ex. regim 1 &r 1/pq;.
Eftersom p11 och pos dr okiinda maste de skattas tillsammans med de au-
toregressiva parametrarna. Som med TAR-modeller géller att om en regim
intriiffar sillan kommer dess parameterskattningar bli daliga. Overgangssan-
nolikheterna #r alla betingade, t.ex. giiller att om processen ér i regim 1 s
#r 1 — p11 den betingade sannolikheten att processen byter till regim 2.

Det #r ocksd av intresse att beriikna de obetingade sannolikheterna for
att processen befinner sig i regim 1 (p;) och regim 2 (p2). Matrisen for
overgangssanolikheterna kallas overgangsmatris (P) och skrivs

1—pu1  p2

P:' P11 P21
P12 P22

_ ‘ D11 1 —poo (4.9)
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Egenvirdena for en N regims Markovkedja fas som 16sningarna till [P — Iy A| =
0. Hér ar N = 2 sa vi far

P11 —A 1—po
1—pi1 p2—2A

=0 .. & (A=DA\+1-p1—pr)=0

dvs. egenviirdena ér A\ = 1 och Ay = —1 + p11 + poo. Egenvektorn for Ay ér

(1 —p22) /2 — p11 — p22
(1 —pn)/? — P11 — P22

Den obetingade sannolikheten att processen befinner sig i regim 1 en given
tidpunkt &r alltsa

1 —p2
=g —" —
2 —p11 —p22
For regim 2 dr denna sannolikhet
1 —pu
P2o=g—/—
2 —p11 —p22

Egenvektorn for Ao &r [ B

1 ] . Overgangsmatrisen kan dekomponeras som

P=TAT!

diar T &r den icke-singuléira matrisen av 6vergangsmatrisens egenvektorer,
och A ir en diagonalmatris med dvergangsmatrisens egenviirden pa diago-
nalen. Det foljer nu att t.ex.

P2 = TAT !x TAT!
= TxAx(T!'T)xAxT!
= TxAxIxAxT =
= TA’T!

och att

P” = TxAx(T!'T)xAx (T 'T)x .. (mganger) ... xAxT !
TA™T
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I vart fall med en tvaregims markovkedja fas

[ 1=p22  _
P” — 2—:01132?22 1 1 0 1 1
- _lepu 0 A\ —(1—p11) 1—pao

L 2—p11—p22 2—p11—p22  2—p11—p22
[ (1=p22) =23 (1—p11)  (1—p22)—A5"(1—p22)
— 2—p11—p22 2—p11—p22
(1=p11)=AF'(1=p11) (I=p11)=AF(1—p22)
2—p11—p22 2—p11—p22

Dvs. om processen just nu befinner sig i regim 2 sa dr sannolikheten att den
m tidpunkter senare befinner sig i regim 1

(1 —p22) — AJ'(1 — p22)

Plstem =15 =2) = 2—pi1 —p22

didr Ao = —1 4 p11 + poo.

4.3 Test for icke-linjaritet

En sokning efter en ldmplig modell till en given tidsserie bor alltid inledas
med ett test for icke-linjéiritet. Man skiljer hir pa generella -och specifika
test for icke-linjdritet. De generella testen anviinds for att avgora om en
tidsserie #r linjér eller icke-linjir, medan de specifika testen #r utformade
for att kunna avgora formen av icke-linjiritet. Dessa tva klasser av test
behandlas separat i avsnitt 4.3.1 och 4.3.2.

4.3.1 Generella test for icke-linjiritet

Under nollhypotesen om linjéritet antas residualerna vara oberoende. Avvikelser
fran detta oberoende kan indikera pa att den linjira modellen #r olimplig.
Det hér dr grundidén bakom ménga test for icke-linjéritet. De generella
testen kan indelas i parametriska -och icke-parametriska test. Nedan pre-
senteras nagra av de mest anvinda i dessa tva klasser av test.

Mc Leod och Li (1983) anvéinder Ljung-Box statistikan pa de kvadrerade
residualerna fran en ARMA (p, ¢)-modell for att testa modellens ldmplighet.
Teststatistikan dr

)

; (a?i) (4.10)

Qm)=T(T+2)) =
i=1

19



dér T #r antalet observationer och m dr ett limpligt valt antal autokorre-
lationer som anvinds i testet. a; &r residualserien och /ﬁf(af) ar autokor-
relationsfunktionen av a?. Under nollhypotesen &r Q(m) asymptotiskt x2-
fordelad med m — p — g frihetsgrader.

Ett annat icke-parametriskt test for icke-linjéritet &r det s.k. BDS-testet,
foreslaget av Brock et al. (1996). Testet undersker avstandet mellan olika
par av residualer. Lat w vara ett pa forhand givet viirde och 1at ; och ;1
vara tva realiseringar av sekvensen {g;} . Om {g;} &r oberoende kommer san-
nolikheten att avstandet mellan paret (¢;,€;) & mindre &n w vara samma
for alla ¢ och j. Detta test fungerar dock daligt pa korta tidsserier, varfor
man ofta anviinder bootstraptekniker for att f& fram kritiska viirden.

Det mest kiinda parametriska testet for icke-linjiritet &r RESET-testet (Re-
gression Error Specification Test). Detta test som utformades av Ramsey
(1969) utgar ifran att om residualerna fran den linjéra modellen &r oberoende
ska de inte vara korrelerade med regressorerna i den skattade modellen eller
med de skattade virdena. Dvs. en regression pa residualerna ska inte vara
signifikant forklarande. Testet utfors i tva steg: forst skattas den bista
ténkbara linjira modellen; 1at {e;} vara den linjira modellens residualer
och 7; dess skattade viirden. Dérefter estimeras for ett pa forhand valt
virde H regressionsekvationen

H
€t = 5Zt + Z ai/y\? (411)
h=2

dér z; dr vektorn av variabler i den skattade modellen. T.ex. om den linjéra
ARMA(2, 1)-modell anvéinds for att beskriva y;, sa bestar z; av en eventuell
konstant, v:_1,y:—2 och g;_1. Testet kan ocksa tillimpas pa regressions-
modeller eftersom z; kan bestd av exogena forklarande variabler. Under
nollhypotesen om linjéritet (Hp : aq = ag = ... = ay) dr (4.11) asymp-
totiskt F'—fordelad. Om tidsserien y; #r linjér kommer regressionen (4.11)
ha liten forklaringsgrad, F-statistikan kommer vara liten och nollhypotesen
accepteras. RESET-testet &r enkelt att utfora och har relativt bra styrka
att avsloja icke-linjaritet.

4.3.2 Specifika test for icke-linjéritet

Specifika test for icke-linjédritet har forméga att avgora den icke-linjdra for-
men for en given tidsserie. Man later den linjéira modellen formulera noll-
hypotesen och olika former av icke-linjéritet (TAR, SETAR, STAR, MSW,
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...) st& som mothypotes. Dessa olika test lider av samma problem, ndmli-
gen att de icke-linjéra modellerna innehaller parametrar som inte existerar i
de linjidra modellerna under nollhypotesen. T.ex vid test av TAR-modell &r
inte troskelvirdet ¢ definierad under nollhypotesen, i test av STAR-modeller
ar dessutom inte utjimningsparametern ~ definerad. Vid test av MSW-
modeller #r inte 6vergangssannolikheterna pi; och pso definierade under
nollhypotesen. Konsekvensen av detta &r att statistisk teori inte ldngre kan
anvindas for att ta fram den asymptotiska fordelningen for dessa teststa-
tistikor. Teststatistikorna har istéllet en icke-standard foérdelning for vilka
de kritiska virdena bestdms med simuleringsmetoder. Nedan behandlas de
olika testen med borjan vid test av TAR/SETAR-modeller.

Den kanske viktigaste fragan #r om de extra regimerna i regimskiftesmod-
eller signifikant okar forklaringsgraden av serien y; i forhallande till linjéra
(enregims) AR-modeller. Hypotesen av intresse &r hir Hp : ¢, = ;5 i
modell (4.6). Problemet &r att troskelvirdet ¢ ér oidentifierat under Hy. En
16sning #r att anvéinda skattningarna i TAR/SETAR-modeller och definiera
F-statistikan

~2 2
Fo(@®) =n (%fﬂ) (4.12)
On
dar Ei #r skattningen av residualvariansen under nollhypotesen om lin-

jéritet, dvs.

1 & ~ \2
5721 0 Z (yt - X:t‘»bi,l)

t=1

n -1 n
<7>i,1 = (Z th:f) (Z Xtyt>
t=1 t=1

aﬁi?l dr OLS-skattningen av ¢; ; under antagandet om att ¢; 1 = @; . F(C)
i ekvation (4.12) &r en monoton funktion av 62. Dvs. F,(¢) okar alltid da
52 minskar och vice versa. Eftersom ¢ minimerar residualvariansen &r F, (¢)
ekvivalent med

och dir

F,(¢) = sup Fy(c)
dar

Fi(e) —n (53:233(0))

ap(c)
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F,(c) kan ocksa beriknas som nR?, dvs. F,(c) foljer asymptotiskt en y2-
fordelning med p + 1 frihetsgrader.

Aven da vi testar linjiritet mot en STAR-modell anvinds limpligen en
Lagrange-Multiplikator (LM) med asymptotisk y?-fordelning under nollhy-
potesen. En fordel med LM test ér att vi inte behover skatta modellen under
mothypotesen (STAR). Hypoteserna kan héir formuleras pa olika ekvivalenta
sétt. Forutom samma AR-parametrar i de tva regimerna (Ho : ¢; 1 = ¢, 5),
kan nollhypotesen om linearitet uttryckas H), : v = 0. Om ~ = 0 blir t.ex.
den logistiska overgangsfunktionen (4.4) lika med 0.5 for alla véirden pé y;—1,
och STAR-modellen reduceras till en linjir AR modell med parametrarna
(i1 +@;2)/2. Luukkonen, Saikkonen och Terdsvirta (1988) visade att noll-
hypotesen H|, : v = 0 1 STAR-modellen (4.3) &r ekvivalent med att testa
H{ : B; = 0 i regressionsmodellen

ye = Boo + BoXe + B1Xeyi—1 + 0y

dar it = (yt—l; "‘7yt—p)l och IBJ = (517j7 "‘7ﬁp,j)l) j = 07 1.
Teststatistikan for nollhypotesen H{ : 3; = 0 &r asymptotiskt y?—fordelad
med p frihetsgrader.

Ett sdtt att testa relevansen av en MSW-modell dr med Likelihood kvottest
(LK) med vilken nollhypotesen om linjéritet (Hp : ¢; = ¢5) testas mot en
MSW-modell med teststatistikan

LKysw = Lysw — Lar (4.13)

dér Lyrsw och L 4R ér virdena pa MSW-modellens respektive AR-modellens
log likelihoodfunktioner. Hansen (1992) visade att (4.13) har en icke-standard
fordelning dér de kritiska virdena bestdms med simulering. Denna dator-
intensiva simuleringsprocedur paborjas med att generera ett stort antal se-
rier, y;, fran modellen som géller under nollhypotesen. Direfter estimeras
bade AR-modeller och MSW-modeller for varje sddan genererade serie, och
LKjprsw beriiknas enligt (4.13). Dessa teststatistikor anviinds dérefter for
att skatta fordelningen for teststatistikan under Hy. Genom att beridkna
andelen genererade serier for vilka LK}, ¢y, Overstiger LKy sy for den ob-
serverade tidsserien erhalls p-viirden for LK-statistikan.
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4.4 Estimering

En tvaregims TAR-modell kan med indikatorfunktion skrivas

Yy = (P14 d1avi-1+ -+ bp1yi—p) Hq—1 < c)
+ (¢072 + (ﬁl’gyt_l + ...+ Qf)p’gyt_p) I [qt_l > C] + & (414)

dar ¢i—1 = q(Yt—1, .., Yt—p) dr en kiind funktion. For att underlitta kom-
mande uttryck later vi
xt=(1 Y1 - Yip)

och
/
xi(c) = (x%](qt_l <c) X I (g1 < c))

Ekvation (4.14) kan nu skrivas som

yr = X0, 11(qr—1 < ¢) + X 01 (g1 < ¢) + & (4.15)

dar ‘J—";,l = (¢o1 P11 - Pp1) och ¢;,2 = (po2 P12 - Dpa)

Ekvation (5.9) kan ockséa uttryckas som

Yy = x4(c)'0 + & (4.16)

dir @ = (qb;’l @), 2)'. Parametrarna av intresse &r hér 6 och ¢ som (eftersom
(4.16) &r en regressionsekvation) lampligen estimeras med minsta kvadrat-
metoden (MK). Under antagandet att &; ér 0.i.f.N (0, 02) dr MK-skattningar
ekvivalenta med maximum likelihoodskattningar (ML). For ett givet viirde
pa c fas skattningarna av € som

5(0) = <Z Xt(C)Xt(C)’> (Z Xt(C)yt>

dar &,(c) = 1 — x¢(c)'8(c) med residualvariansen
_ 1o
52(c) = - ;et(c)Z (4.17)
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MK-skattningen av ¢ minimerar (4.17):

¢=argmina?(c) (4.18)

For att finna ¢i ekvation (4.18) utfors MK-regressioner av (4.16), dér ¢ sétts
lika med q;—1 for alla g;—1.For varje regression beriknas residualvariansen
2(¢). Slutligen viljs det viirde pa ¢ som minimerar denna varians. Det hér
kan ocksa uttryckas som

o
¢=argming? (g 1) (4.19)

MK-skattningarna av 0 ges av 8 = 0(¢), med residualer &; = 1 — x;(c)'0
och varians 62 = 62 (¢).

I SETAR-modeller dér ¢;—1 = 3:_4 maste i praktiken dven parametern d
skattas. Det gar att med MK-metoden skatta d tillsammans med de andra
parametrarna. Minimeringsproblemet i (4.19) méste nu modifieras for att
inkludera sokningen for d. Sa istéllet for att utfora n regressioner omfattar
sokningen istéllet approximativt d x n regressioner.

Chan (1993) visade att MK-skattningarna ¢ ér konsistenta och asymptotiskt
oberoende av de andra skattningarna. Aven skattningarna av de autoregres-
siva parametrarna dr konsistenta och dessutom asymptotiskt normalférde-
lade.

Estimeringar av parametrarna i STAR-modellen (4.3) gors genom tillimpn-
ing av icke-linjira MK-skattningar. Dvs. 8 = (q’);’l, (,1’)%72, v, c)l skattas med

n
0 = arg minz [ye — F(xt;0)]?
t=1

dir F(x4;0) = ¢, 1% (1 — G(ye-1;7,¢)) + ¢, 9%:G(ys-157,¢). Under anta-
gandet att €; dr normalfordelade dr de icke-linjira MK-skattningarna ekviva-
lenta med ML-skattningar. Under vissa regularitetsvillkor &r de icke-linjira
MK-skattningarna konsistenta och asymptotiskt normalfordelade, dvs.

Jn (5 _ 00) — N(0,0)

dér 6g &r de sanna parametervirdena, och C' dr den asymptotiska kovari-
ansmatrisen for 6. Estimeringen sker med nagon icke-linjir optimeringer-
ingsteknik (t.ex. Newton-Raphson).
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En konsekvens av att regimerna inte #r observerbara &r att skattningar av
MSW-modeller forsvaras. Malet &ér forutom att skatta de autoregressiva
parametrarna och overgangssannolikheterna ocksd att skatta vilken regim
som géller vid varje tidpunkt i serien.

Givet MSW-modellen

o1+ P11Yt-1+ .+ PpiY—pt+er omsp=1
(4.20)

Yt
Goot+ P12Yt—1+ .+ PpoYt—p + & Oom S =2

och att &, ~o0.i.f.N. Da giller att téitheten for y; betingat pa s; och pa

historiken €);—1, &r normalférdelad med véntevirde ¢g 5, + ¢ 5,yt—1 + ... +

®p, 5. Yt—p OCh varians o?.

. 1 a2/ (20
fye |5t =4, u—1; 0) = \/%e (ye—)x1)?/(20%) (4.21)

dir x¢ = (L, Y1, Y-p)'s @5 = (9o 1) Pp;) for j = 1,2. 6 ér en
vektor bestdende av alla parametrar i modellen, 8 = (qb'l,gbé, P11, pggpz).
Eftersom regimerna s; inte gar att observera fas den betingade log likeli-
hoodfunktionen, [;(6), genom att betinga vy endast pa historiken ;1 ,
dvs. 14(0) = In f(y: |Q%—1;0 ). Téthetsfunktionen f(y; |—1;0 ) fas som

JWel%-1;0) = [y, 50 =11%-1:0 )+f(ye, st =2[Q-1;0 )
2
= > fuelsi =5, %150 ) x P(s; =5 [Q1;0) (4.22)
j=1

Vi maste alltsa for att kunna berékna tétheten (4.22) skatta de betingade
sannolikheterna for de olika regimerna givet processens historik, P(s; =
J12%-1;0 ). Det visar sig att for att kunna berikna ML-skattningar av
modellens parametrar sd maste vi for varje regim skatta tre olika sanno-
likheter. Dessa tre skattningar av regimsannolikheterna kallas fér prognos,
inferens och utjimnad inferens.

Om regimen vid tidpunkt ¢ — 1 &r kéind och inkluderad i informationsméng-
den ;_1, skulle de s.k. optimala prognoserna av regimsannolikheterna vara
lika med overgangssannolikheterna for s;

gt|t—1 =P (4.23)
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dar
Ty = P(s;=1[Q-1;0)
t|t—1 o P(St =2 |Qt_1; 0)

och dar &,_; = [ (1)

bestar av overgangssannolikheterna i (4.9).

om s; =1,0ch &_; = [ 0 ] om s¢; = 2. Matrisen P

1

Regimen vid tidpunkt ¢ — 1 &r dock i regel okéind. Det bésta man kan gora
dr att ersdtta &,_; 1 (4.23) med en skattning av sannolikheterna for varje
regim vid ¢ — 1 betingat pa €2;—1. Den s.k. optimala inferensen av regim-
sannolikheterna &r vektorn §,_;,_; . Givet ett startviirde ;o och vérden pa
parametrarna i @ sa gar det att berikna den optimala prognosen och infer-
ensen for regimssannolikheterna genom att iterera pa de tva ekvationerna

- &y OF
Eie = M (inferens)
V(&1 ©f1)
Ser1p = P&y (prognos)

dar f; &#r en vektor bestdende av de betingade téthetsfunktionerna i (4.21)
1

1

Startvirdena kan antingen skattas tillsammans med de andra parametrarna,
eller ocksa ses pa som en vektor av konstanter som summerar till ett.

Om §in dr beteckningen for den vektor som innehaller den s.k. utjimnade
inferensen av regimsannolikheterna, dvs. skattningarna av sannolikheten
att t.ex. regim j intriffar vid tidpunkt ¢, givet all tillgénglig information,
P(s; = j|; 0). Dessa regimsannolikheter beriknas som

gt|n = Et|t o (P/ |:/§\t+1|n +gzt+1|tD (4.24)

for de tva regimerna och 1 =

Algoritmen gar bakléinges genom serien, med start ian. Det visar sig att
ML-skattningarna av overgangssannolikheterna &r

~

S oP(st=j,si-1 =1 )QnSO )

Dij = ~ ‘ — (4.25)
o Plst-1=1i )QnS )
déir 0 ar ML-skattningen av 8. Det gar ocksa att visa att
n - . R
> (- dx)P(si=j|2i8) =0 (4.26)

t=1
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och
2

5 = %Z Z(yt - ‘E;Xt)zp(st =5{2:0) (4.27)

t=1 j=1

I ekvation (4.26) &r aﬁj en viktad minsta kvadrat skattning av y; pa x;, med

vikter givna av sannolikheten att regim j intriffar. Skattningarna av aj kan
alltsa fas som

n -1 n
b; = (Z Xt(j)Xt(j)'> (Z Xt(i)?/t(i)') (4.28)
t=1 t=1

dér

x(j) = xt\/P(st =7 )Qn,/@\)

ui) = [Pl =3[08

Slutligen fas ML-skattningen av residualvariansen genom anvindande av
(4.27) som medelvirdet av de kvadrerade residualerna fran de tva viktade
minsta kvadrat regressionerna.

Denna snariga skattningsprocedur ér en tillimpning pa den s.k. EM-algoritmen
(Expectation maximization). I Hamilton (1990) ges en mer detaljerad fram-
stillning av denna algoritm och hur den fungerar.

Mc Culloch och Tsay (1993) anviinde istéillet MCMC metoder for att skatta
MSW-modeller. De lit dessutom pi; och pao vara logit eller probit funk-
tioner av en forklarande variabel vid tidpunkt ¢ — 1.

4.5 Diagnostik

Diagnosticeringen av icke-linjdra modeller skiljer sig en del fran diagnosticer-
ing av linjéra modeller. T.ex. gar det inte lingre att tillimpa Ljung-Box
for att testa residualernas oberoende. Diremot kan normalférdelningsan-
tagandet testas som vanligt med t.ex. Anderson-Darling eller Jarque-Bera.
Nedan redovisas hur de olika regimskiftesmodellerna diagnosticeras.

Vid diagnosticering av TAR/SETAR-modeller och STAR-modeller &r tre
test sirskilt viktiga: test for residualernas oberoende, test for aterstaende
icke-linjiritet och test for konstanta parametrar. Ett LM-test for ett p:te
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ordningens seriellt beroende i ; kan fas som nR?, dir R? &r forklarings-

. . ~ o~ _ OF(z40) ~ o~ ~
graden fran regressionen av g; pa z; = —ag Och &1,&t—2,...,Et—p. Under
nollhypotesten &r teststatistikan asymptotiskt y2-fordelad med p frihets-

grader.

D& vi har estimerat en icke-linjir modell s& dr en annan viktig fraga om
denna modell har formaga att forklara all icke-linjér dynamik i tidsserien.
Ett sitt att undersoka detta ér att test for aterstdende icke-linjéritet. For
SETAR -och STAR-modeller ér det naturligt att testa nollhyptotesen om lin-
jéritet mot alternativet att ytterligare regimer behovs for att fanga upp hela
tidsseriens dynamik. T.ex. testas nollhypotesen att en tvaregims STAR-
modell #r lamplig for en given tidsserie mot mothypotesen att en tredje
regim dr nodvindig. Detta test #r enkelt att utfora eftersom vi bara be-
hover skatta modellen under nollhypotesen. Déremot maste vi for att testa
motsvarande i SETAR-modeller #iven skatta modellen i mothypotesen. Aven
hiir anviinds LM-test med asymptotiskt y2-fordelade testvariabler, se t.ex.
Eitrheim och Terésvirta (1996) for mer detaljer.

Ett specialfall av multipel-regimsmodellen

yr = [#ixe(1 = Gr(ye-1)) + ¢ox:G1(ye—1)] [1 — Ga(yi—2)]
+ [p5x:(1 — G1(ye-1)) + ¢ux:G1(ye—1)] Ga(yi—2) + &

uppstar om den andra dvergangsfunktionen G definieras for y; istéllet for
Yt—2. Vi far da en sk. tidsvarierande STAR-modell, vilken tillater bade icke-
linjér dynamik och tidsvarierande parametrar. Genom att testa om v, = 0
testas samtidigt for konstanta parametrar i tvaregims STAR-modellen (4.7)
mot hypotesen om mjuk forindring i parametrarna. Detta test kan dven
anvindas for att testa for konstanta parametrar i SETAR-modeller. Detta
gors genom att approximera SETAR-modellen med en STAR-modell dér v,
sitts lika med ett stort virde.

I Hamilton (1996) behandlas hur MSW-modeller kan verifieras. Hamilton
utvecklar test for autokorrelation i residualerna, heteroskedasticitet, felspeci-
ficering av Markovprocessen s; samt for missade forklarade variabler. Dessa
test dr alla av LM-typ och har fordelen att vi bara behover skatta modellen
som giller under nollhypotesen. I testen anviinds scorestatistikan

Ol f([941:0)

7 (6) 00

Ett anviindningsomrade fér denna scorestatistika &r att berdkna standardfel
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for ML-skattningarna av . Dessa fas ndmligen som

n

> hy(0)hi(0)

t=1

Vi kan ocksad anviinda scorestatistikan for att f& fram LM-statistikor. Lat
sidga att vi vill testa om nagra variabler z; saknas i en tvaregims MSW-
modell. Vi testar da

P01+ Pr1Ye—1+ ..+ ¢p,1yt_p + &t om sy =1
Yt =
oo+ ProYt—1+ .+ Opoyt—p+er  Om s =2

som ekvivalent kan skrivas

yt = ¢0781 + ¢17styt_1 + o + ¢p7styt_p + Et

mot
Yt = ¢0,5t + ¢1,5tyt—1 +..+ ¢p,styt—p + 6/215 tér (429)

dvs, vi testar i ekvation (4.29) hypotesen Hy : & = 0. Under denna nollhy-
potes blir scorestatisikan med avseende pa ¢

On f(ye[$-1;0)
6

2
-~/ . ~
= Z(yt — @;x) 2P (st = j Q036 )
=0 j=1

déir 0 sr ML-skattningar av parametervektorn 8’ = (¢, @9, p11, p22, ) under
nollhypotesen. LM-testet for att testa Hg ges av

n n -1 n
n (% 3 ht@) (% 3 ht@)ht(@)') (% 3 ht@))
t=1 t=1 t=1

vilken har en asymptotisk y2-férdelning under nollypotesen med antal fri-
hetsgrader lika med antalet variabler i z;.
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4.6 Prognoser

Forutom att béttre forklara dynamiken i en viss tidsserie anviinds forstas
ocksa icke-linjira modeller till prognoser. Att berikna punktprognoser med
icke-linjéra modeller dr mer komplicerat &n med linjéra modeller. For att se
om det dr modan virt anvinds ofta prognosfelen frén en linjéir modell som
benchmark.

Ett siitt att berdkna prognoser av icke-linjéra modeller é&r med parametrisk
bootstrap. Lat T vara antalet observationer i tidsserien, och £ > 0 vara
prognoshorisonten. Dvs. det senast kiinda viirdet dr yr och vi vill nu skapa
prognoser for yriy. Med parametrisk bootstrap beriknas realiseringar av
YT+1, - YT+ sekventiellt genom att forst dra nya innovationer fran mod-
ellens innovationsfordelning. Dérefter beridknas yr,, med anvindande av
modellen, datamaterialet samt prognoserna for yrii,...,yr+e—1. Det hér
ger en realisering for y74¢. Denna procedur upprepas M ganger sa att vi

Ny M
far M realiseringar av yr.y, {yé?j_g} L Punktprognosen av yr¢ fas sedan
j:
som medelvirdet av ygf J)ré. Dessa M realiseringar kan ocksé anvindas for att
fa en emprisk fordelning f6r yr,.
Andra metoder for att berikna punkt -och intervallprognoser med icke-
linjéira modeller behandlas i t.ex. Franses och van Dijk (2000), sid 118-125.

5 Icke-linjéritet i varians

I avsnitt 1.2 diskuterades det faktum att stora fordndringar i manga fi-
nansiella tidsserier kommer i kluster. Detta faktum observerades redan av
Mandelbrot (1963) som trots det modellerade avkastningen som oberoende
och identiskt férdelad 6ver tiden. En annan ansats hade Engle (1982) som
istiillet foreslog en modell som bygger pa att slumptermerna #r beroende
av varandra. Engles nobelprisbelonta modell kallas ARCH (Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity) och i denna antas variansen i slumptermerna
systematiskt bero pé tidigare slumptermer. Om dessa ARCH-modeller och
dess sldktingar handlar detta kapitel. I delkapitel 5.1 beskrivs ARCH-
modellen och nagra av dess nidrmaste linjdra och icke-linjéra sliktingar
(GARCH, IGARCH, FIGARCH, ...). I de fsljande avsnitten 5.2-5.5 avhand-
las i tur och ordning test for heteroskedasticitet, estimering, diagnostik
och prognoser. Kapitlet avslutas med en beskrivning av nagra alternativa
metoder didr man pa olika sétt forsoker filtrera bort heteroskedasticiteten,
for att istéillet analysera den transformerade homoskedastiska serien.
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5.1 Modeller for heteroskedastiska tidsserier

Innan vi ser pa nagra olika modeller fér heteroskedastiska tidsserier tittar vi
aterigen pa den heteroskedastiska (diff log) OMX-S serien i figur 1.1. Om
igen y; = 100(In P,—In P,_1), déir P, & OMX-S slutkurs dag ¢ under perioden
2005-07-01 till 2007-07-25 uttryckt i US dollar. Autokorrelationsfunktionen
(AKF) for y; och for 32 redovisas i figur 5.1

Figur 5.1: AKF for y; och y?

AKF for y(t) AKF for y(t)~2

1,0 1,0
08 08
06 06
04 = 04
02 02

02 02y T T T
04 04
06 0,6
08 08
1,0 -1,0

Autokorrelation
Autokorrelatio

> 4 6 8 0 12 14 16 18 20 2 2 2 4 6 8 0 12 14 16 1B 20 2 24
Tidsavstand Tidsavstand

Typiskt #r att serien {y;} antingen #r seriellt okorrelerad eller mojligen har
svag autokorrelation, men att {yf} dr beroende. Detta illustreras i figur 5.1
ovan dir det verkar som om avkastningen #r okorrelerad, men att det finns
ett beroende i den kvadrerade avkastningen. Modeller fér heteroskedastiska
serier forsoker pa olika sitt att fanga detta beroende.

Det betingade medelvirdet och den betingade variansen av y; givet €2
skrivs

pe = By [Qu-1), o7 = Var(y |Q-1) = E [(ye — 1) |Q-1] (5.1)

Som vi ség i figur 5.1 &r autokorrelationen liten i y; (om den existerar 6ver-
huvudtaget). Anta att y; foljer en stationdir ARMA (p,q)-modell, dvs.

P q
ye =iy +an,  dir = dg+ Y b — Y Oiar (5.2)
i=1 i=1

Om (5.1) och (5.2) kombineras fas

0‘% = Va,’["(yt ’Qt—l) = VaT‘(CLt ’Qt—l) (53)

Alla modeller i det hir kapitlet forsoker beskriva beteendet av o2. Beroende
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pa hur o? varierar anviinds olika volatilitetsmodeller. Man kan hir skilja

pa linjéra -och icke-linjéra volatilitetsmodeller. Den stora skillnaden &r att
linjéira volatilitetsmodeller hanterar positiva och negativa chocker pa samma
sitt. Icke-linjidra volatilitesmodeller déiremot skiljer pa positiva och negativa
chocker, vilket gor att de ér bittre pa att beskriva eventuella asymmetrier
i den heteroskedastiska tidsserien. Dessa tva klasser av modeller behandlas
separat i avsnitt 5.1.1 och 5.1.2.

5.1.1 Linjira volatilitetsmodeller

Dessa modeller for betingad heteroskedasticitet kan indelas i tva klasser dér
man i den forsta klassen anviinder en exakt funktion for att beskriva o2. I
den andra klassen anvinds istiillet en stokastisk ekvation for att beskriva
o?. T.ex. tillhor ARCH -och GARCH-modeller den forsta klassen, medan
de sk. stokastiska volatilitetsmodellerna tillhér den andra klassen.

ARCH-modellen

Engle (1982) var forst med att forsoka modellera heteroskedastiska tidsserier

med sina ARCH-modeller. Idén med ARCH-modeller ér dels att den medelvirdes-
korrigerade avkastningen a; dr seriellt (linjért) okorrelerad men beroende.
Dessutom kan detta beroende forklaras med en enkel kvadratisk funktion av

dess tidsforskjutna variabler. T.ex. antas i en ARCH(m)-modell att

2 2 2
ay = Ot , o; =ap+o1a;_ 1 + ... + ama;_,, (5.4)

dér {e:} #r en sekvens av o.i.f stokastiska variabler med véntevérde 0 och
varians 1, och dir ag > 0,4 > 0 for i = 1, 2, ..., m. Koefficienterna «; maste
dessutom uppfylla vissa regularitetsvillkor fér att variansen for a; ska vara
dndlig. I praktiken antas ofta att ¢; dr standardiserat normalférdelad eller
standardiserat t-fordelad. Vissa (inkl. Engle sjilv) foredrar att beteckna
den betingade variansen i (5.4) h¢, och skriver allts& a; = Vhiei. Eftersom
ay till stor del forklaras av tidigare viirden av serien a; tenderar stora chocker
att efterfoljas av stora chocker och vice versa. ARCH-modellen har dérfor en
tydlig intuitiv formaga att beskriva heteroskedastiska serier. For att bittre
forsta dessa ARCH-modeller studerar vi nagra egenskaperna hos ARCH(1)-
modellen
a; = oy 0? =g+ oqal (5.5)
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Det obetingade medelviirdet ér

E(at) =F [E(Cbt ’Qt—l )] =F [O'tE(fft)] =0

Den obetingade variansen blir

Qo

Var(a;) = E(a?) = F [E(af %-1)] = E(ao + aral ) = —

dir 0 < a3 < 1 for att variansen ska vara positiv. For att hogre moment
av fordelningen for a; ska existera krivs ytterligare villkor pa aq. For att
t.ex. studera svansarna av a; krivs att fjirde momentet (toppigheten) &r
dndligt. Under antagandet att £, i (5.4) dr standardiserat normalfordelad
(dér toppigheten = 3) blir

E(a} | 1) =3 [E@?|-1)]” = 3(ap + ara?_,)?

Darfor blir

E(af) =F [E(af |91 )] = 3E(a0+a1af_1)2 =3F [a% + 2040041@,52_1 + a%af_l]

Om a; #r stationdr med toppighet my = E(a}) fas

ma = 3 [a% + 2091 Var(ay) + a%m4]

aq

= 30 <1+21 >+3a%m4

dvs )
g — 3ag(l+ o)
(1 —ag)(l— 304%)

Eftersom fjirde momentet av a; ér positivt méste 1 — 33 > 0, dvs. 0 <
ap <1/ V/3. Villkoren blir mer komplicerade for ARCH-modeller av hogre
ordning. Den obetingade toppigheten for a; ér

Blaf) _ __ 3af(+oe) (-0’ ,1-0f
[VCLT‘(CLt)]Q a (1 — O&l)(l — 30&%) 04(2) 1-— 304%
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Toppigheten for a; #r alltsa storre én tre vilket innebér att fordelningen ér
mer toppig och har tjockare svansar én en standardiserad normalférdelning,.
Detta ér en viktig egenskap eftersom vi fran avsnitt 1.1 vet att stora fordn-
dringar i finansiella tidsserier ér vanligare &n forvintat under antagandet
om normalfordelning.

Dynamiken i ARCH-modellen fangas upp i AKF. Lat

ai =0} + (a; — 07)

Anvind sedan (5.5) for att fa

a? = ag + aal | + v (5.6)

diir v, = 07 (¢? — 1) kan visas vara vitt brus. a? foljer alltsa en AR(1)-process
med AKF
o = ok, k=0,1,2,..

De méanga fordelarna med ARCH-modeller #r ndmnda och kiinda, men det
finns dven nagra brister. Dels antas det i modellen att positiva och nega-
tiva chocker har samma effekt pa volatiliteten - nagot som motséiger empirin
(se figur 1.1 och 1.2). ARCH-modeller #r dessutom véldigt restriktiva, t.ex.
maste 0 < oy < 1/4/3 for att fjsirde momentet ska vara sindligt. Som vi sag
ovan tenderar ARCH modeller att ¢verskatta volatiliteten eftersom mod-
ellen reagerar langsamt pé stora chocker (KOLLA UPP). Detta ér en del av
forklaringen till varfor de generella ARCH-modellerna, éven kallade GARCH
(Generalized ARCH), &r mer anvéindbara i praktiken. Men den kanske vik-
tigaste anledningen #r att GARCH-modeller vanligen beskriver volatiliteten
med firre parametrar.

GARCH-modellen

GARCH-modellerna som utvecklades av Bollerslev (1986) inkluderar dven
tidigare virden 0?_ ;i variansekvationen. Om a; = y¢—pu,; dr den medelvirdes-
korrigerade logaritmerade avkastningen da foljer a; en GARCH(m, s)-modell

om

m S
2 E 2 E 2
Ay = OE¢ Ut = + aia/t_i + B]Ut—j (57)
=1 =1
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dér igen {e;} &r en sekvens av o.1.f stokastiska variabler med vintevirde 0
och varians 1. Vidare krévs att ag > 0,a; > 0, 8; > 0 och DD (m’s)(ai +
B;) < 1, dér forstds a; = 0 om @ > m och §; = 0 om j > s. Det sista
villkoret (320 () (i + B;) < 1) forsékrar oss om att den obetingade
variansen é#r #indlig. Aven i GARCH-modeller dr det vanligt att anta att e
dr standardiserat normal- eller ¢-fordelad. Givetvis reduceras modell (5.7)
till en ARCH(m)-modell om s = 0.

Utvecklingen av. ARCH-modeller till GARCH-modeller ér den icke-linjéira
motsvarigheten till utvecklingen fran AR-modeller till ARMA-modeller. For
att se detta later vi n, = a? + o7 sa att 07 = a? — n;. Genom att siitta in
o2 ,=al ;—mn_;1(5.7) diri=0,1,...,s ser vi att GARCH-modellen kan
skrivas om som

max(m,s) s
o =ao+ Y (a+Baii+n—Y B (5.8)
i1 j=1

Ekvation (5.8) &r en ARMA-form av a?. Den obetingade variansen fas pa
samma sétt som i ARMA-modeller som

Q)
1— ™) (o, 4 6,)

E(af) =

GARCH-modellens for -och nackdelar framkommer da man studerar GARCH(1, 1)-
modellen

o} = ag+ a1ai_y + 107 (5.9)

dir ap > 0, @1 >0, 51 > 0 och (a1 + ;) < 1. Fran (5.9) kan vi se att stora
viirden pa a? ; och o7 ; ger stora viirden pi o7. Det hir innebir att ett
stort viirde pa a?_; tenderar att efterfoljas av ett stort a?. GARCH-modellen
har alltsa liksom ARCH-modellen férmaga att generera en heteroskedastisk

serie. Det gar att visa att om 1 — 2a? — (a1 + ;)% > 0, da &r

B(a}) _ L3 [1—(a1+5,)?]
[E(af]Q T 1-2a (a1 + )

> >3

I likhet med ARCH-modeller har alltsd dven GARCH-modeller tjockare
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svansar én en standardiserad normalfordelning. AKF av a? i GARCH(1, 1)-
modellen kan visas vara

a%ﬁl

Tom B - omk=1

oy +
Pr =

(a1 +B1)p; omk=23,..

Autokorrelationerna avtar alltsa exponentiellt med faktorn oy + ;.

IGARCH-modellen

I ménga tillimpningar av GARCH(1, 1)-modellen &r summan av a3 och (3,
viildigt néra ett. Da ay + 8, = 1 fas ett specialfall av GARCH-modellen
som kallas IGARCH (Integrated GARCH). Anledningen till namnet &r att
om aj + 3; = 1 existerar en enhetsrot i ARMA(1, 1)-modellen for a? i (5.8),
som nu kan skrivas om som

(1= B)a; = oo +1;, = By (5.10)

dir B #r bakatoperatorn sidan att t.ex. Ba? = a? ;. Den obetingade var-
iansen, F(a?) = ap/(1 — a; — B4), #r uppenbarligen inte definierad for
IGARCH(1, 1)-modellen, modellen #r alltsé inte svagt stationdr. IGARCH(1, 1)-
modellen kan dock vara strikt stationdr, se Nelson (1990). Eftersom inte den
obetingade variansen #r definierad kan vi inte heller definiera AKF for a?.
Ding och Granger (1996) visade emellertid hur approximativa autokorrela~
tioner ges av

1

pp ~ = (14 200)(1 + 202)7F/2 (5.11)

w

Notera att autokorrelationerna i (5.11) avtar exponentiellt.

FIGARCH-modellen

I GARCH(1,1) avtar ibland AKF for a? for snabbt, detta oavsett hur laga
viirden uttrycket 1 —ag — 31 antar. I dessa fall foreslog Baillie et al. (1996)
en GARCH-modell med langt minne, FIGARCH (Fractionally Integrated
GARCH). T.ex. fas FIGARCH(1,d, 0)-modellen enklast genom att i (5.10)
introducera potensen d till differensoperatorn

(1- B)da? =ao + 1 — 1M1
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dir 0 < d < 1. Man kan visa att
e~ (1= BT KT (512)

dir I'(-) &r gammafunktionen. AKF (5.12) avtar hyperboliskt d& k okar.
Denna modell har tydliga kopplingar till ARIMA-modeller med langt minne,
de sk. ARFIMA (AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Averge)-
modellerna. Gemensamt fér bade FIGARCH -och ARFIMA-modellerna &r
att 0 < d < 1 (forutsatt att processen &r stationér). En sadan fraktionellt
integrerad process sigs ha langt minne vilket innebér att chocker i serien
ar vildigt persistenta (AKF avtar mycket langsamt). Ding och Granger
(1996) visade att stickprovs AKF inledningsvis avtar snabbare &n exponen-
tiellt, men att den avtar (mycket) langsammare pé ldngre tidsavstand. Det
hér monstret indikerar att volatiliteten kan besta av olika komponenter dér
vissa har stor effekt pa kort sikt for att sedan snabbt avta, medan andra
komponenter dr mer persistenta. Av denna anledning foreslar ibid. den sk.
komponent GARCH-modellen som bestar av en viktad summa av tva kom-
ponenter; en IGARCH -och en GARCH-modell.

GARCH-M modellen

Manga finansiella teorier behandlar férhallandet mellan avkastningen och
risken for en viss tillgdng. Av denna anledning skapade Engle et al. (1987)
den sk. GARCH-M (GARCH in Mean)-modellen som &r designad for att
kunna beskriva detta forhallande. Detta astadkoms genom att inkludera
en funktion av den betingade variansen o? i modellen for det betingade

medelviirdet, t.ex.

Yt = o + Pr1yt—1 + 59(03) +at (5.13)

diir y, dr variabeln av intresse och diir g(07) dr en funktion av den betingade
variansen av a;. Vidare antas o7 folja en ARCH -eller en GARCH-process.
I praktiken gor man det ofta enkelt for sig genom att lata g(o?) vara en
enhetsfunktion eller en kvadratrotsfunktion, dvs. g(c?) = o? eller g(0?) =
o¢. 0 kallas for riskparametern. Om ¢ > 0 &r avkastningen positivt korrelerad
med tidigare volatilitet och vice versa. For att fa en kéinsla for GARCH-M
modellens egenskaper ser vi pa modellen

Yy = (50’%—'—at (514)
0 = ap+ma? (5.15)
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vilket &r (5.13) med ¢, = 0 och g(c?) = o7 dir o7 foljer en ARCH(1)-
process. Om vi nu sétter in (5.15) i (5.14) fas

yr = dag + (5@1@%_1 + ay

med det betingade vintevirdet

E(y) = dag <1+ - U )

diir vi anviint att E(a?_;) = ap/(1 —a1). PA samma sitt gir det att visa att
den obetingade variansen av y; ir

2_ _0 (60r1)? 202
Yol-ar o (1-a)®(1-3a3)

o (5.16)

Eftersom den andra termen i hogerledet i (5.16) dr storre &n 0 &r 032/ alltid
storre én den obetingade variansen for ¢, utan GARCH-M effekten. AKF
for GARCH-M modellen i (5.14) och (5.15) &r

20352y .
204%52040—%(1—041)(1—304%) om k=1
Pk =
ar*1p, omk=23,..

Den stokastiska volatilitetsmodellen

En annan typ av modeller fas om man inkluderar chocker i den betingade
variansen for a;. Vi far da en sk. stokastisk volatilitetsmodell (SV). Denna
modell som formulerades av Taylor (1986) skrivs

ay = O¢&¢
(1—aiB—..—a,B™)n(e?) = ag+uv (5.17)

diir & #r 0.i.f N(0, 1), vy ~o.i.f. N(0,02) och dir {&;} och {v;} ér oberoende.
Introducerandet av chocken v 1 (5.17) skar modellens flexibilitet att forklara
o2, men ocksi svarigheten att skatta modellens parametrar. Parametrarna

i GARCH-modellen skattas genom standardtillimpning av ML-tekniker, se
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avsnitt 5.3. Det som forsvarar skattningen av SV-modeller #r att o7 inte
dr observerbar, och kan heller inte rekonstrueras av historiken €2;_1. Det
hér innebér att ML-tekniker nu inte &r tillimpbara pa SV-modeller. Olika
(simuleringsbaserade) skattningstekniker har foreslagits, se t.ex. Melino och
Turnbull (1990).

Det gar att visa att SV-modellen har en toppighet storre én tre samt att
AKF ar - )
et —1 et —1
= 2 ~ 2 ’7]1€ (5‘18)
3et — 1 3e’t — 1

Pk

diir approximationen i (5.18) &r god for sma viirden pa o? och/eller for stora
viirden pa kovariansen 7. Autokorrelationerna for a? avtar alltsa exponen-
tiellt med 7, jamfor detta med GARCH(1, 1)-modellen dér autokorrelation-
erna avtar exponentiellt med oy + (3.

5.1.2 Icke-linjiara volatilitetsmodeller

I detta avsnitt behandlas nagra icke-linjéira utvecklingar av ARCH-modeller.
Dessa modeller ér icke-linjéra i den meningen att de har formaga att skilja
pa positiva och negativa chocker. Denna egenskap ér tilltalande eftersom vi
t.ex. vet fran avsnitt 1.3 att en period av hog volatilitet ofta inleds med en
stor negativ chock.

EGARCH-modellen

Det forsta forsoket att utveckla GARCH-modellen sa att den kan fanga upp
asymmetrier gjordes av Nelson (1991) med sina sk. EGARCH (Exponential
GARCH)-modeller. For att astadkomma detta infors den viktade chocken

9(er) = per + ¢ [lee] — Eled])] (5.19)

dér ¢ och 1 #r konstanter. Bade ¢; och |g;| — E(|e¢|) ér oberoende sekvenser
med véntevirde 0, darfor dr E [g(e;)] = 0. Asymmetrin av g(e;) ses om (5.19)
skrivs om som

(p+v)er —vE(led]) omer >0
gler) = (5.20)
(o —th)er —YE(leg]) ome <0

Med denna viktfunktion for chockerna skrivs EGARCH (m, s)-modellen

1+ 8B+ ..+ 38,B°
1—ayB—...—a,B™

At = OtE, 111(0'%) = Oy + g(et) (521)
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Vi ser i (5.21) att det finns tva tydliga skillnader mellan GARCH -och
EGARCH-modellen, dir parametrarna {a} och {5} har samma funktion
som i GARCH-modellen (5.7). Dels anviinds i EGARCH-modellen den log-
aritmerade betingade variansen for att sldppa pa villkoret om positiva para-
metrar. Dels tillater funktionen g(e;) oss att analysera asymmetriska egen-
skaper av en tidsserie, déir eventuellt negativa chocker har annan dynamik
én de positiva. | EGARCH-modellen ges de negativa chockerna vikten ¢ —1),
medan de positiva chockerna ges vikten ¢ + 9. For ytterligare detaljer om
EGARCH-modellen och dess egenskaper se Nelson (1991).

GJR-GARCH modellen

Denna modell som foreslogs av Gosten, Jagannathan och Runkle (1993) &r
en alternativ metod for att beskriva de asymmetriska chockerna. Modellen
hirror frain GARCH(1, 1)-modellen med tilligget att parametern for a?
beror pa huruvida a;_1 dr positiv eller negativ, dvs

o} = ag+a1ai_y (1 =1 a1 > 0)) + 7107 11 [a—1 > 0] + B0},

ddr I(-) dr en indikatorfunktion. Villkoren for att den betingade variansen
ska vara positiv & ag > 0, (a1 +7;)/2 > 0 och f; > 0. Om stationar-
itetsvillkoret, (a1 + 1) /2 + 1 < 1, &r uppfyllt géller att den obetingade

variansen av a; ir
2 @0

T 1 (i +m)/2- B

o

Den optimala prediktorn av ¢, Yy, ges av det betingade medelvirdet
oavsett om chockerna a; ér betingat heteroskedastiska eller inte. Metoderna
for att beriikna prognoser med linjira -och icke-linjéira modeller kan alltsa
anvindas bade under antagande om homoskedastiska och heteroskedastiska
chocker. Vidare dr (-stegs prognosfelet, @, ¢y = Y410~ Yy44¢, tidsvarierande.

STGARCH-modellen

En annan mojlighet d& man modellerar for heteroskedasticitet &r att liksom
i kapitel 4 anviinda dvergangsfunktioner for sina parametrar. Vi far da den
sk. STGARCH (Smooth Transition GARCH)-modellen

of = ag + anai_y [1 = Flag1)] + y167_ 1 F(ar1) + Bo}_4 (5.22)
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dir F'(a;—1) dr overgangsfunktionen. Om man anvéinder den logistiska funk-

tionen 1
Flaj-1) = ————— 2
(@)= ey (523)

som overgangsfunktion (ddr 6 > 0) fas den sk. LSTGARCH (Logistic
STGARCH)-modellen. F'(a;—1) i (5.23) okar monotont (se Figur 4.2) fran
0 till 1 da a;—; okar vilket innebiir att genomslagskraften av a? ; pa o?
forsindras mjukt fran oy till ;. D& parametern 0 tkar gar F'(a;—1) mot en
stegfunktion som antar virdet 0 for negativa a;_1, och viirdet 1 for positiva
at—1. LSTGARCH-modellen antar alltsa att asymmetrin i o7 enbart beror
pé om ay_1 &r storre eller mindre &n noll. I praktiken &r ofta ay > v, sa att
en stor negativ chock okar den betingade variansen mer dn en stor positiv
chock.

Modellen (5.22) kan #dven anviindas med andra overgangsfunktioner. Om
man istéllet anviinder den exponentiella dvergangsfunktionen (se Figur 4.3)

Fla_1)=1—¢ %1 (5.24)

fas den sk. ESTGARCH (Exponential STGARCH)-modellen. Anviéindandet
av overgangsfunktionen (5.24) gor att det i ESTGARCH-modellen antas att
asymmetrin endast beror pa chockernas storlek.

VSGARCH-modellen

Fornari och Mele (1996, 1997) menar att negativa chocker 6kar den betingade
variansen mer dn positiva bara om storleken pa chockerna ér stora. For sma
chocker déremot finns en motsatt asymmetri, dvs. att sméa positiva chocker
Okar den betingade variansen mer én en sma negativa. For denna komplicer-
ade form av asymmetri foreslar Fornari och Mele (1997) en volatilitetsskiftes
GARCH (VSGARCH)-modell

ap1 +auaiy + B0} om a;—1 <0
o} = (5.25)
o2 + '71at2_1 + 510'%_1 om a;—1 >0

Den obetingade variansen av a; i VSGARCH(1, 1)-modellen (5.25) kan visas

vara
9 p,1 + Q2

C2-a1-7 -1 -0

g

41



Toppigheten av (5.25) dr storre dn toppigheten av en GARCH(1, 1)-modell.
Parametrarna i VSGARCH(1, 1)-modellen sitts sa att oy > 7, och g1 +
pio? < ap2+01 02, pa sa siitt far sma positiva chocker storre effekt pa o? #n
smé negativa chocker, med omvint forhéllande for stora chocker. Anderson,
Nam och Vahid (1999) modifierade VSGARCH-modellen genom att infora
en mjuk dvergangsfunktion istéllet for stegfunktionen i (5.25), den resulter-
ade modellen kallas ANST-GARCH (Asymmetric Nonlinear STGARCH)

o7 = (ao1+oa;y+B1071) [l — F(a1)]
+ (050,2 + ’ylaf_l + 510'?_1) F(at_l)

Dér F(ai—1) &r den logistiska dvergangsfunktionen (5.23).

QGARCH-modellen

Sentana (1995) introducerade ytterligare ett sitt att hantera den asym-
metriska effekten av a;_; pa volatiliteten. Modellen kallas QGARCH (Quadratic
GARCH) dér QGARCH(1, 1)-modellen skrivs

‘7? =ap +710t-1 + Ozla?—1 + 510%—1 (5.26)

Den nyinférda termen 7y;a;—1 gor (i kombination med alaf_l) att positiva
och negativa chocker har olika effekt pa o7. For att se detta skrivs (5.26)
om som

CT? = 4 <CL’Y—11 4+ Oél) a%—l =+ /810'%_1 (527)
t—

Viseri (5.27) att effekten av a?_; pa o7 ir lika med alll +a1.Om -y, <0, far
negativa chocker storre positiv inverkan pa o? én positiva chocker av samma
storlek. QGARCH-modellen har manga likheter med GARCH-modellen,
t.ex. har de samma obetingade varians (0% = e 51), dessutom har de
samma villkor for stationaritet och for fjirde momentets existens. Det gar
déremot att visa att a; i de tvd modellerna inte har samma toppighet efter-
som toppigheten i QGARCH-modellen dven beror pd asymmetriparametern

71 (jmf. med toppigheten i GARCH(1, 1)-modellen)

. 3[1—(a1+/51)2+’y%(1—a1—51)/0‘0]
@ 1—2a2 — (a1 + f31)?

(5.28)

Toppigheten i QGARCH-modellen &r alltsa en 6kande funktion av v;. Om
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v; = 0 blir forstas toppigheten lika som i GARCH-modellen. Om vi kon-
stanthaller parametrarna g, a; och ] ser vi att QGARCH-modellen har
hogre toppighet &in GARCH-modellen (7% (1 — a1 — 34) /oo > 0).

MSW-GARCH

De tidigare nimnda modellerna i det hir delkapitlet kan ses pa som regim-
skiftesmodeller for volatiliteten, dir regimen bestims av en observerbar
variabel (a;). Likheterna &r dérfér manga med de modeller som hanter-
ades i kapitel 4.1. Aven hir da vi har icke-linjéritet i volatilitet #ir det
naturligt att anta att regimerna ocksa kan bestdmmas av en icke-observerbar
Markovprocess s;. Vi far da en sk. MSW-GARCH (Markov Switching
GARCH)-modell

ap,1 + Oz1at2_1 + ﬁlaf_l om s; =0
Ut =
@0,2 + '71a%_1 + 510'%_1 om s; =1

dér s; dr en Markovkedja med overgangsmatris (4.9). Mer information om
MSW-GARCH-modellens egenskaper finns i t.ex. Dueker (1997).

5.2 Test for heteroskedasticitet

Fore skattning av volatilitetsmodellerna i kapitel 5.1 bor man testa serien for
betingad heteroskedasticitet. Man skiljer pa test for linjéir -och icke-linjér
heteroskedasticitet, vilka behandlas separat i avsnitt 5.2.1 och 5.2.2.

5.2.1 Test for linjir GARCH

Det finns en uppsjo av olika test for linjir betingad heteroskedasticitet, dér
det mest anviinda & ARCH-LM testet utvecklat av Engle (1982). Som
namnet antyder bygger ARCH-LM testet pa Lagrange-Multiplier principen.
Testet inleds med att man till tidsserien skattar den mest ldmpliga regres-
sions -eller ARMA-modellen, och later {E?} vara de kvadrerade residualerna.
Dérefter skattas regressionsmodellen

2 =g+ aEr ..+ oaqgf_q (5.29)

Om det inte existerar nagon ARCH -eller GARCH effekt skulle alla vér-
den o till a4 vara lika med 0. Foérklaringsgraden skulle vara dalig, och
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determinationskoefficienten R? skulle vara lag. Under nollhypotesen om
homoskedasticitet (Hp : a1 = ... = a; = 0) &r LM-statistikan nR? asympto-
tiskt y2-fordelad med ¢ frihetsgrader, diir n éir stickprovsstorleken.

Andra test for linjdr heteroskedasticitet dr t.ex. Whites test, Breusch-
Pagans test och Goldfeld-Quandts test.

5.2.2 Test for icke-linjar GARCH

Har testas istéllet nollhypotesen om homoskedasticitet mot mothypotesen
om asymmetriska ARCH/GARCH-effekter. Engle och Ng (1993) diskuterar
ett test for att avgora om positiva och negativa chocker har olika effekt pé
den betingade variansen. Detta test kallas SB(Sign Bias)-testet dir S,
dr en dummyvariabel som antar virdet 1 om a;—; &r negativ, och viirdet 0
annars. Testet underscker om Zi% kan forklaras av S,_, S;_1€;—1 och/eller
S}t Ei-1, dir S;7; =1— S, |, genom att skatta regressionen

a; = ¢+ ¢15 + 28 1ar-1 + b3S a1 (5.30)

Under nollhypotesen, Hy : ¢; = ¢y = ¢35 = 0, foljer LM-statistikan nR>
asymptotiskt en y2-fordelning med 3 frihetsgrader.

Ett alternativ till SB-testet ér att testa nollhypotesen mot de olika typerna
av asymmetriska ARCH/GARCH-effekter diskuterade i 5.1.2. T.ex. foreslar
Sentana (1995) ett test av nollhypotesen om homoskedasticitet mot mothy-
potesen om kvadratisk ARCH (QARCH). QARCH-modellen &r forstas bara
ett specialfall av. QGARCH-modellen (5.26) dir §; = 0. Den allménna
QARCH(q, g)-modellen skrivs

o7 = oo+ Via-1+ Va2 + ..+ VqOt—q
+a1at2_1 + agaf_Z + ...+ oaqa?_q
Dér nollhypotesen, Hyp : 73 =79 = ... =7, = a1 = a2 = ... = a4 = 0, igen

testas med nR? fran regressionen av Ef P& €t—1,...,Et—q och Ef_l, ...,Ef_q.
Har dr nR? ~ x2(2q).

Hagerud (1997) foreslog ett test déir mothypotesen &r STARCH-modellen

o7 = ap+arai 1 —Flag1)]+...+ aqaf_q 1 — F(ai—q)]
7107 Fai—1) + ... + 7,07 F(ai—q) (5.31)
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ddr F(-) &r antingen dr den logistiska funktionen (5.23) eller den exponen-
tiella funktionen (5.24). En forsvarande omsténdighet da vi testar nollhy-
potesen, Hp: a1 = ... = ag =7 = ... =7, = 0,1 (5.31), ér att parametern
0 i F(-) #ér oidentifierad under Hy. Detta identifieringsproblem ér liknande
det vi hade i avsnitt 4.3.2. Problemet kan dock l6sas med Taylorapprox-
imering. I fallet med LSTARCH-modell (5.22 med 5.23) resulterar denna
Taylorapproximering i

o =g+ afE . AE e e, (5.32)
Ett LM-test for att testa Ho : o] = ... = ag =] = ... = 735 = 0, fas som

nR? fran regressionen

G =t o+ Y i, (5.33)

Under nollhypotesen foljer denna LM-statistika en y2-férdelning med 2q
frihetsgrader.

I fallet med en ESTARCH-modell (5.22 med 5.24) far vi en modell liknande

(5.32) och (5.33), men dér & _; ersiitts med &f_; dér i = 1,2, ..., q.

5.3 Estimering

Den betingade variansen o2 for a; antas i detta avsnitt folja en linjir -eller en
icke-linjir GARCH modell med parametervektorn 1. T.ex. dri VSGARCH-
modellen (5.25) ¥ = (ag1, 02,01, 51,71,01)'. Dessutom skattas forstas
parametrarna for det betingade medelviirdet, &, som eventuellt bestar av de
autoregressiva parametrarna ¢y, ..., ¢,,. Parametervektorn att skatta beteck-

nas 6 = (5',1,[)')/, vilken estimeras med ML-tekniker. Den betingade log-
likelihoodfunktionen fér observation t &r

InL(0) =In f (a;/0t) — Inoy (5.34)

dar f(-) dr téthetsfunktionen av de oberoende och identiskt fordelade chock-
erna, ;. Om dessa t.ex. antas vara normalférdelade fas

1
mL(0) = -3 (In27 +Inoy + af /o7) (5.35)

45



ML skattningen av 6, 5ML, fas genom att maximera (5.35) for hela stick-
provet, skattningarna ges da som losningen till

i alnTg(e) =0  (5.36)
t=1

Om ¢; &r normalférdelade och det betingade medelvérdet och variansen &r
ritt specificerade, &dr 6,1, konsistent, asymptotiskt normalférdelad samt har
minst varians av alla konsistenta skattningar.

Som vi vet fran kap. 1 dr det dock inte séirskilt realistiskt att tro att e; &r nor-
malférdelade. Den under villkoren (5.35) och (5.36) skattade modellen skulle
t.ex. inte lyckas fanga upp den hoga toppigheten som forekommer i ménga
finansiella tidsserier. Istéllet antas ofta att e; foljer nagon annan férdelning
med tjockare svansar dn normalfordelningen (t.ex. t -férdelningen). Mod-
ellen skattas pa samma sitt genom att maximera log-likelihoodfunktionen
for den specifika fordelningen.

5.4 Diagnostik

Av samma anledning som det ér viktigt att diagnosticera modeller for det
betingade medelvirdet ér det att diagnosticera modeller for den betingade
variansen.

Kom ihag att a; = o4 i modellerna beskrivna i avsnitt 5.1. Ett antagande
vi gor dr att de standardiserade residualerna £, = a; /o &r 0.i.f, dvs om mod-
ellen &r korrekt specificerad kommer g; ha konstant varians, vara oberoende
etc. For att testa detta anviinds ett antal standardtest (F' -test, Ljung-Box
test etc.).

Av speciellt intresse ér héir att se om ; fortfarande visar spar av betingad
heteroskedasticitet. De tva mest kiinda testen for heteroskedasticitet i € ér
McLeod och Li (4.10) och ARCH-LM testet (5.29). Pa senare tid har
varianter pa dessa tva test foreslagits. T.ex. forelogs av Lundbergh och
Terésvirta (1998) ett ARCH-LM test for ARCH(m)-effekter i €;. Teststatis-
tikan #r nR?, dir R? dr determinationskoefficienten fran regressionen

S =0+ Ottt Gl F AR w (537

diir X; dr en vektor bestiende av partiella derivator av o? med avseende pa
GARCH-modellens parametrar. Under nollhypotesen, Hy : ¢ = ... = ¢,,, 1
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(5.37) foljer nR? asymptotiskt en y2-fordelning med m frihetsgrader.

Ett liknande test foreslogs av Bollerslev (1986) for att testa for hogre ord-
ningars GARCH-modeller. For att testa specificeringen GARCH(p, ¢) mot
GARCH(p +7,q) eller GARCH(p, ¢ + s) anviinds pa nytt ett LM-test, nR?,
dir R? kommer fran

=g+ ¢1at2—q—1 +.t ¢TA%—q—r + AR +

eller

g =¢o+ $P10; p1 ot (z’sal%—p—s + AR +

Det &r naturligt att 6verviiga icke-linjéira volatilitetsmodeller forst da ovanstéende
diagnostiska test visar pa asymmetri i €;. SB-testet (5.30) kan hér anviin-

das for att testa nollhypotesten om linjir GARCH mot mothypotesen om
icke-linjira alternativ. Skillnaden hir &r att vi gor en regression pa ?f dér

de partiella derivatorna, X; = 88% /00, inkluderas som regressorer

& =0+ G181 + S qar1 + G3S @ FNR + &, (5.38)

Hagerud (1997) undersoker med simuleringstekniker SB-testets formaga att
finna olika asymmetriska GARCH-effekter. Generellt har testet lag styrka,
dessutom ger férkastande av nollhypotesen inte mycket information om vilken
icke-linjir modell som ér det korrekta alternativet. Av denna anledning
utvecklade Hagerud (1997) tva test for att testa GARCH(1, 1) mot de speci-
fika alternativen QGARCH(1,1) och LSTGARCH(1,1). Dessa test &r bada
av LM-typ, men saknar dven de férméga att avgora den korrekta formen av
icke-linjiritet. Testen utesluter inte mojligheten att forkastandet av nollhy-
potesen beror pa nagon annan form av icke-linjir GARCH-modell. Dére-
mot kan forstas dessa test anviindas for att testa nollhypotesen mot generell
asymmetri.

GARCH-modeller skattas ofta pa langa tidsserier, vilket viicker fragan huru-
vida parametrarna verkligen #r konstanta under hela perioden. Chu (1995)
testar nollhypotesen om konstanta parametrar mot mothypotesen om att det
skett exakt ett parameterskifte (structural break), medan Lundbergh och
Terésvirta (1998) testar mot alternativet om langsamt foréndrade parame-
tervirden. I det senare fallet testas om GARCH(1, 1)-modellens parametrar
ar konstanta mot alternativet
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o? = (ag1+aral g + B0 ) [1 - F(t)]
+ (@02 +710f-1 + 61071) F(t) (5.39)

ddr F'(t) &r den logistiska funktionen (5.23). Notera att (5.39) &r vildigt lik
ANST-GARCH-modellen foreslagen av Anderson, Nam och Vahid (1999).
Parametern 0 i F'(t) ér inte definierad under nollhypotesen, Hy : a1 = a2,
a1 =y, B = d1, vilket pa nytt 16ses genom att Taylorapproximera F'(t)

0} = gy +aja;_y + Bioi_y + af ot +yiai_yt + djopqt (5.40)

Nollhypotesen, Ho : oy =71 = 07 = 0, testas nu enkelt med ett LM-test.

5.5 Prognoser

Bland de linjira volatilitetsmodellerna &r det naturligt att borja med att
studera volatilitetsprognoserna fran ARCH-modellen. Enstegsprognoserna
JE(07,1 %), ges direkt av ARCH(m)-modellen

2 2 2 2
Otp1 =00+ a1ay +a2a;_1 + ... + om0y,

Volatilitetsprognosen for tidpunkten ¢ + 1 &dr alltsd en viktad summa av
a: (plus konstanten agp). Om vi istéllet antar lika vikter, a; = 1/m, for
1=1,2,...,m, samt att g = 0, fas prognosen for O'?_H som

m—1
2 _ l 2
Op+1 = m Ay
s=0

o7, beréknas alltsd i detta fall som medelviirdet av de m senaste kvadrerade
chockerna. Att ge varje chock samma vikt har dock vissa nackdelar, t.ex.
ar o7 1= a? da m = 1. Hoga viirden pa a? resulterar i stor prognosticerad
volatilitet i all framtid, och vice versa. Chockerna har alltsa i detta fall
maximal persistens.

Prognoser med ARCH(1)-modellen ér pedagogiskt tilltalande. Kom ihag att
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den obetingade variansen o2 = 2L, eller ekvivalent g = 0?(1—ay), vilket

gor att (5.5) kan skrivas om som
0? =0%(1—ay) + aia?

For tidpunkt ¢ + ¢ fas

Tt = (a?+e—1 - 02)

For att berikna dessa prognoser tas det betingade vintevirdet av ‘7%4—6
baserat pa informationen 2

Ut2+é|t —0® = B(0f|) — 0% = a1 (E (07,1670 %) — %)

— 2 2
= o1 <0t+f—1|t — 0 )

dar ai, ,_; = 0}, 1674, (eftersom a; = o4e4), och dér

E(a7y0-11%) = B (07101 1Q%) E (7101 1%) = E (07101 1%) = 07104y,

for £ > 2. Genom substituering bakat fas att

2

2 _ -1 2 2\ _ (2 2
Tipgp —0° =0 (aﬂ_at—a)—al(at—a)

dir o = of - Ett viktigt resultat av detta 4r att

2
1|t

2 2 .
Ofiep — 0 da f — oo

givet att processen &r stationér (Jai| < 1). Resultatet av att volatilitetsprog-
noserna asymptotiskt gar mot o2 giller dven for den generella. ARCH(m)-
modellen.

GARCH(1, 1)-modellen (5.9) har som bekant obetingad varians o2 =

Om man i (5.9) ersiitter ap med o2 (1 — (aq + 31)) fas

aQ
1—(a1+p4)"

o —0® = (af_y — 0%) + By (071 — 0?) (5.41)
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Enstegsprognosen av (5.41), E(0%, |Q) = 07,,, fas dérfor som

ofp1 — 0% =ay (af —0?) + By (0F — %) (5.42)

Prognoser for Uf ¢ far genom att forst skriva om (5.42) som

2 ay (a?+e—1 - ‘72) + B4 (‘7?4-@—1 - ‘72)

= a1 (07 y18tsm1 — 07) + By (071 — %) (5.43)

2
Ot4e — 0

déarefter beridknas det forviantade vantevirdet

Ut2+€|t —o = E(0fy|) —0® =01 (B (07118t 1%) — 07)
+B4 (E (‘7%-5-6—1 |Qt) - 02)
= (a1 +B1) (E (071 |%) —0?) (5.44)

Rekursiv utveckling av (5.44) ger

-1
Uf+e|t—02 = (a+ 1) (U§+1—‘72)

= (a1 +8) 7 au (af —0®) + 51 (07 —0%)]  (5.45)
I likhet med ARCH-modeller giller att o? ot gar mot o2 da £ — oo (givet
att a1 + 51 < 1).

Prognoser for den betingade variansen i icke-linjira GARCH-modeller kan
dven de beriiknas analytiskt. Lat oss t.ex. se pA GJR-GARCH(1, 1)-modellen

of =ap + alaf_l (1—=1Tla—1 >0]) + ’ylaf_ll [a—1 > 0] + /J’lcrf_l

dir det antas att &; #r symmetrisk runt 0. Prognosen av o2 1 ges direkt av
modellen som

0t2+1 =op+ oqaf (1 —1TIla; > 0]) +’ylat2[ [a; > 0] + ﬁlaf
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och

0-1%—|—2|t = CYO"’O[lE (CL%+1 (1 i [at+1 > 0]))+71E (a%_;'_l.[ [CLt+1 > 0])+51E (0'%_|_1)

Det gar att forenkla uttrycket for o
Da ar

2 " .
t4o|¢ Semom att e; 4r symmetrisk runt 0.

1
E (ai 11 [agt1 > 0]) = E (afyy) E (I [agr1 > 0]) = 074 ¥ 3

eftersom E (I [az+1 > 0]) = P (az41 > 0) = 1/2. Dvs,

Ut2+2|t = ap=((a14+71) /2+ B1) o7

Generellt fas en prognos for den betingade variansen vid tidpunkt ¢ + £ som
Ufﬁlt = o+ a10t2+€—1|tE (1 =TI [azre—1 > 0])
1107 E (I agga > 0) + 51 E <0t2+g_1|t)
= ap+ ((@1+71)/2+ B1) ‘7?+g_1|t

vilket med substitution bakat ger

‘7?+€|t = ao+ ((a1+71) /24 81) 0t2+é—1|t
= ag+ ((a1+71) /24 B1) (a0 + ((1 +71) /2 + B1)) Ut2+e—2|t

-2

= Z (01 +71) /2+B1) + ((ea +71) /24 B) ot
i=0

Genom att uttnyttja att

— i 1= ((ar+m)/2+8) "
@0;((0‘14‘%)/24‘51) = Qo = ({1 +71) 2+ B

for |(a1 +741) /2 + B1] < 1, och att 0?2 = g [1 — (a1 4+71)/2+ /31)‘1] fas

ett uttryck for of ot vilket dr direkt jimforbart med den for den linjdra

GARCH-modellen (5.45)

.
0t2+€|t —o? = (a1 +71)/2+B4) ! (U%H - 02)
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I QGARCH(1, 1)-modellen (5.26) paverkar inte asymmetritermen ~yqa¢—;
prognoserna fér den betingade variansen. Detta eftersom det betingade
vintevirdet av a;1;, dir ¢ > 0, enligt antagande &r lika med 0. Prognosfelet

_ 2 2 :
Uppelt = Ofqq = Opyqp PUT

_ 2 2 2 2
Vppolt = Y10t46-1 + Q1 (at—|—€—1 - at+£—1) + 61 (Ut+€ - 0t+€|t)

= Yyape-1 + vere—1 + (1 + By) v

vilket efter rekursiv substitution resulterar i

-1 -1
1 i1
verae = 1 Y (48 v+ 71 Y (aa + 81" e
i=1 i=1

Eftersom E (vi40—1|%) = E(ap40-1|2) = 0 for allai = 1,2,....,¢ — 1, &r
prognoserna vintevirdesriktiga, dvs. E (UHW |Qt) = 0. Déremot géller att

den betingade variansen av v;4 ¢, och dérigenom osékerheten om 0% gy Ar
storre én for GARCH(1, 1)-modellen.

ESTGARCH-modellen som ges av (5.22) med 6vergangsfunktion (5.24), &r
den enda av de icke-linjéra volatilitetsmodellerna som behandlades i avsnitt
5.1.2, ddr prognoserna av o? " inte kan berdknas analytiskt. Problemet &r
att F(ag1) =1 — e~?91 &r korrelerad med a?,1, och att E[F (az41)] #
F [E (at+1)]. Det ér dérfor inte mojligt att i det hér fallet erhalla ett rekur-
sivt uttryck for o? - Istéllet fas prognoserna for framtida betingad varians
genom simulering.

Slutligen fas prognoser av of '+ med MSW-GARCH modeller genom att ut-
nyttja egenskaper av Markovprocessen. Se t.ex. Dueker (1997) for mer
information.

5.6 Alternativa metoder

Stockhammar och Oller (2007) foreslar ett alternativ till att modellera het-
eroskedasticiteten explicit genom att filtrera bort densamma och istéllet
analysera den filtrerade homoskedastiska serien. Det finns flera férdelar med
denna metod, den kanske viktigaste dr att vi kan anviéinda enklare modeller
och dirigenom spara pa antalet parametrar. Idén dr alltsa i den meningen
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samma som vid sisongsrensning. En annan viktig fordel dr att man med
denna metod kan fa béttre parameterskattningar av skil som framgar nedan.
Lat oss studera den heteroskedastiska serien Diff. Ln. US GDP 1947-2005.

Figur 5.2: Diff. Ln. US GDP 1947-2005.

Diff In US GDPq

1950 1960 1970 1980 1990 2000

Vi ser i Figur 5.2 att serien har en avtagande volatilitet genom hela perio-
den. Ien sé lang serie &r det vanligt att autokorrelationsstrukuren féréndras,
vilket forsvarar anpassning av modeller till heteroskedastiska serier. I detta
fall ges ndmligen de olika autokorrelationsstrukturerna olika stor vikt vid
skattningen av parametrarna, och speciellt ges observationerna i den mest
volatila perioden storst vikt och vice versa. Lat oss se pa autokorrelations-
funktionen av Diff. Ln. US GDP 1947-2005, samt de forsta och sista 15
aren (dvs. den mest och minst volatila perioden)

Figur 5.8: ACF av Diff. Ln. US GDPq
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Figur 5.3 visar tydligt hur autokorrelationsstrukturen foréindrats, och att
ACF de forsta 15 aren och hela perioden &r rétt lika. Den mest volatila pe-
rioden verkar alltsé i stor utstréickning paverka den totala ACF. Situationen
med Diff. Ln. US GDP #r extra ogynnsam eftersom vi har en avtagande
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volatilitet, dvs. de #ldsta observationerna ges storst vikt och parameterskat-
tningarna baseras dirfor allfér mycket pa en obsolet autokorrelationsstruk-
tur. Optimalt vill man ge varje observation i tidsserien samma vikt, och
ett sitt att astadkomma detta dr genom heteroskedasticitetsfiltrering. Ibid.

foreslog foljande ad hoc filter

t+n

% Yt — ZTZt—’O %

HPW

t+ t+
ZT:Z—?] (yt - ng:?f—n %

)

2n

172

+Yy

t=k—n,..

y =1

dér y, =Diff. Ln. GDP,n = (k—1)/2, yf &r den filtrerade serien, k &r fonster-
léngden, i och s, &r hela periodens medelvirde respektive standardavvikelse.
I téljaren subtraheras ett k -termers centrerat glidande medelvirde for att
extrahera eventuella lokala och globala trender. I ndmnaren har vi en gl-
idande serie med standardavvikelser utjaimnad med ett limpligt Hodrick-
Prescott filter. Ibid. visade att detta filter lyckades filtrera bort het-
eroskedasticiteten i BNP-serierna féor USA, Storbritanien och Australien.
T.ex. blir Diff. Ln. US GDP efter filtrering

Figur 5.4: Diff. Ln. US GDP 1947-2005, filtrerad

Filtered US GDP 1947-2005

1950 1960 1970 1980 1990

2000

FEgenskaperna hos vitt brus paverkas inte av filtret, dvs. det férorsakas inga
oonskade effekter pa seriens dynamiska egenskaper. Om man analyserar den
homoskedastiska filtrerade serien i Figur 5.4 med ARMA-modeller upptick-
tes en mycket intressant bonuseffekt. Det visade sig att man for samtliga
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serier och prognoshorisonter (1,2,3 och 5 ar) far signifikant béttre punkt-
prognoser med denna metod jamfort med ARMA och ARFIMA-modeller
baserade pa den heteroskedastiska serien. Dessutom fas mindre standard-
fel for prognoserna jimfort med ARMA och ARFIMA, och ungefiir samma
som med GARCH-modeller. Detta kan hérrora sig fran filtreringen och det
utjimnade viktsystem som denna medfor. Efter filtreringen kan vi alltsa
anviinda enkla linjira ARMA-modeller med samma eller i manga fall béttre
prognosfoérméga dn mer komplicerade modeller.

Ett annan naturlig metod att rensa en tidsserie pa heteroskedasticitet an-
vinds av bland andra Zhang (2006) och Engle (2002). De tillimpar en
sk. devolatiliserad serie som fas genom att helt enkelt dividera den het-
eroskedastiska serien med den av en GARCH(1, 1)-modells skattade volatilitet.
I figur 5.5 ses den skattade volatiliteten for Diff. Ln. US GDP, 1947-2005

Figur 5.5: GARCH(1,1)-skattad volatilitet av Diff. Ln. US GDP
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Viser i Figur 5.5 att volatiliteten dr avtagande. Om nu den heteroskedastiska
serien Diff. Ln. US GDP i Figur 5.2 divideras med den skattade volatiliteten
i Figur 5.5 fas den devolatiliserade serien

Figur 5.6: Diff. Ln US GDP, devolatiliserad

Devolatiliserad Diff. Ln US GDP

1950 1960 1970 1980 1990 2000
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Devolatiliseringen verkar rensa serien pé heteroskedasticitet, men tillfor en
svag (icke-signifikant) positiv trend. Denna trend kan extraheras genom att
beriékna 2:a differenserna av serien eller genom att som i Stockhammar och
Oller (2007), subtrahera en glidande medelvirdesserie.

En annan #dnnu oprovad idé dr att anvinda ett modellbaserat filter istéllet
for ovanstaende ad hoc filter. Man kan ténka sig att filtrering sker med
tillimpning av en lamplig volatilitetsmodell (linjér eller icke-linjdr). Ett
problem #r att den estimerade volatiliteten i Figur 5.5 inte &r stationér,
vilket dock ("som vanligt") loses genom skapandet av ett limpligt antal
differenser.

6 Artificiella neurala niatverk

Ett artificiellt neuralt ndtverk (ANN) tar emot en signal, behandlar den,
och avger resultat i form av en ny signal. ANN-modeller &r en slags matem-
atisk modell dér man kan beskriva deras funktion uttémmande genom att
endast ange de matematiska formlerna foér signalbearbetningen. Signalerna
kan vara av helt olika slag, varfor ANN-modeller anviinds inom en lang
rad av olika omraden som monsterigenkinning, genetik, modellering av sig-
naler i hjérnan etc. Dessa berikningsintensiva modeller har pa senare tid
dven flitigt anviints pa tidsseriedata. Den frimsta anledningen till detta &r
den aldrig avtagande utvecklingen av datorkapacitet. Dessutom #r ANN-
modeller villdigt flexibla, skattningen av en ANN-modell till en icke-linjér
tidsserie ger béttre anpassning én en linjir modell, utan att man exakt be-
hover specificera formen av icke-linjiritet. Nagra ofta ndmnda nackdelar
med ANN-modeller ér att skattningarna #r svara att tolka, dveranpassning
samt att den skattade modellen inte ger nagon vigledning om den korrekta
formen av icke-linjéritet.

Ett ANN bestar dels av ett input av ett antal noder (eller neuroner), z;,
eventuellt med forbindelser som var och en har en viss vikt w. Dessa noder
gar sedan via ett antal ”gomda skikt” till output. Styrkan pa forbindelsen
fran den ¢:te noden i input till den j:te noden i det gomda skiktet har
vikten w;j. Dessa gomda lager bestar &ven de av en eller flera noder och
forbinder alltsd pa ett eventuellt icke-linjért sitt input med output. Nétver-
ket klassificeras som antingen framat -eller bakatkopplat (feed-forward eller
”feed-back) beroende pa om det finns aterkopplingar inom samma skikt. I
Figur 6.1 nedan ses ett exempel pa ett artificiellt niitverk.
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Figur 6.1 Exempel pa ett artificiellt neuralt ndtverk

o

ot'e (o)
T2

o

Input Gomt lager Output

Figur 6.1 visar ett nitverk med tre inputs, ett gomt skikt med tva noder
och ett output. Det ér ett framéatkopplat nédtverk eftersom det inte finns
nagra forbindelser inom samma skikt. Ibland anvinds klassificeringen ”3-
2-1 framatkopplat nétverk” for strukturen i Figur 6.1. Inputlagret bestar i
det hiir exemplet av en konstant tillsammans med z;—1 och x;_4, vilket gor
att denna struktur #r naturlig att anviinda pa kvartalsdata. Informationen
ror sig fran input till output via det gomda skiktet, som i Figur 6.1 bestar
av tva sk. aktiveringsfunktioner, Fj(z) och Fy(z). Nétverkets egenskaper
bestimms alltsa i hog grad av vilken aktiveringsfunktion som anvinds. Ak-
tiveringsfunktionen kan vara linjir eller en stegfunktion, men vanligast &r
att den #r nagon sorts sigmoidfunktion (logistisk, hyperbolisk, ...).

I det generella fallet med ett framétkopplat nétverk och ett gomt lager kan
den j:te noden definieras som

Hj = E7 ap; + Zwisz' (6.1)

i—]

dér x; &r vérdet pa den i:te inputnoden, och dér Fj(-) vanligen &r den
logistiska funktionen




ap; kallas av datorvetare och i litteraturen for bias. Statistiker déremot
kallar cg; for dess "rétta” namn - intercept. Summeringen 7 — j innebér
att man summerar 6ver alla inputnoder som leder till j, w;; &r vikterna. Vi
illustrerar detta pa det 3-2-1 framatkopplade nétverket i Figur 6.1, dér den
7:te noden &r

e?0; +wo+wyjT—1+w2; Tr—a

H; = forj=1,2.  (6.2)

1 1 eQ0jtwotwij T —1+w2;jTi—a’

déir wp #r konstanten multiplicerat med sin vikt. For outputlagret, 1,
definieras denna nod som

b= Fy, | aoy, + Y wig Hj (6.3)

J—0t

I manga tillimpningar anvinds samma aktiveringsfunktion for det gomda
skiktet (£5(-)) och output (F3,(-)), men vid prognoser av tidsseriedata kan
det f& katastrofala konsekvenser. T.ex. ger den logistiska funktionen ett tal
mellan 0 och 1, och fungerar allts& bara pa data som &r skalad mellan 0 och
1. Av denna anledning anviéinds ofta en linjér funktion eller en indikator-
funktion for Fy,(-) (dér Fj, = 1 om 2z > 0, annars ér Fy, = 0). Om Fj,(-) ar

linjér giller att
k

:/y\t = aO@t + Zw]gtHj (64)
7=1

dér k dr antalet noder i det gomda skiktet. (6.4) kan alltsa ekvivalent skrivas
som
+ wo + wig, H1 + wog, Ho

Yt = Qog,

Om Fj,(+) dr en indikatorfunktion fas istéllet

1 om Qog, + wo + wlgtHl + wgytHQ >0

<)
I

0 om Qog, + wo + wlgtHl + wgytHQ <0

Om vi kombinerar de tva skiktena, kan output av ett framatkopplat nétverk

o8



skrivas som

U= th (g, + Z wjgtFj Qoj + Zwijxi (6.5)

J—0t i—j

Om man ocksa tillater direkta forbindelser mellan input och output (som i
Figur 6.1) kan nétverket skrivas

@\t = th Qg, + Z O, T; + Z wj@\tEj Qpj + Zwijmi (66)

T =T i

Nétverk som (6.6) dér vissa forbindelser gar direkt fran input till output,
och pa sa sétt "hoppar éver” det gomda skiktet, kallas ”skip-layer” nétverk.
ANN-modeller #r semiparametriska av skdl som syns i ekvation (6.5) och
(6.6). Den funktionella formen &r kéind, men antalet noder och dess inter-
cept dr okint.

Tillimpning av neurala ndtverk sker i regel i tva steg, dir man i det forsta
steget "trénar” nitverket. Med detta menas att forsoka bestimma an-
talet noder och skatta intercept och vikt. I steg 2 utfors inferens, speciellt
prognoser. I trianingsfasen delas data in i tva icke-overlappande delar, dér
den forsta delen anviinds till att skatta parametrarna for ett givet nétverk.
Dérefter anviinds den andra delen av data for prognoser och beriknandet av
prognosformaga. Efter att ha genomfort dessa tva steg pa ett antal nétverk
viljs sedan det nitverk som producerar bést prognoser enligt ett pa férhand
valt kriterium. Olika algoritmer har foreslagits for att skatta ANN-modeller,
men pa grund av de manga parametrarna ir det vanligt att det tar flera tusen
iterationer innan konvergens. Se t.ex. pa det relativt enkla nétverket i Figur
6.1 ddr vi har nio forbindelser, och ddrfér nio vikter att skatta. Det stora
antalet parametrar gor att det foreligger risk att ”overtrina” data och fe-
laktigt erhalla en god anpassning inom stickprovet, men inte nodvindigtvis
till béttre prognoser. Detta motiverar férstas anviindandet av AIC eller BIC
dér vi bestraffar tilligget av extra parametrar.

Det &r faktiskt svart att gora en rittvis jimforelse mellan ANN-modeller
och andra tidsseriemodeller vad giller prognosformaga. Detta eftersom sta-
tistiker i regel inte har speciellt god kunskap om ANN-modeller, medan da-
torvetare & andra sidan har liten kunskap om statistiska alternativ. Weigend
och Gershenfeld (1994) gjorde en empirisk studie dér sex serier analyserades
med stor méngd olika modeller (inkl. ANN-modeller). Serierna var alla
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vildigt langa (drygt 30 000 obs.) och dtminstone fem av dem var klart icke-
linjéira. Det intressanta resultatet av denna studie var att ANN-modellerna
fungerade vildigt bra for vissa serier, men for andra serier visade sig ANN-
prognoserna vara bland de sémsta. Andra studier pa tidsserier av varierande
ldingd tyder pa att ANN-modeller fungerar (relativt andra tidsseriemodeller)
sdmre pa korta serier av linjiar karaktédr, och béttre pa langa icke-linjéra
tidsserier.

7 Sammanfattning

I det hir kompendiet har vi sett pa ett antal icke-linjéira modeller &mnade
att beskriva friamst finansiella tidsserier. Anledningarna till varfor dessa
tidsserier ofta maste modelleras med icke-linjéira modeller ér flera. I kapitel
1 sdg vi t.ex. att finansiella tidsserier ofta &r heteroskedastiska samt att
stora foréndringar, och speciellt stora negativa fordndringar, dr vanligare dn
forvintat (under antagande om normalférdelning). Som tidigare ndmnts &r
forskningen inom icke-linjéira tidsseriemodeller exponentiellt skande (ocksa
det en icke-linjér funktion), vilket innebér att det finns en oerhérd mingd
artiklar och annan litteratur skrivna pa omradet. Modellerna i kapitel 3-6
i denna skrift dr darfor bara ett urval av de mest anvinda och beprovade
modellerna.

I kapitel 3 sag vi pa nagra icke-linjira utvecklingar av ARMA-processer, dér
den bilinjéra modellen har den tilltalande egenskapen att positiva chocker ér
mer persistenta #n negativa chocker. En simuleringsstudie visade dessutom
att den bilinjéra modellen har negativ skevhet och toppighet stérre én tre,
vilket ocksa overenstimmer med manga finansiella tidsserier.

I kapitel 4 studerade vi olika regimskiftesmodeller for tidsserier som ér icke-
linjéra i medelvirde. I TAR och SETAR-modellerna sker évergéngen i ett
steg, eftersom man anvinder indikatorfunktionen som &vergangsfunktion.
Ett intuitivt mer tilltalande alternativ ér att overgéngen fran en regim till
en annan sker mjukt, t.ex. med en logistisk eller en exponentiell funktion,
vilket dr fallet i LSTAR och ESTAR-modellerna. Ytterligare ett alterna-
tiv dr att lata regimerna bestdmmas av en icke-observerbar Markovprocess.
I dessa MSW-modeller beror persistensen bade pa de autoregressiva para-
metrarna och pa overgangssannolikheterna i dvergangsmatrisen. Kapitlet
avslutades med hur dessa regimskiftesmodeller testas, estimeras, diagnos-
ticeras och prognosticeras.

I kapitel 5 drogs en skiljelinje mellan linjéra -och icke-linjéra volatilitetsmod-
eller. Skillnaden mellan dessa bada typer av modeller #r att de linjéra
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volatilitetsmodellerna, till skillnad fran de icke-linjéira, inte har forméaga att
skilja pa positiva och negativa chocker. De icke-linjéra volatilitetsmodellerna
dr av denna anledning mer tilltalande eftersom de har férméga att beskriva
de ofta forekommande asymmetrierna i finansiella tidsserier (t.ex. att stora
negativa chocker #r vanligare #n stora positiva). Aven detta kapitel avslu-
tades med hur dessa modeller testas, estimeras, diagnosticeras och prognos-
ticeras.

Denna skrift avslutades med kapitel 6 dir de i hogsta grad forskningsak-
tuella ANN-modellerna redovisades. Den stora férdelen med dessa modeller
ar att vi inte behover specificera formen av icke-linjéritet, vilket samtidigt
ar en nackdel eftersom parameterskattningarna blir svara att tolka. I simu-
leringstudier verkar dessa flexibla modeller ha bra prognosforméga (gente-
mot andra modeller) pa langa icke-linjéra tidsserier. Déremot verkar ANN-
modeller fungera daligt pa korta linjéira tidsserier.

I ovanstaende urval har vissa intressanta modeller ofrankomligen sorterats
bort och inte omnémnts. T.ex. har inget ndimnts om de manga modeller som
tar sisongkomponenten i beaktande. Det finns en stor méngd litteratur som
dokumenterar veckodags-, manads- och/eller kvartalseffekter. Dessa mod-
eller skiljer sig dock inte mycket fran de modeller som redovisats i denna
skrift, och de torde vara enkla att forstd och applicera med kiéinnedom av
det material som ovan presenterats. Dessutom har inget ndmnts om data
som insamlats med en frekvens hogre én en dag. Det finns modeller, t.ex.
de sk. realiserade volatilitesmodellerna (RV), som bygger pa intradagsdata,
dér man i teorin kan fa béttre parameterskattningar genom att utnyttja den
extra information som intradagsdata medfor. Diremot behandlas filtrering
av heteroskedasticitet.

Det finns fortfarande stor otrampad terréing péa detta intressanta omrade, sé
inget tyder pa att forskningen kommer att avta den nirmaste tiden. Bland
annat #dr teorin bakom multivariata icke-linjéra modeller relativt outforskad,
dessutom tror man att anvindningen av hogfrekvent data kommer 6ka med
den forbittrade datorkapaciteten. Min forhoppning och tro &r att denna text
ger en solid grund att sta pé infor dessa manga férvintade innovationer.
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