Stickprovsmedelvardets fordelning

Exempel: Vi har en stor population med foljande san-
nolikhetsfordelning
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Fran denna population viljer man helt slumpmassigt Samplingfordelningen (sannolikhetsfordelningen for X)

och utan 3terlaggning n = 2 element och beraknar blir da

Z. Observationerna kan ses som oberoende da popu-

lationen ar stor. z | 1 4 7 10 13
()5 § 5 5 3
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Sannolikheten f6r samtliga utfall &r 1/3-1/3 = 1/9.




Vi drar ett slumpmassigt urval av storlek n fran en
population, dar X1, X»,..., X, ar observationer fran
slumpvariabeln X. Om X har medelvardet p och vari-
ansen 02, giller for de enskilda observationerna (innan

de observerats) att

E(X1) = E(Xp)=...=E(Xn)=un
V(X1) = V(X2)=..=V(Xp) =0c2

> X = X1+ Xp+ ...+ Xp och
X
—.

Vi har da att

E(}YX) = B(X1+Xp+ ..+ Xp)
= E(X1)+E(X2)+...+ E(Xn)

= np och
E(X) = E?%):%E(ZX):TL—::;L

Dessutom har vi att

V(Y X) = V(X1+ X2+ ... + Xp)

= V(X1)+V(X2)+ ..+ V(Xn)
2

= no“ och ) )
- X 1
Y5 - v () Ao -5 -2

Egenskaper for stickprovsmedelvirdet (X):
e X ir en slumpvariabel

e vintevirdet for X sammanfaller med population-
smedelvirdet, dvs E ()_() =E(X)=u

e variansen fér X 3r omvint proportionell mot stick-
provets storlek, dvs V ()Z') =V (X)/n=0%/n

For ett stickprov omfattande n observationer X1, Xo, ..., Xp,
pa en normalférdelad variabel med medelvardet u och
standardavvikelsen o géller (enligt satsen om linjira
kombinationer) att summan

NX=X1+Xo+...4+ Xn
ar normalfordelad med
E(ZX) = nu
V(Y X) = no?

och medelvirdet X ir normalfdrdelat med

E(X) —
vV (X) =




Dessutom ar de standardiserade variablerna
X —np
sqrt (no)

X —p

~ N(0;1)

~ N(0;1)

I
sqrt(n)

Centrala griansvardessatsen (CGS)

Summan av n oberoende slumpvariabler med
samma fordelning ar ungefar normalférdelade
om n 3r tillrdckligt stort. (Tumregel n > 30).

Dvs

ZX ~ approx N (n,u; n02)

0.2
X ~ approx N (u; —) .
n

Dessutom ar de standardiserade variablerna
XX —np

sqrt (no)

X—p

o
sqrt(n)

~ approz N (0;1)

~ approz N (0;1).

Exempel:

| en stor population ar medelvardet 1 = 65 och stan-
dardavvikelsen ¢ = 8. Man valjer helt slumpmassigt
ut 100 element. Vad ar sannolikheten att man far ett
stickprovsmedelvarde som understiger 647

Fordelningen for X ar okand, men stickprovet ar stort
(n = 100). Allts3 X ~ approx N(65;%) enligt
CGS.
_ 64 — 64 — 65
Pr(X <64) = ¢< _ “):q:( . )
sqrt(n) 10
= ®(-1.25)
1— & (1.25) = 1 — 0.8944 = 0.1056

Binomialférdelningen kan approximeras med normalférdelnin
om npq > 5. Dvs om
X ~ Bin(n;p)
ar
X ~ approx N (u;o0)
darpu = np
och o = sqrt(npq)

Utan halvkorrektion (kontinuitetskorrektion)

Pr(agxgb)zpr<ﬂ Z<b_7"p>

sqrt(npq) — T sqrt(npq)

Med halvkorrektion

<Z<

— 05— b 5 —
Pr(aSX§b)zPr<—a 0.5 = np b+05-mp "p>
sqrt (npq) sqrt (npq)




Exempel:
Variabeln X 3r Bin (44;0.45). Berdkna Pr (X < 26).

Vi har att
npq = 44 -0.45-0.55 = 10.89 > 5
Alltsd kan vi approximera med normalford.

E(X) = p=np=44-0.45=19.8
V(X) = 02 =npg=44-0.45-0.55 = 10.89,

dvs X ~ approx N (19.8;10.89)

1. Utan halvkorrektion

26 — 19.8
Pr( X <26) = &|————— | =$(1.88)
sqrt (10.89)
= 0.9699
2. Med halvkorrektion
26 +0.5—19.8

Pr(X <26) = ¢< i (1039) ) = ¢ (2.03)

= 0.9788

Exakt (utan approximation)

Pr(X < 26) = 0.9786

Proportionen

Vi har 0 — 1 kodade variabler. T ex

kvinna =1 | man =0
ja=1 nej =0
pos =1 neg = 0

Lat X ~ Bernoulli (p). X antar vardet 1 vid lyckat
forsok och 0 vid misslyckat forsok. | en population ar
_ T
P=Ep=
proportionen (andelen) ettor i populationen. Vari-

ansen for X blir

2 _ _Z(w—u)2_2w2_ 2
of = VX)==Fr =,
Sz

2 2
= == _pP=p—p’=p(l-p) =
N P =p-p p(1—p)=rpgq

Lat den stokastiska variabeln Y = X vara antal
lyckade forsdk (antal ettor) vid ett experiment. D3
arY ~ Bin(n;p) (om férutsittningarna for binomi-
alférdelningen ar uppfyllda) och

E(Y) = np
V(YY) = npg

Den stokastiska variabeln " proportionen ettor i stick-
provet” som ges av

pog_2X_
n
far d3 vantevarde och varians
A X Y 1
E(P) = E <Z—> = E(—) =ZE(Y)
n n n
np
"o X Y
N 1
V(P) = Vv (Z—> —v (-) — SV (Y)
n n n
npg _ pq
> = —

3=

)

n n

Om npq > 5 ar P approximativt N (p; %).




Exempel:

| ett adressregister 3r 10 % av adresserna felaktiga.
Man gor ett slumpmassigt urval (OSU) av 100 adresser.
Vad ar sannolikheten att hogst 16 % av de utvalda
adresserna ar felaktiga?

P = Andelen felaktiga adresser i stickprovet

p=0.1

D3 npg = 100-0.1-0.9 = 9 > 5, 3r P ~ approx

N (p;22)
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