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Simultan sannolikhetsfordelning

Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om

p(z,y) p(z)p(y) (diskreta s.v.)
f(z,y) = f(=)f(y) (kontinuerliga s.v.)

for allaz ochy, dirp(z,y) =Pr(X =z och Y =y)
ar den simultana sannolikhetsférdelningen for « och
Y.

Omvant galler:

Om tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende
ar

p(z)p(v)
f(x) f(v).

p(z,y)
f(z,v)

Tva stokastiska variabler X och Y ar okorrelerade
om kovariansen mellan X och Y ar lika med noll.

Kovariansen berdknas som

Cov(X,Y) = E(X — ;) (Y — py)
E(XY)—-E(X)E(Y) dar
E(XY) = Zmyp(w,y) .

Omvant galler:

Om tva stokastiska variabler X och Y ar okorreler-
ade ir Cov(X,Y) =0.

Oberoende stokastiska variabler ar okorrelerade men
okorrelerade stokastiska variabler behover inte vara
oberoende.

| en population med familjer har X = Antal pojkar
och Y = Antal flickor foljande simultana fordelning:

p(z,y)
z\y |0 1 p(z)
0 0.25 0 0.25
1 0 0.50 | 0.50
2 0.25 0 0.25
p(y) | 0.50 0.50 | 1




Produkten zy ges av

ry
z\y |0 |1
0 0 |0
1 0 |1
2 0 |2

och sannolikhetsférdelningen for xy ges av

zy | p(zy)
0 |0.50

1 |0.50
2 |o

OBS! p(zy) = Pr(XY = zy)

men p(z,y) =Pr(X =z och Y =y).

Ardesv. X och Y

1. okorrelerade?

2. oberoende?

Lésning 1)
E(XY)
E(X)

E(Y)
Cov(X,Y)

> zyp (z,y)

~ 0-0504+1-050+2-0=0.5
0-025+1-050+2-0.25=1
0-0.50+1-0.50 =05
E(XY)— E(X)E(Y)

= 05-1-05=0

dvs de stokastiska variablerna X och Y ar okorrel-

erade.

Lésning 2).

p(0,0) = Pr(X=0o0chY =0)
= 0.25 men

0.25-0.50

= 0.125 #0.25

Pr(X =0)Pr(Y =0)

dvs de stokastiska variablerna X och Y ar inte oberoende.

Linjara kombinationer av stokastiska vari-

abler

For alla stokastiska variabler X och Y galler att

E(X+Y)
E(X-Y)

samt

V(X +Y)

= B(X)+ B(Y) =ty + py och
= B(X)-B(Y) =ty — py

= E(X+Y)? - [E(X+Y)]?

= E(X+Y)?—[E(X)+E ()]
= E(X?) +2B(XY)+E(Y?)
—[E(X)P-2E(X)E(Y) - [E(Y)]
E(X?) - [E(X)P+E(Y?) - [E(Y)]

+2[E(XY) - E(X)E(Y)]

= V(X)+ V(Y) +2Cou(X,Y).




Exempel 4 och 5. Kérner (sid 103)

Den simultana sannolikhetsférdelningen p (z,y) for
desv. X ochY.

y\z |0 1 2 p(y)
1 0.08 0.12 0.300.50
2 0.12 0.18 0.20 | 0.50
p(z) [020 0.30 0.50 | 1.00

P3a liknande sitt kan man visa att

VX-Y)=V(X)+V(Y)—2Cov(X,Y).
Bilda den nya variabeln S = X+Y. Vad ar vantevarde

Om X och Y &r oberoende giller att och varians for 57

V(X4+Y) = V(X)+V(Y) och s | 1 2 3 4
V(X-Y) = V(X)+ V(Y). p(s)|0.08 024 048 0.20

Vantevardet och variansen blir

E(S) = ) sp(s)=28
alla s

E(s2) = Y s%p(s) =856
alla s

V(S) = 856—2.82=0.72

Alternativ l6sning: Berdkna vantevarde och varians . . .
& For summan av n stokastiska variabler X7 + X5 +

pa vanligt satt. De blir ot X, giller
E(X1+Xo+4 ...+ Xpn) = E(X1)+E (X2)+...4+E (Xn)
E(X)=13 V(X)=061 E(Y)=15 V(Y)=0.2 Om variablerna ar parvis oberoende galler dessutom

Vv (Xl + Xo+ ...+ Xn) =V (X1)+V (X2)++V (Xn)

E(XY) = > ayp(x,y)=0-1-0.08+1-1-0.12 Om X3 och X, 3r oberoende och normalférdelade
42-1-03040-2-0.1241-2-0.18 variabler, X1 ~ N (p1;02) och Xp ~ N (pp;03),
+2-2-0.20 galler att

= 188 E(X1+X2) = E(X1)+ E(X2) = py + p2
Kovariansen blir V(X1+X2) = V(X1)+V(X2) = U% + ‘7%-

Cov(X,Y)=188-13-15=-0.77
Det vill saga linjarkombinationerna

E(S) = E(X+Y)=E(X)+E(Y)=13+15
V(S) = V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Co(X,Y)
= 0.61+0.25+2-(—0.07) = 0.72.

(X1+X2) ~ N(ﬂ1+ﬂ2;0%+03) och
(X1—X2) ~ N(M—Nz;U%JFU%)-




Exempel:

X1 och X5 ar oberoende stokastiska variabler som
har foljande fordelningar: X7 ~ N(10;32> och
X, ~ N (9;42). Vad &r sannolikheten att X; >
X5?

Pr(X1 > X5) =Pr((X1 — X2) > 0)
Lit Y = X7 — Xp, ¥V ~ N(10—9;32+42) =
N (1;52)

Y -1 0—-1
Pr(X1> X5) — Pr(Y>0):Pr( - >T>

1
_ P (Z > _g> = ¢ (0.2) = 0.5793




