Slumpvariabel (Stokastisk varia bel)

En stokastisk variabel dr en variabel som antar olika
numeriska varden bestimda av slumpen.

Exempel: Diskret stokastisk variabel

e Antal flickor i en slumpmassigt vald trebarnsfamilj

e Antal telefonsamtal till en vaxel under en slumpmassigt

vald minut

e Summan av antal prickar vid kast med tva tarningar

Exempel: Kontinuerlig stokastisk variabel

e Vikten p3 ett slumpmassigt valt nyfott barn

e Livslangden pa en slumpmassigt vald glodlampa

Diskret stokastisk variabel

X = Variabeln

x = Numeriska vardet

Pr(X = z) = p(x) betecknar sannolikheten att
variabeln X antar vardet .
p (x) kallas slumpvariabelns sannolikhetsférdelning

eller sannolikhetsfunktion.

Pr(X < z) = F (x) betecknar sannolikheten att
variabeln X ar mindre eller lika med vardet zx.
F (x) kallas slumpvariabelns férdelningsfunktion.

For sannolikheterna p (x) géller foljande tva villkor

L p(z) >0

2. Yallg 2P (x) =1

Exempel:

X = Antalet rum i en slumpmassigt vald lagenhet?

X har foljande sannolikhetsfunktion och fordelningsfunktion

z|Pr(X=2)| F(z)=Pr(X <uz) zc|2x+3
1] 0.020 0.020 1 |5
210.230 0.020+0.230=0.250 |4 |7

31 0.300 0.250+0.300 =0.550 |9 |9

4 | 0.345 0.550+0.345=0.895 | 16 | 11

5| 0.100 0.895 +0.100 = 0.995 | 25 | 13

6 | 0.005 0.995 + 0.005 =1.000 | 36 | 15

Pr(X <2)
Pr(X > 2)

Alter. Pr(X > 2)

+0.005
Pr(2< X < 4)

Alter. Pr(2 < X <4)

F(2) =0.25
1-Pr(X <2)
1-F(2)=0.75

= pB)+pr(4)

+p(5) +p(6)
0.340.345+0.1

0.75

Pr(X <4)—-Pr(X <2)
Pr(X <4)—Pr(X<1)
F(4)-F(1)

0.895 — 0.02 = 0.875
p(2)+pr(3)+p(4)

0.23 4+ 0.3+ 0.345 = 0.875




Vantevarde

Viantevardet (eller férvantade vardet) for
variabeln X definieras

E(X) =1 =2 glla xa:p(m)
= z1p (z1) + z2p (22) + ... + Znp (zn)

Vantevardet i exemplet ovan blir:

E(X) = p= ) zp(z)
alla x

= z1p(21) + 22p (%2) + ... + 6P (26)
1-002+2-0.23+...+6-0.005 = 3.29

Vantevarde for en funktion av en s.v. X

Eh(z)] = » h(z)p(x)=h(z1)p(z1)

alla ©

+h(z2) p(22) + ... + h(zn) p(2n)

Forts. exemplet: h(z) = z2

E[h(z)] = E(a%) = Y o%p(a)

alla
= afp(z1) +3p (22) + ... + 25D (w6)
= 12.0.02+2%2:0.23 + ... + 62 - 0.005
= 1-0.02+4-0.23+... +36-0.005
11.84

Om h(z) =23 blir E[h(z)] = E éwg’; =Y 4ila » ©3p ()

Om h(z) =28 blir E[h(z)] = E (28) = Y410 » 2%p ()

Forts. exemplet: h(z) =2z + 3

E[h(z)] = EQX+3)= > (2z+3)p(x)
alla x

= (271 +3)p(x1) + (222 + 3) p(z2)
+...+ (226 + 3) p (xp)

= 2x1p(21) + 2z2p (22) + ... + 2z6p (76)
+3p (z1) + 3p(z2) + ... + 3p(z6)

= 2[z1p(z1) + z2p (22) + ... + z6p (76)]
+3[p(z1) +p(22) + ... +p(26)]

=2 ap(x)+3 > p(a)

alla © alla ©

= 2FE(X)+3=2-329+3=0958

Vantevirdet for en linjar funktion aX + b av en s.v.
X

E(aX +b)=aE(X)+bdar a och b ar konstanter.

Varians och standardavvikelse

Variansen for en slumpvariabel X definieras som
vantevardet fér funktionen (X — ,u)2, dvs

V(X)= o2 = E(X - /1')2 = Yalla = (T — N)zp(m)
= (21— ) p (1) + (w2 — 1) p (22)

+oooo + (0 — 1)?p (2n)

Forts. exemplet:

V(X) = E(X-p= Y (z-u)’p()

alla x
= (e1—)?p(21) + (22 — 1)° p(22)
+... + (w6 — 1) p (we)
= (1-3.29)2.0.02+ (2 —3.29)%.0.23
+... + (6 — 3.29)2 - 0.005
= 1.016




Alternativt

V(X) = B(X—p)?=E(X>-2Xp+4?)
= E(X?) —2uB (X)+p?
E(X?) - 2B(X) E(X) + [E(X)]?
= B(X?) —2[B(X)P+[E(X)]?
E(X?) - [B(X)]? = 11.84 — 3.29* = 1.016

Standardavvikelsen (den genomsnittliga avvikelsen fran
vantevardet) ges av

SD(X) =0 = sqrt(V (X))

Forts. exemplet:

o = sqrt (V (X)) = sqrt (1.016) = 1.008

Forts. exemplet: h(z) =2z + 3

Sen tidigare har vi att E[h(z)] =2E(X)+3

E[h(z) — E[h(2)]]?

= E[(2X +3) — (2E(X) + 3)]?
= E[2X +3—2E(X)— 3]

= E[2X —2E(X)]?

= 2°E[X — E(X)]? =2’V (X)
= 4.1.016 = 4.06

V[h ()]

Variansen for en linjar funktion aX + b av en s.v. X

V (aX +b) = a®V (X) dir a och b &r konstanter.

Tvapunktsfordelad (Bernoulliférdelad) slump-
variabel

Slumpvariabeln kan anta tva varden, t. ex. klave eller
krona, med sannolikhetsfordelning

T 0 1
p(z) 1—-p=q p

Viantevardet for denna 0 — 1 variabel blir

E(X)=) ap(z)=0(1-p)+1p=p

E(X?) =Y a%(x) =

0’(1-p)+1%p=p

Variansen blir da

V(X)=EB(X?) - [BE(X)P=p-p*=p(1-p)




