OSAKERHET

Sannolikhetslara:

e Om det i ett omrade finns 32 % med universitet-
sexamen, vad ar sannolikheten att ett stickprov
kommer att innehdlla 31-33 % med universitet-
sexamen?

e Om medelidldern i en population ar 47 &r, vad
ar sannolikheten att medeldldern i ett stickprov
ligger i intervallet 46-48.5 ar?

e Vad ar sannolikheten for udda varde vid kast med
en symmetrisk tarning?

Statistisk slutledning (statistisk inferens):

Med utgangspunkt fran ett stickprov

e Vad ar sannolikheten att det i ett i ett omrade
finns 31-33 % med universitetsexamen?

e Vad ar sannolikheten att medeldldern i en popu-
lation ar 46-48.5 ar?

e Vad ar sannolikheten att tarningen ar symmetrisk?

GRUNDLAGGANDE SANNOLIKHETSLARA

Sannolikhet = Kvantitativt matt pa osakerhet

e Objektiv sannolikhet

e Subjektiv sannolikhet

Slumpmassigt forsck Utfallsrum S
Kast med tarning {1,2,3,4,5,6}
Befruktning av aggcell {pojke, flicka}
Kop av penninglott {vinst, ej vinst}
Slumpm. val av tvdbarnsfam {PP,PF,FP,FF}

o Resultatet av ett slumpmassigt forsok kallas ett
utfall (outcome).

e Mangden av mojliga utfall kallas utfallsrummet
(sample space) och betecknas under denna kurs
med S.

e En samling utfall kallas en hindelse (event).

e Haindelser betecknas med stora bokstaver, A,B, C,

o Komplementet till en hindelse betecknas med A.

e Komplementet till S ar den tomma mingden () =
{} (innehaller inga element).




Tarningsexempel 1: Ett kast med en symmetrisk tarning

Utfallsrummet

S ={1,2,3,4,5,6
{ ; de Morgans regler

Hindelserna A och B AUB ANB
A = {2,3,4,5) ANB AUB
B = {5,6}

Generalisering till ett godtyckligt antal mangder.

Snittet Unionen: AUuBUC

AN B={4,5} Snittet: ANnBNC.

Unionen

AUB ={2,3,4,5,6}

Komplementmangden

{1,6}
{1,2,3,4}

S

| ett slumpforsok med utfallsrummet S motsvaras varje
utfall av en sannolikhet. Sannolikheten att en handelse
A skall intraffa betecknas med Pr(A) och uppfyller

Fortsattning tarningsexempel 1:

villkoren Utfall tarningskast | Sannolikheter
1 1/6
2 1/6
LLoO<SPr(4)<1 3 1/6
4 1/6
5 1/6
2. Pr(S)=1 6 1/6
g(A 4 2
3. Pr(A) =1-Pr(4) Pr(4) = %2525
Pr(B) = _gng) 2.1
6 3
4. Pr(0)=1—-Pr(S)=0 Pr(ANB) = g(AnB) 1
B N 6
Om alla utfall tilldelas samma sannolikhet 1/N, &r Pr(AUB) = 9(AUB) — 5
sannolikheten for hindelsen A i N 6 5
Pr(A):N-FN-F..."FN:T, _ 1 2
N __ Pr(B) = 1 Pr(B)=1-+-2
dar N ar antal mdjliga fall och g (A) ar antalet utfall 3 3

som ar gynnsamma for A.




VAD AR EN SANNOLIKHET

1) Sannolikhet definierat som relativa frekvenser

(objektiva sannolikheter)

Den frekventistiska definitionen forutsatter

e ett oandligt antal upprepbara identiska experi-
ment (t ex kast med en symmetrisk tdrning)

e att det vid varje experiment finns ett andligt antal
utfall

Tolkning: Sannolikheten for en handelse ar den rela-
tiva frekvensen (andelen experiment som resulterar i
handelsen) vid ett odndligt antal upprepade identiska
experiment.

2) Subjektiv sannolikhetsdefinition

Sannolikheter r personliga och mater grad av 6vertygelse

" degree of belief”.

Vi slipper begransa oss till handelser dar sannolikheten
kan faststillas med upprepade identiska experiment.

Exempel

e Sannolikheten for regn imorgon

e Sannolikheten att Djurgarden vinner allsvenskan

iar

e Sannolikheten att George W. Bush atervaljs till
president pa onsdag.

KOMBINATORIK

Exempel 6 (Korner sid 24):

Vi har tre forratter, tva huvudratter och fyra efterratter.

P& hur manga satt kan en maltid komponeras?

ny-np-n3=3-2-4=24

Multiplikationsprincipen

Man skall i ordning utféra k operationer.
Antalet mojligheter vid de

olika operationerna ar ni, ny, ..., ng.

Da ar totala antalet satt att

utfora de olika operationerna
nyg-n2-...-Ng

Exempel 8 (Korner sid 26):

Lampa 1 2 3 4 5

slackt gron gron slackt rod

Hur manga personer kan sokas med denna anlaggning?

3.3.3.3.3-1=3>-1=242




Permutationer

n olika element kan permuteras pa
nn—1)(n—2)-...-3-2.1=n! (n-fakultet)
olika satt.

5/ =5.4.3.2-1=120

ol=1

Exempel 10 (Kérner sid 26):

P& hur manga satt kan man rangordna personerna
Andersson, Bergman och Cesar?

Ordnade delméangder
|
N-(N—l)-...-(N—n+1):(NL_'nﬁ

Exempel 11 (Kdrner sid 28):

Bland fyra personer skall tva valjas ut och rangordnas.
P& hur manga satt kan detta ske?

N=4n=2

Icke — ordnade delmangder

nl(NLln)' = (]7\;) (uttalas " N Sver n'")

eller binomialkoefficienten.

Exempel 12 (Korner sid 29):

Bland fyra personer skall tva véljas ut (Obs! ingen
rangordning). P3 hur manga satt kan detta ske?

N=4,n=2

Med aterl. Utan aterl.
Med hans t ordn | N (N]X!n)!
Utan hans t ordn (N+:_1) <17\17>

Tarningsexempel 2: Tva kast med en symmetrisk sex-
sidig tarning.

A = Hogst tva prickar i forsta kastet

B = Minst sju prickar sammanlagt

1 23 4 5 6
12 3 45 6 7
2/3 45 6 7 8
3/4 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
5({6 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12




A) 12 1
Pr(4) = g) _12_1_,3
N 36 3
B) 21 7
Pr(B) = 9(B) _2L_ 7 _ g
3N (361
Pr(ANB) = —=_—-=0.08
57
Pr(AUB) = — =—-=0.83
36 6 L
Pr(AnB) = Pr(A) —Pr(AnB) =2
_ 4 1. 1
12 12 4 .
i 7
Pr(AnB) = Pr(B)-Pr(AnB) =~
6 1
T 12 2
Pr(AnB) = Pr(AUB)=1-Pr(AUB)
_ .21
6 6

ADDITIONSSATSEN

Sannolikheten att minst en av handelserna A och B
intraffar ar

Pr(AUuB) =Pr(A)+Pr(B)—Pr(AnB)

Pr (A N B) = Den simultana sannolikheten for hindelserna

A och B.

| tdrningsexemplet berdknas Pr (A U B) med hjilp av
additionssatsen
12 21 3

5

For disjunkta (6msesidigt uteslutande) handelser giller
att Pr(AN B) =0,

dvs Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B).

BETINGAD SANNOLIKHET

Exempel 7 (Korner sid 48):

Pojke Flicka Summa
Bla 6gon 340 340 680
Ej bla 6gon 172 148 320
Summa 512 488 1000

Vad ar sannolikheten att barnet
a) har bld dgon

b) ar en pojke

c) har bld 6gon och ir en pojke

d) har bld 8gon om vi vet att barnet dr en pojke

Lat A = handelsen "bld 6gon” och B = handelsen

ok’
680
Pria) = 229 _ 680
1009
Pr(B) = —2 _ 0512
1000
4
Pr(ANB) = —2 _ (340
1000
4
Pr(A|B) = 2 _ 66
512

De betingade sannolikheterna ges av

Pr(A|B) = 7135?(;)3), P(B)>0
Pr(B|A) %, P(A)>0




Fortsattning tarningsexempel 2: Berdkna Pr(A|B)

Pr (Hogst tva prickar i kast 1 |Minst sju prickar samm:
Pr (Hogst tva prickar i kast 1 N Minst sju prickar samt

Pr (Minst sju prickar ssmmanlagt)

3 1
= = =2-=014
21 7

Multiplikationssatsen:

Pr(ANB) = Pr(
Pr(ANnB) = Pr(B)Pr(A|B)

=
Y
®
2

SATSEN OM TOTAL SANNOLIKHET
Pr(A)=Pr(ANB)+Pr(ANB)

Fortsattning exempel 7 (Kdrner sid 48):

A =bla 6gon
B =pojke
_. 340 340
Pr(A) = Pr(ANB)+Pr(AnB) = 4 >
r(4) 6;(0 ) +Pr ( ) 1000 1000
= 2% _ 5680
1000

STS (generellt):
n
Pr(A)=> Pr(AnB)
i=1

Handelserna By, Bs... By, skall vara disjunkta och till-
sammans fylla upp hela utfallsrummet.

BAYES SATS:

Enligt satsen om total sannolikhet ar
Pr(A)=Pr(AnB)+Pr(AnB) (1).

Enligt definitionen for betingad sannolikhet ar

Pr(B|A)—%, P(A)>0 (2)
och
Pr(A|B) = %, P(B)>0
dvs P(ANB) = Pr(A|B)P(B) (3)
och
_ P(AN _
Pr(A|B) = 1(3(B>) P(B)>0
dvs P(ANB) = Pr(A|B)P(B) (4)

Satt in (3) och (4) i (1). Dvs
Pr(A) =Pr(A|B)P(B)+Pr(A|B)P(B) (5).

Satt in (5) i (2). Dvs
Pr(AN B)
Pr(ANB)+Pr(AnB)
Pr(B)Pr(A|B)
Pr(B)Pr(A|B)+Pr(B)Pr(A|B)

Pr(B|A) =

Bayes sats (generellt):

PF(A N Bl)
Z?ﬂ Pr(AnN B;)
Pr(B1)Pr(A|[B1)
> Pr(B;)Pr(A|B;)

Pr(B; |A) =




Exempel:

En person har tva paket spik dar relativa frekvensen
defekta ar 0.01 resp 0.07. Hon valjer forst slumpmassigt
ett paket. Sannolikheten att hon valjer paket 1 ar 0.6
och sannolikheten att hon valjer paket 2 ar 0.4. Ur
det valda paketet valjer hon darefter slumpmassigt en
spik.

a) Vad &r sannolikheten att spiken ar defekt?

b) Den valda spiken var defekt! Vad 3r sannolikheten
att den kommer fran paket 1 resp. paket 27

A = Defekt spik; B; = Paket 1; B> = Paket 2

a) Enligt satsen om total sannolikhet 3r

Pr(A) = Pr(ANB;)+Pr(AN By)
= Pr(B]_) Pr(A|B1)+Pr(Bz) Pr(A|B2)

= 0.6-0.0140.4-0.07 = 0.006 + 0.028 = 0.034

b)
Pr(AN By
Pr(B1|A) — ﬁ
_ Pr(B1)Pr(A[B1)
~ Pr(Bi1)Pr(A|By)Pr(By)Pr(A|B)
= 2000 _ 4 1765
0.034
Pr(ANB 02
Pr(Byla) = TrANBy) 0028 o

Pr(A)  0.034
Pr (B;) = Apriorisannolikheten for B;,i =1, 2.

Pr (B;|A) = Aposteriorisannolikheten for B;, i = 1, 2.

OBEROENDE HANDELSER

Tva handelser A och B ar oberoende om och endast
om
1) Pr(A|B) = Pr(4), Pr(B)>0
2) Pr(B|A) = Pr(B), Pr(A)>0
3) Pr(ANnB) = Pr(A)Pr(B)

Exempel: Ett symmetriskt mynt singlas tva ganger.

S = {GK,GG,KG,KK}
= Gubbe i forsta kastet

QW

Gubbe i bada kast

a) Ar A och B oberoende?

b) Ar A och C oberoende?

= De tva kasten ger samma resultat (GG eller KK)

Pr(A) =0.5,Pr(B) =0.5,Pr(C) =0.25,Pr(A|B) =
0.5,Pr(C|A)=05

Losning a)

Pr(AnB) = Pr(A|B)Pr(B)=0.5-05=0.25
Pr(A)Pr(B) = 05:05=0.25=Pr(AnNB)

Handelserna A och B ar oberoende.

L3sning b)

Pr(ANC) = Pr(C|A)Pr(A)=0.5-05=0.25
Pr(A)Pr(C) = 0.5-0.25=0.125 # Pr(ANC)

Handelserna A och C &r inte oberoende.




Urval med och utan aterlaggning
Exempel:

En urna innehédller tvd grona kulor och en vit kula.
Tva kulor dras med respektive utan aterlaggning.

a) med aterlaggning

b) utan aterlaggning
a) Pr(tva grona kulor) =
b) Pr(tva grdna kulor

)
)

En annan urna innehaller 200000 gréna kulor och 100000
vita kulor. Tva kulor dras utan aterlaggning.

22 4
a) Pr (tva gréna kulor) = 3379

e Urval med &terlaggning ger oberoende (oindlig
population)

e Urval utan 3terlaggning ger inte oberoende

e Om populationen ar stor i forhdllande till stick-
provet kan urval utan aterlaggning behandlas som
T . n
urval med aterldggning. Tumregel d3 & < 0.1.

Pr(AnB) Pr(AU B)
Pr(AﬂB) 1-Pr(AUB)
Pr(AUB) = 1-Pr(AnB)
= 1-—Pr (A) Pr (B) (om A och B ober.)

Unionsregeln (oberoende handelser):

Pr(A1UApU...UAy,) = 1—Pr(AlmA2m...An)

= 1-Pr (&) Pr(4)..Pr (4,

Exempel 22:

e Sannolikheten for minst en sexa vid fyra kast med
en symmetrisk tarning

e Sannolikheten for minst en dubbelsexa vid 24 kast
med tva symmetriska tarningar

Pr(minst en sexa) = 1 — Pr(ingen sexa)
5\ 4
= 1- (—) = 0.518
6
Pr (minst en dubbelsexa) = 1 — Pr(ingen dubbelsexa)

24
1-— (ﬁ) = 0.491
36




