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Wienerprocesser

Varfor: model for aktiekurs (dock med aber...)

exempel: Black-Scholes (jfr Binomialoptionsmodellen)

Forst: konstruera Brownsk rorelse fran enkel slumpvandring

Sedan: kort om egenskaper
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Enkel slumpvandring

exempel: Par och Bertill spelar ett spel

omgangar: ¢t =1,2,...T,

dar vi betecknar Bertills vinst i omgéang ¢

. = —1om Bertill forlorar
K 1om Bertill vinner

vidare sager vi att Par och Bertill i varje spel har
lika chanser att vinna:

‘s _ [~1med sannolikheten 1/2
*~ | 1medannolikheten1/2
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Enkel slumpvandring

Antag aven oberoende mellan utfallen i spelomgéngarna
alltsa sekvens av Bernoulliforsok

Hur mycket har Bertill vunnit i omgang t?

Infor beteckningen X, : vinst i omgang ¢

kan skrivas som

X, =X, tE,

(ex.: nagra realisationer)
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Enkel slumpvandring

Vad &r sannolikheten att Bertill gar jamt ut efter T"omgangar?
Sannolikheten P(X . =0)

Alla sekvenser lika troliga:

_ antalrealisationer sa att z,, =0

antal realisationer
_ antal realisationer med lika manga (+) som (-)

P(X, =0)

antal realisationer
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Enkel slumpvandring

Vad &r sannolikheten att Bertill gar jamt ut efter T"omgangar?
Sannolikheten P(X=0) = 0 om T ojamn (!)

antal realisationer med lika manga (+) som (-)
antal realisationer

antal gynnsamma utfall:
pa hur manga sétt kan vi ordna 772 (+) och 772 (=) ?

(772

P(X, =0) = A
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Enkel slumpvandring

Vad ar sannolikheten att Bertill har exakt 1 efter T'omgangar?
Sannolikheten P(X . =1)

Alla sekvenser lika troliga:

_ antalrealisationer s att z, =1

P(X,=1) ——
antal realisationer

antal gynnsamma utfall:
eftersom lika manga (+) som (-) ger X, =0
maste vi ha ett (+) mer an (-)

Enkel slumpvandring

antal gynnsamma utfall:
(T+1)/2 st (+) och (T-1)/2 st (-)

_ antalrealisationer sd att =, =1
antal realisationer

T
=((T+1)/2j

2T

P(X, =1)

Generellt: sannolikheten att Bertill har exakt k efter T"’omgangar?
Sannolikheten P(X :k)/\ ( T J
P(X, =k)=

[ (T +k)/2
(T# E)/2 st (+) och (T-k)/2 st (<) 27 8




Enkel slumpvandring

Antag Bertill startar med 10 kr

Vad ar sannolikheten att Bertill har forlorat exakt 2kr efter T'
omgangar?

Sétt X, =10
Sannolikheten P(X=10-2) = P(X . =8)

antal gynnsamma utfall;
(T — 2)/12 st (+) och (T+2)/2 st (-)

(2]
P(XT:8):(T‘2T2)/2

Enkel slumpvandring
Antag Bertill startar med 10 kr men &r bankrutt nér han inte har
nagra pengar kvar.

Vad ar sannolikheten att Bertill har forlorat exakt 2kr efter T'
omgangar utan att bli bankrutt?

Satt X, =10
Sannolikheten

P(X,=8|z,>0,z,>0,...,2,,>0)="?

antal gynnsamma utfall:
antal vagar med (T"— 2)/2 st (+) och (7T+2)/2 st (-) férutom de som
skar
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Enkel slumpvandring Enkel slumpvandring
antal vagar som gar genom 0
antal gynnsamma utfall: al v d 10-(-8)=18 f N
antal vagar med (T — 2)/2 st (+) och (T%2)/2 st (-) antal vagar med 10-(-8)=18 fler (=) an (+)
forutom de som skéar den horisontella axeln [ T j
Kort om reflexionsprincipen: (T'-18)/2
antal vagar fran ar lika manga som antal vagar fran ( T J _( T j
T-2)/2 T -18)/2
(s,z,) (s,z,) P(X, =8|z, >0,z, >0,...,2,., >0) = (T -2) 2T( )
till till
(t’xt) (t7_wt)
X
som gar genom ‘ som gar genom ‘ :éﬂ%;%
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Wienerprocesser Wienerprocesser
Med Par-och-Bertill-exemplet Antag att vi stoppar in "extrasteg” mellan tidpunkterna
eftersom t.ex.: med
—1med sannolikheten 1/2
Xt :Xt—1+€t €2 = .
1med annolikheten 1/2
lite begransat for t.ex. kursutveckling vi far da
exempelvis differensen -2mslh.1/4
X _x =g = —1med sannolikheten 1/2 X,-X,,=¢€,+¢,,, =) 0mslh.1/2
b 1med annolikheten 1/2 2mslh.1/4
(ex.: nagra realisationer) (ex.: nagra realisationer)
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Wienerprocesser Wienerprocesser

Antag att vi stoppar in manga "extrasteg” mellan tidpunkterna
Vi later €, , €,, ... vara oberoende likaférdelade

_ —1med sannolikheten1/2
“ | 1med annolikheten1/2

i

och definierar

1
Xg) — Xgn) +_— ¢ observera

L ﬁ i+l
tidsskalan

+g,+---+§,)
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(ex.: nagra realisationer)

Stoppa in interpolerade varden mellan "extrastegen” mellan
tidpunkterna

. 1 ,
X = (t - j(Xf:i’ - XM+ X ()
'rL n n

for tidpunkten ¢ i intervallet

i g+l

n'n

Tidpunkterna t ar nu kontinuerliga!!!

(ex.: alltsd utan punkterna)
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Wienerprocesser

Eftersom i princip

—(n 1
E ):7(€1+52+...+5Lm)

n

oberoende likaférdelade
variabler

Enligt CGS: nar antalet n "extrasteg” blir stort

X™MON(,t)
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Wienerprocesser

Procesen X(t) kallas for standard Wienerprocess om den uppfyller

X(0)=0
E(X(t))=0forallat

Var(X(t) )=t o?forallat

X(t) ar normalfordelade for alla ¢

X(t) har oberoende okningar: for alla ¢,< t,<t,<t,

galler att X(t,) — X(t,) och X(t,) — X(t;) &ar oberoende
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