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Autoregressiva processer

Antag X, X, ,..., X, foljer en autoregressiv process av 1:a
ordningen, AR(1)
Xt = (FXt—l + St

darg, , €, ..., €, &r oberoende likaférdelade N(0,0?)

Givet ett varde X ., kan vi berékna vantevardet X .
E(X | Xry) =X,

och variansen

Var(X, | X,,) = o’
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Autoregressiva processer
Alltsa, for ett givet X ., t.ex.
P(X;<al|X,,=2)=
X, —B(X, |X,,=2) _ a-E(X, | X, =a)
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AR - stationaritet

Antag X, X, ,..., X, foljer en autoregressiv process av 1:a
ordningen, AR(1)

Hur uppfor sig X,, X,,; ,..., X,4, i l&nga loppet?

Def: Tidsserien {X, ; t =1,2,... } ar strikt stationér om
den simultana fordelningen for (X, X ..., X, ) ar
densamma som

den simultana fordelningen for (X,, X,.; ..., X;,,)
for alla s, t och n.

s+n

(ex.: histogram + korrelationer)
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AR - stationéritet

Def: Tidsserien {X, ; t =1,2,... } ar svagt stationar om
1. Vantevardet och variansen for X, ar konstant for alla ¢.

2. For alla par av tidpunkter beror Cov(X ,,X,) endast pa t — n.

(ex.: histogram + korrelationer)

For s.k. normalprocesser (t.ex. AR(1)) &r svag stationéaritet
ekvivalent med stark stationaritet.
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AR - stationéritet

En autoregressiv process av 1:a ordningen, AR(1)
Xt = (FXt—l + st
ar stationar nar
-1l<¢<1

(ex.: explosiv process)
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AR - stationaritet

Om vi sétter
¢=1
ar processen inte stationar
X, =¢X,  te, =X, t¢,
Véantevarde: skriv
Xt = Xt—l + st
= (Xt—Z + 8t—1) + St
=(X, 3 t€ ) +E TE,

=X, te te, ot tE,
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AR - stationaritet

Vantevarde:
E(Xf) =E(X0 +€1+€2 +“'+€t—1+8t)

T

€, &, ..., €, ar oberoende likaférdelade N(0,062?)

E(X,) =X, konstant allts&

Daremot varians:
Var(X,) =Var(X,+g +€,+---+¢€,_, +¢,)
= Var(g,) + Var(g,) +---+ Var(g,_,) + Var(g,)

=0°+0°+.--+0° +0% |=to?




AR - autokorrelation
Kom ihdg att korrelationen mellan tva variabler X och Y’

_ Cov(X,Y)
pLX.Y) = JVar(X)Var(Y)

Ar graden av lineart samband mellan tva variabler X och Y

En stationar autoregressiv process av 1:a ordningen, AR(1)
Xt = qJXt—l + et
ar stationar ar
Var(X,) = Var(X,)

Cov(X,,X,.,)=Cov(X,,X,,,)
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AR - autokorrelation

Korrelationen mellan X,, X,,, for tva pa varandra féljande
tidpunkter

p(Xt’Xt+1) = COV(X“Xtﬂ) = COV(Xt’Xt+1)
\/Var (Xf,)var (Xt+1) Var (Xt)

eftersom stationar

Var(X,) = Var(X,.,)

For kovariansen

COV(Xt’Xtﬂ) = E(Xth+1) - E(Xt)E(Xt+l)

Skriv ut X,,, i termer av X,
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AR - autokorrelation

Den forsta termen i kovariansen nar man skriver ut X, i
termer av X,

E(X,X,.,) = E(X,(¢X, +€,,))

=EB(¢X, X, + X&)

€, &, ..., €, ar oberoende likaférdelade N(0,02)

= QE(X7) )

Den andra termen i kovariansen /
»
E(X,)E(X,.) = E(X,)E(¢X, +¢,,,)

'FE (‘ ( )2
X t
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AR - autokorrelation

Alltsd, kovariansen:

COV(Xt’Xt+1) = E(XtXt+1) - E(Xt)E(Xt+l)
kom ih&g definitionen av = @E(X?) - 0E(X,)?
i |
varians! = gvar(X))
Korrelationen mellan X,, X,,, for tva pa varandra foljande
tidpunkter

p(X,, X,,)= Co\\;(Xt,Xm) _gvar(X,) _
ar(X,) Var(X,)

(ex.: spridningsdiagram)
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AR - SAC

Man kan visa att for AR(1) ges korrelationen mellan X,, X,,, av
PX, X)) =0 = ¢

is som stickprovskorrelationskoefficienten skattar korrelationen

mellan tva variabler X och Y

Ar stickprovsautokorrelationsfunktionen (SAC) z,
(1——=1 |——=1
" - - LT b Ty )
.= Zt:kﬂ(mt xk+1)($t_1 Tk) O '2 I
k n = 2 n N2 1 xz [ | |
Zt:kﬁl(xt xk+l) Zt:kﬁl(mi_l mk) —_ < 1 . : 1 T :
IS
en estimator av p,, ' Z,p) ! T, |
1 (I !
kl_xﬁil [ |
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AR(p)

Generellt sdger man att X, X, ,..., X, foljer en
autoregressiv process av p:te ordningen, AR(p) om man kan
skriva den som

Xt =G + q:lXt—l + (Fth—z teoeet (FpXt—p + €,

déreg, , &, ..., €, &r oberoende likaférdelade N(0,02)
(villkoret for stationaritet ar lite krangligare)
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AR(p)

Exempel med en autoregressiv process av 2:a ordningen,

AR(2)
X, =@ +teX,  +¢,X, , +E, ‘ ‘
0, X =05
¢ =0  fluktuerar runt noll 5 nr
X
¢, =05 positivt samband 1 X
mellan tidpunkter 0
¢, =-0,3 minns hogga/laga y 05% ,-03%,
varden tva ’ )
tidpunkter tillbaka -2

AR - SAC & identifiering av modell

Eftersom stickprovsautokorrelationsfunktionen (SAC)

n — J—
- = zt:kﬂ(xi =) (T, — Tk)
[l = — —
2t=k+1($i B mkﬂ)zztzkﬂ(xt—l - x1)?

en estimator av p,,

borde r;, r, ,..., ge oss ide om hur manga laggar vi borde ha

d.v.s. bestdamma p:

Xt =¢, t+ (F:LXt—l + (szt—z et (FpXt—p tE,

(ex.: fig 3.2 i komp.)
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AR - SAC & identifiering av modell

For X,, X, ,..., X, som foljer en autoregressiv process AR(p)
Definieras &ven den partiella autokorrelationskoefficienten (SPAC)
T'110 o2 5evey

Tolkning av r,, ungefar:

korrelationen mellan X,, X,,, givet korrelationen mellan X,, X,
for alla andra s

Box-Jenkinsmetodik: titta p& SAC och SPAC
for att identifiera modell
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MA-(glidande medelvardes-processer)

Istallet for att X, X, ,..., X foljer en autoregressiv process
av p:te ordningen, skulle vi kunna anvanda en liknande
formulering

X, =0, 0, ,+--+0¢

q t_f1+£

t

darg, , €, ..., €, &r oberoende likaférdelade N(0,0?)

MA(q) Alltsd, manga sma chocker vid olika tidpunkter
som man véager ihop
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AR(p)+ MA(q) = ARMA(p,q)

Oom X,, X, ,..., X dels beskrivs av en autoregressiv
process av p:te ordningen, AR(p)

foregaende tidpunkters varden har betydelse for dagens
véarde

och dels en MA-process av q :te ordningen, MA(q)
foregaende tidpunkters slumpchocker har betydelse for
dagens varde

Har man en ARMA(p, q)
Xt =@+ q:lXt—l + (Fth—z teeet (FpXt—p

+ elst—l + eZSt—Z teeet eqs tE,

t—q
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ARIMA(p,d.q)

Ibland &r X,, X, ,..., X
inte en stationar process

Men
Xi—- X, Xo- X500, X — Xy
ar en stationar process

eller

(Xl_ Xz)_(Xz_ Xs) ) (Xz_ X3)_(X3_ XA) [EEEE)
ar en stationar process
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ARIMA(p,d,q)

Ibland &r X,, X, ,..., X inte en stationar process
men den d ganger differentierade serien ar en ARMA(p, q)

sagerviatt X, X, ,..., X, foljer en ARIMA(p, d, q)
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