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Modellen kan skrivas:

dare, , &, ...,

Forallaz =1, 2,... , n.
= [30 +[31;c2. + E(Si) konstanter

N

&
>
=

3
i

\qE

Regressionsmodellen

Y, =B, +B,z, +¢,

g, ar oberoende likaférdelade N(0,0?)

;0 N(0,0?)

=B, +Bz,
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Regressionsmodellen

E [
= B((B, +B.z,)(B, +B.z,))+ (B, +Bm ) E(E,) + (B, +Byz,)E(e,) + E(g£,)
/ _— /

Regressionsmodellen

((Bo +Biz, +€,)(B, +B1mj +£j))

konstanter g, €, 0N(0,0%)
for normalfordelade variabler
oberoende medfér kovarians 0O

=(Bo +Byz,)(Bo + Blmj)

Foralla:=1,2,...,n
Var(Y;) = Var(B, +B,z; +€,)
=0+0+Var(e,) konstanter
=0’ g,0 N(0,02)
Foralla # j
Cov(Y,.Y)) = E((B, +B, +£)(B, +B.z, +¢,)

- (B, B, +2)E @, +B, +€,)
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E, +Bz, +€)EB, +Blmj +£j)
=(Bo +Byz; + E(€,))(B, +Bz; + E(€)))

= (Bo +Byz;)(By +Byz;)
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Regressionsmodellen
M.a.o., forallai # j
Cov(Y,.Y,) = E((B, +Byz, +€,)(B, +Biz, +¢,))
—EB, +Bz, +€)EPB, +lej +€j)

=B +B:iz,)(By +Blmj) =By +Bz,)(Bo +lej) =0

Om vi sammanfattar (Lee)
* den oberoende variabelns x; varden ar fixa (A)
* variablen g, &r normalférdelad (B)

* variablen g, har vantevarde 0 (C)

« variablerna g, har konstant varians a2 (E)

* €, och g; ar statistiskt oberoende for alla 7 # j (D)

Regressionsanalys

Vi har en modell fér Y givet vardet pa
Bo , B, oCh z &r 700

600r
E(Y)=p,

YON(B, +|31$102) 500

400

dar alltsa vantevardet for Y

. T 300+
beskrivs av en rat linje

200
Vi utgar fran att « ej varierar

utan fix

100+

Okant i modell -10g

Bo . B, och 0

Hur skatta dessa parametrar?
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Regressionsanalys

Vi gor parvisa observationer. For fixa z,, z,, ..., ©
gor vi observationer Y3, Y,, ..., Y, , dar vi antar

n

Y, ON(B, +Bl$i1o-2)

Vi skall hitta estimatorer av

By , B, och o

Som helst ar
« vantevardesriktiga
* konsistenta

« effektiva
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Regressionsanalys - rata linjens ekv.

Vi har tva observationspar

b = (férandringen i y)/ (forandringen i x)

8 p=%2"Y% y=a+bx,
2.5 T, — T Y, =a +bx,
o _15-1_1
=91 "2 y=a+ps
Y

05-05-02

Finn a och b s& att

alltsé




Regr. analys - minsta kvadrat skattningen

Minstakvadrat-skattningen - residual

g, = 410 - 14z,

600+

Yi sl
y 400F
300+

200+

1001

)
20

5
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Minstakvadrat-skattningen - residual Minstakvadrat-skattningen (MKS)
G, =410 —14=;
700 T Minstakvadratskattningen ges av att minimera kvadratsumman
o — g, =509 - 26z, map a och b
500}, res. frAn ii(yz _’gi)z :ii(yi _(a’+b$i))2
' da = da =
Y a0l generellt mindre an n
fr = 22 (y; —a—bz,)(-1)
a0k res. fran —— P
har mindre kvadratsumma: _ —Ziy- + zia + Zbim.
(y —9 )2 _ zn: o’ Vi gor "mindre fel” om vi gissar med = i=1 =i
7 [ %
i=1 i}, = - : 1 1. &
: g, =410 - 14z, a="Dy b=
N 0 an med iz L
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Minstakvadrat-skattningen (MKS)
0 < N2 n
%;(yi_yi) ::b;‘(yi_a_bwi)z
= 22 (v, —a-bz;)(-z;)
= —Zi“ vz, + 2iami + Zbimiz

= _Ziyixi + Z{W}ixz + Zbimiz a= liyz _lbia:i
i ' n =1 n

Minstakvadrat-skattningen (MKS)

X X2 y Xy

=1 =1 =1 i=1
n _ ; n n
b - Z:z—lyZ t n (Z;':lyZ XZz:lxz)
" 2 - l " 2005-05-02 2005-05-02
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Kvadratsummor Kvadratsummor
Definiera kvadratsumman o z = 6,32
B soof * (z.,y,) 1
- n o 2 _1 (Z )2 % 7 |
55,2303 =Ye0 AL A
och Y 400 : . : Y.~y
1 |
SST=Y" (. -u) =Y 220 === === = oo y =332
I |
s& att 2007 : : |SST =3 (y,-y)’
n n — 1 | °
2 _ Zizl(mi _m)z SS 2 _ Zizl(yi _y)2 _SsST 1001 : : .
n-1 n-1 Y n-1 n-1 o L L1 ‘ ‘ ‘
5 ) 5 10 15 20
ZL'Z- - ;
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Korsprodukter
Definiera korsproduktsumman

88, =Y @ -~ =3 vz -0 v )

sa att stickprovskovariansen

_ 2@ -D)w-y) _SS,,

s
w n-1 n-1
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Korsprodukter
700 T = 6,32
(z;,9,) T
600 1
| . .
S (o)
Y aool : ) .
| _
== === ———— - S St y = 332
200} T, — 5 4
K3 a:
1
100t |
! .
o L ‘ ‘ ‘
—_— 5 0 5 N 10 15 20
m.a.o. linjens lutning: b= zm(% —z)(y, ~v) — SS,,
tecknen pa produkten av avvikelserna: Z" (z, - ) SS, |s

Vantevardesriktiga skattningar

Antag modellen med antagandena A-E uppfyllda

}/i :B0+Blmi+8i

For fixa z,, x,, ..., =, gOr vi observationer Y, Y5, ..., Y,

n

Lat estimatorerna av B, , B, vara

A 13 1. &
Bo:azfzyi_ bzxz
L= n =
R ) e
B,=b= =1 Yi% T \ Ly Yi N T SS,,
1
"2 " SS
Zz=l$i n z=1m’ 5
Johan Koskinen, Department of Statistics 2005-05-02 19

Vantevardesriktiga skattningar

Ar estimatorn av 3, vr?

BBy = o B, ve (v )
SS o i= 1Y2ml)_7lls‘]évE(Zj:1YiXZj:1wi)

- L ::lE(Y;mi)—i(%;wi)z;E(Y;)
xr A x
1 i
= g5 T B v) - 25 (6, 40)
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Vantevardesriktiga skattningar

_ l n Z:L: :BZ. n
= Sisz =1L (Bo +Buz,) - Wlls,m ZF1(BO +B.z,)

- n;LS lewi(BO +Byz;) Z ‘121 LB *B)
. nSS,
nBoz_l i nBlZZ 2% BO”Z =1 @+Blzz 12'—1 )
nSS,
_Blnz i Ti Blz, 12 =15 Ban =1L Bl(zl =1 2)2 _BinSS,
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Variansuppdelning

y yz - yz lgi - g = (yz - y’\z) + (yA@ - g) 15-02 22

Variansuppdelning

Eftersom
v, ~y =y, ~9,)+ (9, ~y)

kan vi visa
Sy =Y (W - 9) Y (@ -y

SST =SSE +SSR
Till att bérja med

Zjl( ’_y) Zjl( _y)

-2 (v, —9)@, —y) +2 (9. -y)’
ad
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visa att forsvinner

Variansuppdelning

Do (i —9)@, -y) =D, (v, —9.)(a +bz, — (a+bx))
=b)" (v, = 9.)(=z, ~ )
=b) " (v, =9,)z, bz (y,~9,)
> (y=9)=>" (y;—a-bx,)
=2l T 2t T b
="y -2y -by)-X" b,
RU—— Z;yi - :_L:lyi + ijlbxi - zl’lebxi -0




Variansuppdelning
Zjl( ~9)x, = le(yi—a—b:{:i)a}i

= ijlyixi B Z?:lami B Z?zlba:f
= Z?:lyixi B le(%z;yj B %bz;%)wi B Z?zlbxf

IR D FREEED W RIS WS
Zizlyimi n i=1 jzliji nb i=1 jzlmﬂmi i=1b$i

=8S.b-5S,b=0

Residualvarians

For fixa z,, x,, ..., z, gOr vi observationer Y}, Y;, ..., Y, ,
dar vi antar

Y, ON(B, +lei’02)

och eftersom vi vvr estimatorer av
regressionskoefficienterna kan man visa att

Z —1( _Y) Z:;l(y; _Bo _lei)z _ SSE
n-2 n=2 n-2

ar en vvr estimator av o2. Alltsa

X,
E(S) E ZZ 1( Bl ) = E SSE :0_2
- 2 n-—2
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) Korrelationskoefficienten

Hur starkt ar sambandet - _ _ _ _ _
. .. De parvisa avvikelserna har olika tecken - negativ korrelation
korrelationskoefficienten
De parvisa avvikelserr%%r samma tecken - positiv korrelation
700 n _ - \
Z(yz - y)(:l:l - :1:) Sszy of ) / : \‘
IR SSTxSS, ‘ 3 wop e
y S-S -s) A
=1 De parvisa avvikelserna har olika och samma tecken
- ingen korrelation
r —x Stortpositivt o]
X J i 15 3
y—y Stortnegativt& 5 —z stort positivt T A f : ********
_y Stortpositivt & g —z Stort negativt B T {}
5 0 5 10 15 5 0 |_| 10 15
Stark positiv korrelation i
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Korrelationskoefficienten

Eftersom
. 12:1: (yl - g)(xz - 5) _ SS’(;y
\/i (yZ _ @)Zi(% —E)Z \/SST xSS,
=1 =1

och

b SSzy

SS,

kan vi skriva
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Determinationskoefficienten

som forklaras av regressionslinjen

Determinationskoefficienten R? anger andelen variationi Y’

SST SST

och kan ocksé skrivas

= 2 L
7

»
Y 2 g
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