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Sampling - grundlaggande begrepp

« Population

e element

« stickprov/sample
* sannolikhetsurval

e slumpfel
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Sampling - population, element, stickprov
Population vi vill underséka  dra eIement
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dra slutsatser fran
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Sampling - sannolikhetsurval
For varje element 7 i populationen {1,2,3,...,N}
vet vi vad sannolikheten &r att detta element skall
komma med i stickprovet PR
7 N
. N
Varfor bra? .7 © 0 0.
Berékna slumpfelet... ,/ e ¢ ©
! (@)
Exempel sannolikhetsurval: I © o
I
Obundet slumpmassig urval (OSU) | | o © 0
\
stickprovsstorlek n: \ P ©e
R aIIa stickprov lika sannolika \\
O © e




Sampling - slumpfel

Séag t.ex. vi skall skatta populationstotalen .

Vi drar stickprov och berédknar skattningen

T

Eftersom vi endast dragit stickprov
kommer slumpen géra sé skattningen
skiljer sig ifran .

Detta kallas slumpfel
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Sampling - slumpfel

Om vi drar stickprov med kanda
sannolikheter kan vi berdkna slumpfelet

Systematiskt fel: om vi systematiskt valjer
véljer “fel” kan vi ej berékna storleken pa
slumpfelet

vi vill undersodka Sveriges
befolkning och drar slumpmassigt
telefonnummer...
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Samplingfordelning
Fordelningen for en statistika /stickprovsvariabel (funktion av

stickprovet)

Exempel frén tidigare
For ober. likaford. s.v. X;, X,, ..., X,,, X; ON(u,0?)

n

E(Y)zEM =E(X)=u och
n

n

_ X, 2
Var(X) = Var 2% 1 var(x) =2
n n

n
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Samplingfordelning

Samt x 0N, (272

XDNH,(G/\/E)Z

Vidare, for ober. likaford. s.v.

X, Xy oy X, 0 X, ON(,0?)

ex:n=5

X, ON(1,2?)
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Samplingfordelning

ober. likaford. s.v.

X, Xy o X, 0 X, ON(u,02)

n !

X-|
(s/-/n)

Ot(n-1)

X, ON(,2?)
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Inferens

« Vad ar en parameter?

— Anpassa fordelningar

— Skatta konstanta populationsegenskaper
¢ Punktskattningar
¢ Intervalskattningar

* Testa hypoteser
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Inferens - anpassa fordelningar

Bernouilli: p=1/10 A p=1/2 v = 9/10 ‘
‘ modeller som
Binomial: . n=5 n=5 n=32 anger hur
’ p=1/10 p:[ /% | p=1 ’h sannolikt det &r
R T JII..... att observera
Hyperg.: . N=10 N-= 10 - saker vi kan
: h=5 h=T" ‘ observera
w=5  m=5- L - bestams helt
: av parametrar
H A= ‘ ‘ A=2 A=
“__1 : | "| MHM]

uniform:

exp:

f(x)

Inferens - anpassa fordelningar

a=0 = a=1/2 modeller som
b=1 . b=3 _ anger hur
c sannolikt det ar
b att observera
oo — . , -+ sakervikan
observera
norm: - bestams helt
av parametrar
r=1

w=-1 u=1

c=2 o=2
vy 2 0 2 2 6
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Inferens - parameterskattningar

Vi behover nagot satt att skatta parametrarna for att kunna anpassa
modellerna

For modell for data =

Frekvensbaserad

inferens

p(m |e) ' tathets-

/sannolikhetsfunktion

Inferens - parameterskattningar

Né&r vi vél observerat data «
osakerhet endast angéende parameter 6

osakerheten ges av aposterioriférdelningen for 8 givet data

p(z |6)1(6)
p(x)

Bayes sats: |T(8]z) =

med parameter 0

beskriver vi var subjektiva apriorifordelning (tathets-
upfattng om vad 6 ar med | |(6) /sannolikhetsfunktion)

for 6 diskre/

p(z) =) p(z |O)T(6)

for 0 kontinuerlig

p(z) = [ p(= |6)T(B)dO

1,;&
hy ¥ o 2005-04-28 13
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Inferens - parameterskattningar

Ex: Antag att langden for vuxna storfiskar i Donau ar N(u,0,192)

utifrdn mina fiskerfarenheter beskriver jag min subjektiva tro
angaende medellangden p med aprioriférdelningen N(1,8;0,252)

m.a.o. tror jag exempelvis att medellangden ligger mellan 1,31
och 2,29 med sannolikheten 0,95.

Vi drar ett stickprov X, X,, ..., X,, om n =10 storar
eftersom

1 ()2 2
ez /(207)

YDN[p,(c/ﬁ)ZJ s& plz|w) =W
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Inferens - parameterskattningar

Och enligt Bayes sats ~ dar p(z |u) = %e-@—u)zl(zw,mz/m)
P 0,19
— T n 2 !
T |z) = M T 10
p(x)
1 —(u-18)? 2
och == 1820257
T 210,25°
aposteriorifdrdelningen for p givet data —
W|zON[m,h] dér ﬁ:
2 2
m, = 120,25 118+ 12/0,19 T
1/0,25° +10/0,19 1/0,25°+10/0,19
—
1/0,25° +10/0,19° =

16




Inferens - parameterskattningar

Sa om for vara n = 10 stérar X, X,, ..., X,,
ger £=13

p(Data | )

X (W)

7( u| Data)

1/0,25° 10/0,19°
= : 18+ ; 3=165
i 1/0,25% +10/0,19? L 1/0,25% +10/0,19? 13=1
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Inferens - parameterskattningar

approximera
fordelningar for
kattningar av 6

fordelningar for

sy punkooh menvalsatningar
Johan Koskinen, Department of 2005-04-28
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Inferens - parameterskattningar

Antag att parametern 8 &r en pop.egenskap eller
fordelningsparameter

Ex: Antag att langden fér vuxna storfiskar i Donau ar N(8,0,192?)

Lat © vara medelinkomsten (pd kommunniva) i Sverige

En estimator
A ar en funktion av stickprov som

skall skatta ©

ar en stokastisk variabel med en
férdelning

Ex for stickprov: Stickprovsmedelvarde &r en estimator for

medellangden for storfiskar i Donau
Stickprovsmedelvéarde ar en estimator for medelinkomsten i Sverige

©

Inferens - parameterskattningar

En realisation av en estimator §

det vill sdga ett observerat varde, ar en skattning av 6

Sé om for vara n = 10 storar X,, X, ..., X, ger
x=13

ar 1,3 en skattning av medelldngden
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Inferens - punktskattning

Nar estimatorn ar ger ett tal kallas detta en punktskattning
Eftersom estimatorn &r en stokastisk variabel (vi far olika varden
for varje stickprov vi drar) har den ett vantevarde

E(®)
Skall tolkas som:

Det varde vi far i genomsnitt om vi drar "manga” stickprov
och beraknar skattningen for varje stickprov

0 4 s Johan Koskinen, Department of Statistics 2005-04-28 21

Inferens - punktskattning

osdkerheten for skattningen
= hur sékra vi &r pa att skattningen ar riktig
mats med variansen (standardavvikelsen) for estimatorn

Var(6)  standardfel:  SD(8) =./Var(d)

Ex: om estimatorn ar stickprovsmedelvardet for ober. likaford. s.v.

X1, X5, ..., X, allamed Var(X)

n

_ X,
Var(X) = Var 2:71 =1Var(X)
n n
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Egenskaper for estimatorer - vvr

Om en estimatorn skall skatta 6
ar det onskvart att vi gissar ratt i langa loppet

d.v.s. att det forvantade felet vi gor ar litet

Systematiskt fel =E(8) - 0

‘ En estimatorn for 8 &r vantevardesriktig om det forvantade felet
ar 0

E)-6=0

%

£F %
1<) ez 2
2 #
K% WS
Vo p ot
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Egenskaper for estimatorer - vvr

Ex: antag att vi har ober. likaford. s.v. X, X,, ..., X
fordelade som X [0 Exp(1/6)

n

For estimatorn for ©

P

0=X

har vi

E(B) = E(X)

m.a.o. ar
stickprovsmedelvardet en

vantevardesriktig
estimator av 6
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Egenskaper for estimatorer -vvr
X, allamedVar(X)=6

Ex: For ober. likaford. s.v. X;, X,, ...,

(X, -X)?
&) = | 2K = X)? ZZ
E®) =E T =" X -2X>" X, +nX’

i
I

I

I

I

1

1 n

:=Zn —2Z XZ X+nX2
I

I

I

I

I

IVar(Y) E(Y?)-[EY)]
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Egenskaper for estimatorer -vvr

B@) =2 3" Blx7)--" (var() +[BCOF )

(Var(X) + [E(X)] )

= nl_lzzlzl(Var(Xi) +[E(x )]2)

ﬁl(Var(X)+[E( X)) [Var(X) £

n

- _YaR)

Stickprovsvariansen ar en vvr skattning av variansen for X
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Egenskaper for estimatorer - effektivitet

Om en estimatorn skall skatta 6

ar det onskvart att vi far ungefar samma skattning om vi
upprepar skattningsproceduren manga ganger

d.v.s. variansen for skattningen ar liten = estimatorn effektiv
Relativ effektivitet: En estimatorn

8, armereffektivan 9, Var(8,) < Var(8,)

m.a.o. ett satt att saga vilken av tva vvr estimatorer som ar
Hbéstﬂ
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Egenskaper for estimatorer - effektivitet

Ex: Ober. likaford. s.v. X,, X,, ..., X,, allamed E(X)=p

Estimatorer

0,=X—06,=X+Y
Dar oberoende av X, Y =1 med sannolikheten 1/2, -1 med slh

1/2 ~ _
E®) = B(X) = B(X) =

E®,) =E(X+Y)=E(X)+E(Y)=u+0
men:.

Var(8,) = Var(X) =

Var(X) och
n

var(8,) =Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y) = var(X) 4
SE = = n
Johan Koskinen, Department of Stat Var(el) < Var(ez) 2005-04-28
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Egenskaper for estimatorer - konsistens

Om en estimatorn skall skatta 6

ar det onskvart att vi ju mer information vi far desto battre skattar
vi 0

en estimatorn ar konsistent om vi skattar ratt nar antalet
observationer i stickprovet blir "manga”

Ex: Ober. likaford. s.v. X, X,, ..., X, fran fordelning med parameter 8
en estimator av 6 &r konsistent om

Sannolikheten att vi gor ett fel storre an €

P(|9—6|>s) gar mot O nar n -
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Inferens - intervallskattning

Ett satt att redovisa skattning och osakerhet samtidigt ar:
intervallskatning
isf estimator som ger ett tal — estimator ger tva tal
6, och 8, med 8 <8,
och tolkning t.ex. "med 95% konfidens ligger 8 mellan

B, och 8, ~

observera: from nu antar vi hela tiden Normalférdelning el.
R approximativ normalférdelning genom CGS, for data

v\w
P
& 2
et o
%, &
Y 2
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Inferens - intervallskattning

En intervallestimator for 6

ar en funktion av ett stickprov som ger en
B, och 8, med <9,

sa att om tar manga stickprov: kommer 0 ligga mellan “ett
visst antal ganger”

allt, om tar manga stickprov: med foreskriven sannolikhet
1 - a kommer

P, <06<8,)=1-a
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Inferens - intervallskattning

En intervallestimator for 6 X. ON(O,1)
ar alltsa ett slumpmassigt intervall

ex pa slumpmassigt intervall:

°

dra ober. likaford. s.v. X;, X,, ...,
X1, X,; ON(0,1)

beréakna stickprovsmedelvardet,
lagg till 1 och dra ifran .5

X 0ON(0,-/.10)
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Inferens - intervallskattning

Om en punktestimator for 6
B8ON(8,SD(B)?)

kan vi konstruera en intervallestimator fér 6 genom
att lagga till och dra ifrdan B

8,=6-B;8,=6+B
for att bestamma B sa att vi far ratt
tackningssannolikhet 1 — a 16s ut B

P, <06<8,)=P(B-B<6<8+B)=1-a
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Inferens - intervallskattning
l6s ut B
P(®,<06<8,)=P(-B<6<8+B)=1-a

borja i andra anden

8-6 ®(z,,)=1-0/2
P _ZG/ZS7ASZG/2 :1_0
SD(®)

- 2,,,9D(0)<8-0<2,,5D(B)
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Inferens - intervallskattning

m.a.o. eftersom

6-6
F’(—zm,2 < 7SD(9) < zalzj =1-a

ar ekvivalent med
P[8z,,+SD(®)>06>8-2,,,SD®)]=1-a
ar sannolikheten att

(é - za/ZSD(é)! é + za/ZSD(é))

} tacker 0 precis 1 —a (innan man har ett observerat varde...)
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Inferens - konfidensintervall
For en vvr punktestimator for 6 och med B, och B, sadant att
P(®-B,<06<8+B,)=1-a
ges ett (1 — a )x100%-igt konfidensintervall for 6 av
I,=(6-B,6+B,)
Framforallt for
60N (6,SD(B)?)

ges ett (1 — a )x100%-igt konfidensintervall fér 6 av

b+2 ,,5D(B)

D(z,,) =1-a/2
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Hypotesprévning intro.
Hypotes angdende nagot
Samla in data

Om/néar 1 galler hur troligt &r det att observera det vi
observerat (i data)?

Om det vi har observerat inte ar sarskilt troligt nar 1
galler: forkasta 1

Om det vi har observerat ar troligt nér 1 galler:
forkasta ej 1

37
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Hypotesprovning intro. ex.

Om/néar 1 galler hur troligt &r det att observera det vi
observerat (i data)? SVAR: omdjligt

Om det vi har observerat inte ar sarskilt troligt nar 1
galler: forkasta 1. Eftersom vi observerat svart far
och svart far enligt 1 inte &r mojligt forkastar vi 1

Om det vi har observerat ar troligt nér 1 galler:

forkasta ej 1 38




