STOCKHOLMS UNIVERSITET
Statistiska institutionen
Tatjana Nahtman

HT 2007

Tentamen i Sannolikhetsteori, 7,5 poéng.

Skrivtid: 5 timmar
Tentamensgenomging och aterlimning: info kommer senare (se kursens hemsida).
Dérefter kan skrivningarna himtas pa studentexpeditionen, plan 7 i B-huset.

Tentamen bestar av fem uppgifter som kan ge totalt 50 podng. For full podng pa en uppgift krivs
fullstdndiga och vil motiverade 16sningar.

Lycka till!
Uppgift 1. (10p)

Lat X och Y vara oberoende likafordelade stokastiska variabler, X ~ N(0,1) och Y ~ N(0,1).
Lat Z = min(X,Y). Bevisa att Z2 ~ x2(1).

Uppgift 2. (10p)

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med fordelningsfunktion Fx(x). Definera en ny sto-
kastisk variabel Y som Y = Fx(X). Visa att Y ~ U(0,1), 0 <y < 1.

Uppgift 3. Bevisa att om P(Y > 0) =1 och P(Y =0) < 1, da giller for godtyckligt = > 0,

Py > < 2Y)
”
och
EY)
PY>r)= om och endast om P(Y =r)=p=1—-P(Y =0), 0<p <1
r

Uppgift 4. (10p)

(a) Definera den momentgenererande funktionen for en stokastisk variabel X.

(b) Bestim den momentgenererande funktionen till en lognormalftrdelad stokastisk variabel.

(¢) Vilken familj av téthetsfunktioner (sannolikhetsfunktioner) kallas for exponentialfamilj?
Ge tva exempel pa tidthetsfunktioner som tillhér exponentialfamiljen.

Uppgift 5. (10p)

Lat U och V vara oberoende stokastiska variabler sidana att U ~ N(0,1) och V ~ x?(n). Lat
7Z = —2_ . Hirled fz(z). Bevisa att

V/n®

Z 2 N(0,1).
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LOSNINGAR.

Uppegift 1.

Bevis. Fordelningsfunktionen for Z &r féljande
Fp2(z) = P((min(X,y)?) <2) = P(—v/z <min(X,Y) < 2)

= Pmin(X,Y) < v2)— P(min (X,Y) < —/2)

= [1—Pmin(X,Y) > 2)] = [1 = P(min (X,Y) > —/2)]

= Pmin(X,Y) > —v/2) — P(min (X,Y) > /2)

= P(X>—V2) - P(Y >—Vz)— P(X >z) - P(Y > z).
Déarfor att X och Y ar likafdrdelade, géller att

P(X >a)=PY >a)=1- Fx(a)
och
Fza(2) = (1= Fx(—V2))? = (1 - Fx(V2))* = 1 - 2Fx (—V>2),
darfor att
1 - Fx(Vz) = Fx(—V2).

Tathetsfunktionen for Z2 ar foljande

d

fz2(2) = @Fﬂ(z) = fx(—Vz)

L b
Never

som &r téthetsfunktion for en x?(1)-stokastisk variabel.
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Uppgift 2.

Se Teorem 2.1.10 i Casella G., och Berger, R.L. (2007). Statistical Inference. Duxbury Press. Andra
upplagan. S. 54.

Uppgift 3.

Lésning. Se Lemma 3.8.3 (Markovs olikhet) i Casella G., och Berger, R.L. (2007). Statistical Infe-
rence. Duxbury Press. Andra upplagan. S. 136.

Uppgift 4.

(a) Se Definition 2.3.6 i Casella G., och Berger, R.L. (2007). Statistical Inference. Duxbury Press.
Andra upplagan. S. 62.

(b) Se l6sningar till hemtentamen Uppgift 2 (a).

(c) Se Del 3.4 i Casella G., och Berger, R.L. (2007). Statistical Inference. Duxbury Press. Andra
upplagan. S. 111.

Uppgift 5.

Se Del 5.3.2 (The Derived Distributions: Student’s t and Snedecor’s F) i Casella G., och Berger,
R.L. (2007). Statistical Inference. Duxbury Press. Andra upplagan. S. 222-224.

Lat U och V vara oberoende stokastiska variabler sidana att U ~ N(0,1) och V ~ x2(n). Lat
Z = \/57 Bevisa att ZW%O N(0,1).

n

Bevis. Tathetsfunktionen for Z &r foljande
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Lat

Med hjélp av Stirlings formel (Uppgift 1.28 i Casella G., och Berger, R.L. (2007). Statistical Inference.
Duxbury Press. Andra upplagan. S. 40)

n! = V2rnt (/2 e—n

far vi att
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For varje x giller att (Lemma 2.3.14),
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