Ordlista 

Continuous


Kontinuerlig

Probability density function
Täthetsfunktion

Cumulative distribution
Fördelningsfunktion

function

Uniform


Likformig

Kontinuerliga stokastiska variabler

En kontinuerlig stokastisk variabel kan anta alla värden inom ett intervall på reella talaxeln (inter-vallet kan ha oändlig utsträckning).

Sannolikhetsfördelningen för en kontinuerlig sto-kastisk variabel, X,  beskrivs genom en s.k. täthetsfunktion,  f(x).  
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Egenskaper hos täthetsfunktioner:
· f(x) ( 0 för alla x.

· Hela ytan under f(x) är lika med 1.

· P(a ( X ( b) = ytan under f(x) mellan a och b.

Sannolikhet = yta under täthetsfunktionen mellan två punkter.
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· Vi talar om sannolikheter för sådana händelser som innebär att X antar ett värde inom ett (eller flera) intervall.

· P(X=a) = 0. (Ytan över en punkt är lika med 0.)

· Slutna, halvöppna och öppna intervall har samma sannolikhet.  Dvs.

P(a ( X ( b) = P(a ( X < b)

                                 = P(a < X ( b)

                                 = P(a < X < b)

· Ytan beräknas formellt som en integral:

Pr(a ( X ( b) = 
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Sannolikheter kan också uttryckas med användan-de av fördelningsfunktionen, F(x), som definieras:

F(x) = P(X ( x)

        = ytan från fördelningens nedre änd-

           punkt fram till och med punkten  x
Då gäller att

P(a ( X ( b) = F(b) – F(a)

Väntevärde och varians för en kontinuerlig stokastisk variabel

Väntevärdet för en stok. variabel definieras som
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och variansen som 
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Tolkas (liksom i det diskreta fallet) som lägesmått och spridningsmått.

Väntevärdet = en sorts balanspunkt: Den punkt där slh-fördelningen balanserar.

Normalfördelningen

En normalfördelad stokastisk variabel X har täthetsfunktionen 
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Kortfattat skrivsätt: ”X är N((; (2)”. 

Betyder att X är normalfördelad med väntevärde ( och varians (2 (och standardavvikelse ().
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Vad vi i praktiken behöver veta om normalfördel-ningens egenskaper är följande:

· Normalfördelningen bestäms helt av ( och (.

· Utfallsrummet är hela reella talaxeln.

· Karakteristisk form: se tidigare bild.

· Symmetrisk kring (.

· f(x) ( 0,  när  x ( ( (
· C:a 68% av fördelningen finns inom ( ( (.

· C:a 95% av fördelningen finns inom ( ( 2(.
· C:a 99,7% av fördelningen finns inom ( ( 3(. 

Ex.: Två normalfördelningar med olika väntevärde, men samma varians.
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Två normalfördelningar med samma väntevärde, men olika varians.
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Varför är normalfördelningen viktig?

· Kan ge en beskrivning av variabiliteten hos en del (men långt ifrån alla) observerbara storheter.

· Kan användas som approximation till vissa andra sannolikhetsfördelningar.

· Många statistiska slutledningsmetoder är base-rade på antagande att data kommer från normal-fördelade populationer.  (Men har ofta visat sig fungera hyggligt även om populationerna  inte är exakt normalfördelade.)

· En mer teoretisk motivering till varför vissa statistiska storheter ibland kan anses som approximativt normalfördelade ges av centrala gränsvärdessatsen.  

Men vi ska först lära oss hur man beräknar sanno-likheter med hjälp av normalfördelningstabeller.

Beräkning av sannolikheter för N(0; 1) 

Vi använder Z som beteckning på en normalför-delad stokastisk variabel som är N(0; 1). 

Vi säger att Z har en standardiserad normalfördelning.
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Med hjälp av Tabell 1 kan vi beräkna slh att Z skall anta värden i olika intervall.  

För z-värden från 0,00 till 3,99 ger tabellen värdet på

              P(Z ( z) = ((z)

OBS  Funktionen  ((.) är fördelningsfunktionen för Z~ N(0; 1), alltså 

((z) = P(Z ( z).

OBS  P.g.a. normalfördelningens symmetri gäller det att

                           ((-z) = 1 - ((z).

Exempel:

a) P(Z ( 0) = 0,5

b) P(Z ( 1) = ((1) = 0,8413

c) P(0 ( Z ( 1) = ((1) – ((0)

 = 0,8413 – 0,5000 = 0,3413

d) P(Z > 0,73) = 1 – P(Z ( 0,73) = 1 – ((0,73)

= 1 – 0,7673 = 0,2327

e) P(Z > -1,59) = P(Z < 1,59) = ((1,59) = 0,9441

f) P(-1,59 ( Z ( 0,73) = ((0,73) – ((-1,59)

  = ((0,73) – [1 – ((1,59)]

  = 0,7673 – [1 – 0,9441]

  = 0,7114

Beräkning av sannolikheter för godtycklig normalfördelning

Antag att X är N((; (2).  Vad är P(X ( x)?  

Vi utnyttjar följande resultat.

Om X är N((; (2), så har

                
[image: image12.wmf]s

m

-

=

X

Z


en standardiserad normalfördelning, dvs. Z är N(0;1).
Tabell 1 kan därför fortfarande användas:

P(X ( x) = 
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Exempel:  Antag att X är N(170; 100).

a) P(X ( 190) = 
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b) P(X ( 160) = 
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           = 1 – 0,8413 = 0,1587

c) P(160 ( X ( 190) = P(X ( 190) – P(X < 160)

         = 0,9772 – 0,1587 = 0,8185

d) P(X ( 190) = 1 – P(X < 190)

           = 1 – 0,9772 = 0,0228

Vi kan alltså finna ett z-värde sådant att vi har en önskad sannolikhet ( i högra svansen.

Ex.: Hitta z-värde sådant att vi har slh  0,01 i högra svansen (dvs. z-värde sådant att P(Z ( z) = 0,01).   Sök på  ( = 0,01 vilket ger z = 2,326.

Ex.: Hitta z-värde sådant att vi har slh 0,025 i vardera svansen. Alltså totalt 0,05 i svansarna.

(Svar: z = (1,96)

Med hjälp av tabellen kan vi bl.a. se att

P(-1,64 ( Z ( 1,64) ( 0,90

P(-1,96 ( Z ( 1,96) ( 0,95

P(-2,58 ( Z ( 2,58) ( 0,99

vilket också kan uttryckas som att

P(( –1,64( (  X ( ( +1,64() ( 0,90

P(( –1,96( (  X ( ( +1,96() ( 0,95

P(( –2,58( (  X ( ( +2,58() ( 0,99

Approximation med normalfördelningen

Binomialfördelningen kan ibland approximeras med en normalfördelning.

Varför approximera?  Vi gör det när binomialför-delningstabellen inte räcker till, och vi dessutom saknar datorprogram som kan ge oss det exakta svaret.

När är det tillåtet att approximera?  

Tumregel 

Approximation tillåten när  nP(1-P) > 9.

Hur går approximationen till?  Vi approximerar binomialfördelningen med en normalfördelning, som har samma väntevärde och varians som den aktuella binomialfördelningen.

Antag att X är Bin(n; P) och att tumregelns krav är uppfyllt. Vi approximerar då binomialfördel-ningen med  N(nP; nP(1-P)).  

Säg att vi vill beräkna  P(X ( c),  där  c  är ett heltal.  Approximationen blir då:
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Ex.:  X är Bin(44; 0,45).  Beräkna P(X ( 26).

        E(X) = nP = 44(0,45 = 19,8

        Var(X) = nP(1-P) = 44(0,45(0,55 = 10,89 (>9)

1. Normalfördelningsapproximation:
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 (enl. Tab. 1)

2. Exakt värde: 0,9786.
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