Kapitel 8 Urvalsmetoder och CGS

8.1 Viantevirdesriktighet och effektivitet

DEFINITION 1: Man séger att en skattning dr véntevardesriktig (eng: unbiased
estimator) om véntevardet for skattningen ar lika med parametern man forsoker
skatta.

Exempel 1: Vi har tidigare visat att £ ()? ) = u d.v.s. att vinteviardet for ett stickprovs-

medelvirde &r lika med populationsmedelvirdet z. Med andra ord r X en
véantevirdesriktig skattning av u .

DEFINITION 2: Av tvé vintevardesriktiga skattningar sdger man att den ar
effektivast (eng: more efficient) som har minst standardavvikelse.

Exempel 2: I exempel 1 ovan sdg vi att X &r en vintevirdesriktig skattning av z . Vi

o . =)\ O . A . .
har tidigare visat att o = 4/ ViX ) = —=". Om vi har tvé olika stora stickprov fran

n

samma population och berédknar stickprovsmedelvérdet i respektive stickprov, sa &r
alltsé stickprovsmedelvérdet som baseras pa det storre stickprovet en effektivare
skattning av ¢z @n det medelvirde som baseras pd det mindre stickprovet.

Eftersomo . dr (ungefdr) ”genomsnittsavstandet till populationsmedelviérdet 1 sa

bor det vara troligast att skattningen X fran det storre stickprovet hamnar nirmast 4 .

Den bor alltsd vara den béttre skattningen och den statistiska termen r alltsa att sdga
att skattningen fran det storre stickprovet dr den effektivaste av de tva.

8.2 Centrala gransvardessatsen

Vi har tidigare i avsnitt 6.5 triaffat pa den sa kallade Stora Talens Lag (STL). Denna
sats siger ungefar att ett stickprovsmedelvirde X , troligen hamnar nira vintevirdet
u=FE (X ) om Vi tagit ett “’stort” stickprov.

I detta avsnitt ska vi stifta bekantskap med den sa kallade Centrala grinsvirdessatsen
(CGS, pé engelska Central Limit Theorem, CLT, se sid. 263 i boken).

Denna sats kan man sédga dr en slags fordjupning av STL. Detta eftersom CGS inte
bara séger att X antagligen hamnar nira z utan med hjilp av CGS kan vi dven rikna

fram hur néira x# som X troligen hamnar. I exempel 1 nedan visas hur man kan ga till
vaga.
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Det som CGS sdger dr att om vi tar ett tillrackligt stort stickprov sa ar
stickprovsmedelvirdet ungefdr normalfordelat.

Anmirkning 1: For att anvinda CGS krévs inte att populationen dr normalférdelad.

Anmirkning 2: Skulle populationen faktiskt vara exakt normalfordelning s ar
stickprovsmedelvirdet ocksa exakt normalfordelat oavsett hur litet stickprovet ar.

Detta beror pa egenskaperna hos normalférdelningen och har inget med CGS att gora.
Man kan motiveras det med hjdlp av Sats 1 och Sats 2 i avsnitt 7.5. (Forst skriver man

om medelvirdet X soml . (X X+ X ), dérefter anvinder man Sats 2
n

respektive Sats 1.)

Anmirkning 3: Vi sa ovan att stickprovsmedelvérdet dr ungefar normalférdelat om
stickprovet ar tillrackligt stort”. D4 &r en naturlig f6ljdfrdga: Hur stort méste n vara
for att det ska vara tillrickligt stort”?

Svaret pa denna fréga dr att det beror pd hur populationen ser ut.

Skulle pop vara exakt normalfordelad sé konstaterade vi ovan (i anmérkning 2) att
dven X #r exakt normalfordelad oavsett stickprovets storlek.

Om populationen i sig dr “néstan normalfordelad” s& befinner vi oss “néstan” i samma

situation som i anmérkning 2. Darfor borde X vara “néstan exakt”
normalfordelningen dven for sma stickprov.

Om populationen i stéllet ar vildigt olik en normalférdelning s& kan man sédga att
CGS inte har ndgon “draghjilp” av anmérkning 2. Det kan da behovas ett mycket

stort 7 for att X ska vara ungefir normalfordelad. Tumregeln som nimns i boken &r

att n >30 for att X ska vara ungefir normalfordelad, men detta inte 4r nagon “helig”
grans. Det kan behdvas dnnu stdrre #n om populationen i sig dr vildigt olik en
normalfordelning. Speciellt om populationen ar skevt fordelad kan det behdvas stora

stickprov for att denna skevhet inte ska sla igenom hos X . For det mesta ricker dock
tumregelns “minst 30” och i manga fall, speciellt om populationen &r hyfsat

symmetrisk, s& 4r X néstan normalfordelad dven for betydligt mindre virde pa 7.
(Studera figuren pa sidan 265 i boken.)

Anmirkning 4: CGS skulle lika gérna kunna uttryckas i termer av summan av
observationerna i ett stickprov: X, + X, +...+ X, . Anledningen till detta &r

att X, + X, +..+ X, =n- X, dvs summa erhélls genom att skala om X med faktorn
n.Med andra ord 4r summan X, + X, +...4+ X, precis lika "normalfordelningslik”

som medelvirdet X ir.
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Exempel 1. Lis igenom hela exempel 2 1 avsnitt 6.5. Vi ska nu med hjdlp av CGS
visa det som pastés dir, att P(3.4 <X< 3.6) ~(0.22.

For det forsta sager ju CGS att X 4r ungefir normalfordelad. Nér vi vil konstaterat
detta gor vi som vanligt nér vi har att gora med en normalférdelad slumpvariabel, vi
gor om den till N(0,1) och slér sedan upp de sokta sannolikheterna 1 NF-tabellen.

Nar vi gor om till en (approximativ) N(0,1)-férdelning bildar vi
X—py X-u

G)? _U/\/;

7 =

For att kunna gora detta maste vi forst ta reda pd u# och o :

X 1 |12 (3 |4 5 6 summa

P(x) |U6|16[1/6[1/6 [1/6 [1/6 |1

xP(x) |1/6]2/6(3/6|4/6 |5/6 |6/6 | u=3xP(x)=21/6=7/2=3.5

x*P(x) | 1/6]4/69/6 | 16/6]25/6 [ 36/6 | E(x*)=5x*P(x)=91/6

Standardavvikelsen for X blir alltsa

2
o =vo? = E(x?)- 12 :1/%—(9 = %—%:ngmms.

Vi far nu

34-35 X—u __36-35
1.7078//10 ~ o //n ~ 1.7078/+/10
= P(Z <0.19)- P(Z <-0.19) = 0.5753 - 0.4247 = 0.1506 ~ 15%

P(3.4S)7£3.6)=P[ jzp(—o.wszso.w):

Vi fick inte 22 % som det pastods i exemplet och detta beror pa att vi ovan inte tagit
hénsyn till att vi approximerar en diskret, heltalsvérd variabel med en kontinuerlig
slumpvariabel. Vi har tidigare konstaterat att det i sddana fall ar lampligt at anvéinda
sig av >-korrektion.

Det ér ldttare att fa '2-korrektionen rétt om vi forst uttrycker véra olikheter med hjilp
av summan X, + X, +...+ X,, =10- X .

Olikheterna
3.4 < X <3.6 ir det samma som
34< X, +X,+...+X,, <36, vilket 4r det samma som

335X, + X, +...+ X,, £36.5, vilket i sin tur &r det samma som
3.35< X <3.65.

Med Y-korrektion far vi alltsd
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P(3.4S)733.6)=P(3.35s)?s3.65):P( 34-335 _X-p_ 3.65-35 ]z

< <
1.7078/10 ~ o /+/n ~ 1.7078/4/10
~ P(— 028<Z7Z< 0.28) =0.6103 -0.3897 = 0.2206 =~ 22% vilket var vad som tidigare
pastods.
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