	


Statistik 1-15 hp STG A01 och STG A06



	KAPITEL 6.

Efter att ha studerat detta kapitel skall du kunna
· definiera sannolikhetsfördelning och slumpvariabel 

· skilja mellan diskreta och kontinuerliga sannolikhetsfördelningar 

· beräkna väntevärde, varians och standardavvikelse i en diskret sannolikhetsfördelning 

· använda binomialfördelningen för att beräkna sannolikheter och beskriva fördelningens egenskaper 

· använda den hypergeometriska fördelningen för att beräkna sannolikheter och beskriva fördelningens egenskaper 

· använda Poissonfördelningen för att beräkna sannolikheter och beskriva fördelningens egenskaper 



Sannolikhetsfördelningar.

I tidigare kapitel såg vi att ett försök kunde utmynna i olika utfall. De olika utfallen bildade tillsammans utfallsrummet. Om vi till varje utfall anger en sannolikhet så har vi fått en diskret sannolikhetsfördelning.

En enkel sannolikhetsfördelning får vi om kastar en tärning och ser på antal ögon upp. Vi har sex olika utfall som är lika sannolika.

Möjliga utfall vid ett tärningskast
Sannolikhet för respektive utfall
1

1/6

2

1/6

3

1/6

4

1/6

5

1/6

6

1/6

 

Vi kan förenkla arbetet med sannolikhetsfördelningar genom att införa begreppet slumpvariabel. I stället för att definiera händelser av typen A=Tärningskastet ger en etta, B=Tärningskastet ger en tvåa osv. kan vi definiera en variabel X=Antal ögon upp vid ett tärningskast. Variabeln kan anta 6 olika värden, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Vi låter x (lilla x) representera dessa värden medan X representerar själva texten "Antal ögon upp vid ett tärningskast". Detta skrivsätt skiljer sig från bokens framställning och för en kort diskussion kring användandet av stora X och lilla x bör du redan nu läsa första två sidorna av kompendiet Kompletteringar till boken.

Sannolikheten att antalet ögon upp vid ett tärningskast blir två kan kort skrivas P(X=2) eller ännu kortare P(2). 

Eftersom det är slumpen som avgör vilket värde variabeln X skall anta kallas X för slumpvariabel. Och eftersom utfallsrummet är diskret så är X en diskret slumpvariabel och X har en diskret sannolikhetsfördelning. Om utfallsrummet för en slumpvariabel är kontinuerligt är variabeln en kontinuerlig slumpvariabel med en kontinuerlig sannolikhetsfördelning. Detta behandlas senare i kursen.

Med en liten förändring av rubrikerna i ovanstående tabell och X=Antal ögon upp vid ett tärningskast kan vi skriva sannolikhetsfördelningen så här;

 

Antal ögon upp
x
P(X=x) = P(x)
1

1/6 ≈ 0.17

2

1/6 ≈ 0.17

3

1/6 ≈ 0.17

4

1/6 ≈ 0.17

5

1/6 ≈ 0.17

6

1/6 ≈ 0.17

Grafiskt illustreras en diskret sannolikhetsfördelning med ett stolpdiagram.
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Denna sannolikhetsfördelning, där alla utfall är lika sannolika, är så pass vanligt förekommande i många sannolikhetsproblem att den har fått ett namn. Den kallas för likformig fördelning.

Istället för att räkna upp alla utfall i utfallsrummet (vilket ibland kan vara omöjligt om vi har oändligt många utfall) kan man ibland ange sannolikhetsfördelningen med en enkel formel.

I ovanstående exempel kan vi skriva P(x)=1/6 för x=1, 2, 3, 4, 5, 6. Det brukar vara underförstått att P(x)=0 för alla andra värden på x än de uppräknade. T.ex. sannolikheten att få en åtta på en vanlig sexsidig tärning är ju noll, P(8)=0.

Mer generellt kan vi uttrycken den likformiga fördelningen så att om X har N olika utfall i utfallsrummet, där alla utfall är lika sannolika, så är X likformigt fördelad med P(x)=1/N för x=1, 2, ..., N. Om vi känner stora N kan vi räkna ut sannolikheten för samtliga utfall i den likformiga fördelningen. Stora N kallas för fördelningens parameter.

Den likformiga fördelningen är ju mycket enkel. Vi tittar vidare på ett annat exempel och ser hur det fungerar då vi har en fördelning som inte är likformig.

Exempel. Kasta två tärningar (en blå tärning och en grön tärning) och summera resultaten. Vilket är utfallsrummet nu? Den minsta summa vi kan få är då båda tärningarna visar 1 och då blir ju summan 2. Den största summan vi kan få är 12 vilket vi får då båda tärningarna visar 6.

Utfallsrummet för X=Summan av antal ögon upp vid kast med två tärningar är {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Hur är det med sannolikheterna för dessa utfall? Är alla lika sannolika?

Vi tittar på summan av två kast i en tabell;

  

Den blå tärningen
Den gröna tärningen
 

1
2
3
4
5
6
1
2

3

4

5

6

7

2
3

4

5

6

7

8

3
4

5

6

7

8

9

4
5

6

7

8

9

10

5
6

7

8

9

10

11

6
7

8

9

10

11

12

Tabellen innehåller 36 celler där varje cell motsvarar en möjlig utfallskombination av de två tärningarna. Alla celler är lika sannolika och har sannolikheten 1/36.

Sannolikheten för utfallet 1, 1 är alltså 1/36 vilket medför att x=1+1=2.

Sannolikheten för utfallet 2, 2 är naturligtvis också 1/36 och då är x=2+2=4. Men det betyder inte att vi kan vända på resonemanget och påstå att P(4)=1/36. Varför?

Tittar vi närmare i tabellen ser vi att summan 4 förkommer vid fler tillfällen. 1+3 och 3+1 är också 4, men summan 2 kan vi enbart få då båda tärningarna visar 1.

Vi får då alltså P(2)=1/36 och P(4)=3/36

Går vi igenom hela tabellen kan vi ange hela sannolikhetsfördelningen:

  

Summa
x
P(x)
2

1/36

3

2/36

4

3/36

5

4/36

6

5/36

7

6/36

8

5/36

9

4/36

10

3/36

11

2/36

12

1/36

 

Grafiskt ser fördelningen ut så här;

[image: image2.png]P

Sannolikhetst
X=Summan av

Srdelning for
a tarningskast

02 —

01 —

00 —





Här ser vi att de olika utfallen i utfallsrummet har olika sannolikheter. Så är det vanligen i en diskret sannolikhetsfördelning.

 



Väntevärde, varians och standardavvikelse.

Precis som i början av kursen kan det vara intressant att sammanfatta variabelns egenskaper med olika statistiska mått. Att vi vid ett tärningskast får något värde mellan 1 och 6 vet vi. Men vad får vi i genomsnitt om vi kastar tärningen många gånger? Vi vet också att det inte blir samma värde varje gång vi kastar tärningen utan utfallen varierar. Hur kan vi beskriva denna variation?

Det vi får i genomsnitt då vi kastar tärningen jättemånga gånger (egentligen oändligt många gånger) kallas för väntevärde (expected value). I boken har man huvudsakligen använt medelvärde (mean) som benämning. Beteckningar för detta är E(X) och µ. E kommer från engelskans Expected. µ är den grekiska bokstav vi använde för populationsmedelvärdet. I sannolikhetsfördelningen kommer dessa beteckningar att användas synonymt, dvs. det gäller att E(X)=µ.

I en sannolikhetsfördelning definierar vi väntevärdet som
E(X)=µ=[x.P(x)].

Vi ser att detta är inte samma definition som gavs i kapitel 3 då vi sa att µ=(x)/N. Att ha två olika definitioner som båda har beteckningen µ kan tyckas förvirrande, men det hela reder ut sig då du läst kompendiet om " Kompletteringar till boken". Du behöver inte läsa detta kompendium just nu utan kan vänta tills du kommer dit enligt kursplaneringen.

 



Exempel A. Låt X=Antal ögon upp vid ett tärningskast. Enklast beräknar vi väntevärdet genom att lägga till en kolumn till sannolikhetsfördelningen vi tog fram ovan.

 

Antal ögon upp
x
P(x)
x.P(x)
1

1/6

1.1/6=1/6

2

1/6

2.1/6=2/6

3

1/6

3.1/6=3/6

4

1/6

4.1/6=4/6

5

1/6

5.1/6=5/6

6

1/6

6.1/6=6/6

Summa
1
21/6 = 3.5
 

Väntevärdet, µ, för ett tärningskast är alltså lika med summan av sista kolumnen, dvs. 3.5. Det betyder alltså att om vi kastar tärningen (oändligt) många gånger så får vi i genomsnitt 3.5.

 



Exempel B. Låt X=Summan av två tärningskast. På samma sätt som i förra exemplet använder vi den sannolikhetsfördelning vi redan tagit fram;

 

Summan av två kast
x
P(x)
x.P(x)
2

1/36

2.1/36 = 2/36

3

2/36

3.2/36 = 6/36

4

3/36

4.3/36 = 12/36

5

4/36

5.4/36 = 20/36

6

5/36

6.5/36 = 30/36

7

6/36

7.6/36 = 42/36

8

5/36

8.5/36 = 40/36

9

4/36

9.4/36 = 36/36

10

3/36

10.3/36 = 30/36

11

2/36

11.2/36 = 22/36

12

1/36

12.1/36 = 12/36

Summa
1
252/36 = 7
 

Väntevärdet, µ, för summan av två kast är alltså 7. Kastar vi två tärningar och noterar summan och sedan upprepar detta (oändligt) många gånger så kommer summan i genomsnitt att bli 7.

 



Exempel C. Vi kan tänka oss att se på det senaste exemplet på ett lite annorlunda sätt. Vi är fortfarande intresserade av summan av två tärningskast, men vi tittar på var tärning för sig. Om vi betecknar utfallet på den första (blå) med X1 och utfallet på den andra (gröna) med X2 så har vi nu två slumpvariabler som båda har samma sannolikhetsfördelning. (Se exempel A.)
Det gäller alltså att µ1=µ2=3.5. Vi kan även skriva E(X1)=E(X2)=3.5.

Om vi blandar in ytterligare en slumpvariabel, som vi kan kalla Y, som får vara summan av de två kasten kan vi skriva Y=X1+X2.

Vi söker nu E(Y). Enligt det senaste exemplet så är ju detta väntevärde 7. 
Vi kan också konstatera att E(X1)+E(X2)=3.5+3.5=7. Detta är ingen tillfällighet. 
Man kan visa att om Y=X1+X2 så är E(Y)=E(X1+X2)=E(X1)+E(X2). Du kan läsa mer om detta i kompendiet " Kompletteringar till boken".

 



Varians och standardavvikelse.

Som vi tidigare sett räcker det inte med att ange genomsnittet. Ofta behöver vi dessutom ett mått på spridningen kring genomsnittsvärdet. Precis som tidigare använder vi för detta ändamål varians och standardavvikelse.

Variansen i en sannolikhetsfördelning definieras av

2=[(x-µ)2.P(x)] och standardavvikelsen är roten variansen. En alternativ beteckning till 2 är V(X).

Vi tar en ny titt på exempel A ovan. X=Antal ögon upp vid kast med en tärning. För att beräkna variansen behöver vi (x-µ)2. Sedan förut har vi µ=3.5=7/2. Vi kompletterar vår tabell.

 

Antal ögon upp
x
P(x)
(x-µ)
(x-µ)2
(x-µ)2.P(x)
1

1/6

1-7/2 = -5/2

25/4

25/4.1/6 = 25/24

2

1/6

2-7/2 = -3/2

9/4

9/24

3

1/6

3-7/2 = -1/2

1/4

1/24

4

1/6

4-7/2 = 1/2

1/4

1/24

5

1/6

5-7/2 = 3/2

9/4

9/24

6

1/6

6-7/2 = 5/2

25/4

25/24

Summa
1
0
 

70/24  = 2.92
Variansen är alltså 2.92 och standardavvikelsen får vi genom att dra roten ur 2.92. (Roten ur är samma sak som upphöjt till 0.5 vilket är enklare att skriva på webben.) 2.920.5=1.71

2 = V(X) = 2.92
 = 1.71

 



I kapitel 3 skrev vi om variansen till en formel som var mer praktisk att använda vid handräkning. Detsamma kan vi göra här. Man kan visa att 

2=[(x-µ)2.P(x)]=E(X2)-µ2=x2.P(x)-µ2.

Vi kontrollerar att vi får samma resultat som i exemplet ovan;

 

Antal ögon upp
x
P(x)
x2
x2.P(x)
1

1/6

1

1.1/6 = 1/6

2

1/6

4

4/6

3

1/6

9

9/6

4

1/6

16

16/6

5

1/6

25

25/6

6

1/6

36

36/6

Summa
1
 

91/6
x2.P(x) = 91/6 = 364/24
µ2 = 3.52 = (7/2)2 = 49/4 = 294/24

2 = V(X) = x2.P(x) - µ2 = 364/24 - 294/24 = 70/24 =2.92.

Stämmer!

 



Vi tar och beräknar varians och standardavvikelse även i exempel B ovan där vi hade beräknat E(X)=µ=7.

Summan av två kast
x
P(x)
x2
x2.P(x)
2

1/36

4

4/36

3

2/36

9

18/36

4

3/36

16

48/36

5

4/36

25

100/36

6

5/36

36

180/36

7

6/36

49

294/36

8

5/36

64

320/36

9

4/36

81

324/36

10

3/36

100

300/36

11

2/36

121

242/36

12

1/36

144

144/36

Summa
1
 

1974/36

	x2.P(x) = 1974/36 = 1316/24
µ2 = 72 = 49 = 1176/24

2 = x2.P(x) - µ2 = 1316/24 - 1176/24 = 140/24 = 5.83.
= (140/24)0.5 = 2.42

 



Vi tittar tillbaka på Exempel C. Vi hade konstaterat att

E(X1) = E(X2) = 3.5

E(Y) = E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2) = 3.5 + 3.5 = 7

Låt oss se om variansen går att beräkna på motsvarande sätt.

Variansen för Y, V(Y), skulle i så fall vara lika med summan av varianser för X1 och X2.

Nu gäller att V(X1) = 70/24. Detsamma gäller för X2. Variansen för Y skall i så fall vara

70/24 + 70/24 = 140/24 = 5.83.

Detta stämmer med beräkningen ovan. 
Det gäller att V(Y) = V(X1 + X2)= V(X1) + V(X2) om X1 och X2 är oberoende. Du kan läsa mer om detta i kompendiet "Kompletteringar till boken".

Observera att trots att det går fint att summera varianserna så går det inte att beräkna standardavvikelsen för Y genom att summera standaravvikelserna för X1 och X2.

Standaravvikelsen för X1 (och för X2) var ju 1.71 medan standaravvikelsen för Y var 2.42.

1.71 + 1.71 = 3.42 ≠ 2.42.

För att beräkna standardavvikelsen för summan måste vi först summera varianserna och sedan dra roten ur den summan.

  



Vi såg ovan ett exempel på likformig sannolikhetsfördelning. Det finns fler situationer där en viss typ av sannolikhetsfördelning dyker upp. Några sådana ofta förekommande sannolikhetsfördelningar presenteras här.

Hypergeometrisk fördelning.

Exempel. Antag att du framför dig på bordet har en låda som innehåller 10 bollar. 4 av dessa är gula och resterande 6 är blå. Drag slumpmässigt utan återläggning 4 stycken bollar. Låt X=Antal gula bollar i urvalet. Redovisa i en tabell sannolikhetsfördelningen för X.

Först måste vi fundera på utfallsrummet för X. Antal gula bollar i urvalet kan vara 0, 1, 2, 3 eller 4.

Antal gula bollar
x
P(x)
0

 

1

 

2

 

3

 

4

 

Summa
 

För att få fram t.ex. sannolikheten att x=2 kan vi resonera enligt följande;

 

Gula bollar
Blå bollar
Totalt
Population
4

6

10

Stickprov
2

2

4

Först funderar vi på hur många olika urval det går att göra om vi bortser från färg. Vi ska välja ut 4 bollar från de 10 som finns. Dragningen sker utan återläggning och det spelar ingen roll i vilken ordning vi får bollarna eftersom vi bara skall räkna hur många som har en viss färg när vi har dragit klart. Enligt vad vi kom fram till i kapitel 5 så är antalet 10C4 = 10!/(4!.6!)=210. Alla dessa 210 kombinationer är lika sannolika.

Hur många av dessa 210 urval innehåller exakt 2 gula bollar?

Vi måste alltså välja 2 gula bollar från de fyra som finns. Detta kan göras på 4C2=6 sätt. Men för att exakt 2 av 4 skall vara gula så måste ju de andra vara blå, så vi skall alltså också välja 2 blå från de 6 som finns. Detta kan göras på 6C2=15 sätt. Så totalt finns det alltså 6.15=90 urval som innehåller exakt 2 gula och 2 blå bollar. Den sökta sannolikheten blir då enligt klassiska sannolikhetsdefinitionen P(2)=90/210=0.4286.

På motsvarande sätt kan vi beräkna de övriga sannolikheterna i fördelningen.
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Antal gula bollar
x
P(x)
0

15/210 ≈ 0.0714

1

80/210 ≈ 0.3810

2

90/210 ≈ 0.4286

3

24/210 ≈ 0.1143

4

1/210 ≈ 0.0048

Summa
210/210 = 1
Om vi försöker hitta ett sätt att generellt lösa denna typ av problem kan vi ta exemplet mera allmänt.

Antag att du framför dig på bordet har en låda som innehåller N bollar. S stycken av dessa har en egenskap vi är intresserade av (är gula) och resterande N-S saknar egenskapen (de är inte gula). Drag slumpmässigt utan återläggning n stycken bollar. Låt X=Antal bollar i urvalet som har sökt egenskap. Redovisa sannolikhetsfördelningen för X.

 

 

Antal med sökt egenskap

Antal som saknar sökt egenskap

Totalt

Population

S

N-S

N

Stickprov

x

n-x

n

Först funderar vi på hur många olika urval det går att göra om vi bortser från egenskap. Vi ska välja ut n bollar från de N som finns. Dragningen sker utan återläggning och det spelar ingen roll i vilken ordning vi får bollarna eftersom vi bara skall räkna hur många som har en viss egenskap när vi har dragit klart. Enligt vad vi kom fram till i kapitel 5 så är antalet NCn = N!/(n!.(N-n)!).

Hur många av dessa NCn urval innehåller exakt x bollar med sökt egenskap?

Vi måste alltså välja x bollar från de S som finns med sökt egenskap. Detta kan göras på SCx sätt. Men för att exakt x av n skall ha sökt egenskap så måste ju de andra i urvalet sakna egenskapen, så vi skall alltså också välja n-x  från de N-S som saknar egenskapen. Detta kan göras på N-SCn-x sätt. Så totalt finns det alltså (SCx).(N-SCn-x) urval som innehåller exakt x bollar med sökt egenskap och n-x utan. Den sökta sannolikheten blir då enligt klassiska sannolikhetsdefinitionen 
P(x)=(SCx).(N-SCn-x)/NCn.

Detta är ett uttryck (i form av en formel) för sannolikhetsfördelningen. Denna sannolikhetsfördelning har namnet hypergeometrisk sannolikhetsfördelning.

För att kunna använda formeln måste vi först veta hur många element det finns i populationen, N. Vi måste också veta hur många som skall väljas ut, n. Slutligen måste vi känna till hur många i populationen som har sökt egenskap, S. Dessa tre värden (N, n, S) är den hypergeometriska sannolikhetsfördelningens parametrar.



Om vi går tillbaka till exemplet. Hur många gula bollar förväntar vi oss att vi ska få i vårt urval? Eller annorlunda uttryckt; Om vi gör (oändligt) många urval av storleken 4, hur många gula bollar kommer vi att få i genomsnitt?

Vi söker alltså E(X)=µ=[x.P(x)].

Antal gula bollar
x
P(x)
x.P(x)
0

15/210

0

1

80/210

80/210

2

90/210

180/210

3

24/210

72/210

4

1/210

4/210

Summa
1
336/210=1.6
Förväntat antal gula bollar i urvalet är alltså µ=1.6.

Vi kommer naturligtvis inte i ett enskilt urval kunna få 1.6 gula bollar. Detta värde är vad som kommer hända i snitt då vi upprepar försöket. Ibland får vi fler, ibland färre. Det varierar mellan de olika urvalen. Ett mått på denna variation är ju varians och standardavvikelse.

2 = V(X) = x2.P(x) - µ2 

Antal gula bollar
x
P(x)
x2
x2.P(x)
0

15/210

0

0

1

80/120

1

80/120

2

90/210

4

360/210

3

24/210

9

216/210

4

1/210

16

16/210

Summa
1
 

672/210
2 = V(X) = x2.P(x) - µ2 = 672/210 - 1.62 = 0.64

 = (2)0.5 = 0.640.5 = 0.8

En tolkning av medelvärde är ju att det representerar fördelningens tyngdpunkt. (Se figur i boken på sidan 59.)

Fundera kring denna tolkning och rita in µ=1.6 i nedanstående graf. (OBS! Rita inte på bildskärmen! Skriv ut sidan först!)
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Sannolikhetsférdelning for
X=Antal gula bollar i urvalet







Ibland är det inte antalet som är intressant utan andelen, proportionen. Proportionen betecknas i stickprovet med p och i populationen används den grekiska motsvarigheten . Om vi känner parametrarna i den hypergeometriska fördelningen är det lätt att beräkna .

=S/N. I exemplet är alltså andelen gula bollar i populationen =4/10=0.4.

OBS! Förväxla inte detta  med den matematiska konstanten =3.14 som används t.ex. vid beräkning av cirkelns area. Här används  enbart för att det är den grekiska motsvarigheten till vårt p som betecknar proportion.



Om X är hypergeometriskt fördelad så finns det en genväg att beräkna väntevärde och varians. Formlerna ovan fungerar naturligtvis utmärkt men kan vara lite tidsödande att använda eftersom man först måste beräkna alla sannolikheter.
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Vi kontrollerar om det stämmer i vårt exempel.

µ = n. = 4.0.4 = 1.6

2 = n..(1-).(N-n)/(N-1) = 4.0.4.0.6.(10-4)/(10-1) = 0.64

Det stämmer med beräkningarna ovan. 

 



Binomialfördelningen.

 

Exempel. Antag att du framför dig på bordet har en låda som innehåller 10 bollar. 4 av dessa är gula och resterande 6 är blå. Drag slumpmässigt med återläggning 4 stycken bollar. Låt X=Antal gula bollar i urvalet. Redovisa i en tabell sannolikhetsfördelningen för X.

Skillnaden från exemplet i hypergeometriska fördelningen är alltså att vi nu väljer en boll, noterar dess färg och sedan lägger vi tillbaka den i lådan innan vi drar nästa boll.

Hur påverkar det vår sannolikhetsfördelning? Uppenbart kan det knappast påverka utfallsrummet. Antal gula bollar i urvalet måste fortfarande vara 0, 1, 2, 3 eller 4.

Antal gula bollar
x
P(x)
0

 

1

 

2

 

3

 

4

 

Summa
 

Vad är sannolikheten att vi får två gula bollar i urvalet? P(2).

Ett möjligt urval vi kan få är

GUL, GUL, BLÅ, BLÅ.

Vad är sannolikheten för detta?

Vi kan först definiera en händelse. Låt G=Den valda bollen är gul.

Det finns vid varje dragning 10 bollar varav 4 är gula, så P(G) = p = 0.4.

Sannolikheten att i en enskild dragning erhålla en blå boll blir P(~G) = 1-P(G) = 1-  = 0.6. Blå är här komplementhändelse till gul.

Sannolikheten för utfallet GUL, GUL, BLÅ, BLÅ kan skrivas
P(G och G och ~G och ~G).

Enligt multiplikationsregeln för oberoende händelser kan denna sannolikhet beräknas genom
P(G och G och ~G och ~G) = P(G).P(G).P(~G).P(~G) = 0.4.0.4.0.6.0.6 = 0.42.0.62 = 0.0576.

Är detta svaret? Nej, det är det inte. Det finns fler utfall som innehåller exakt 2 gula. T.ex. GUL, BLÅ, GUL, BLÅ. Sannolikheten för detta utfall beräknas genom
P(G och ~G och G och ~G) = P(G).P(~G).P(G).P(~G) = 0.4.0.6.0.4.0.6 = 0.42.0.62 = 0.0576. Sannolikheten för detta utfall var alltså lika stor som för det förra.

Hur många sådana utfall finns det som innehåller exakt 2 gula och 2 blå bollar?

Tänk dig att du ska lägga två gula och två blå bollar i var sitt fack. Du måste nu välja ut 2 fack från de fyra att lägga dina gula bollar i. (I de två överblivna facken lägger du de blå.) På hur många sätt kan vi välja två fack från fyra. Vi kan inte lägga fler bollar i samma fack, så vi måste välja utan återläggning och det spelar ingen roll i vilken ordning vi väljer facken utan det viktiga är vilka fack som väljs.

Att välja 2 från 4 utan återläggning och utan hänsyn till ordningen kan göra på 4C2 = 6 sätt. De 6 möjliga utfallen är

U1 GUL GUL BLÅ BLÅ
U2 GUL BLÅ GUL BLÅ
U3 GUL BLÅ BLÅ GUL
U4 BLÅ BLÅ GUL GUL
U5 BLÅ GUL BLÅ GUL
U6 BLÅ GUL GUL BLÅ

Alla dessa utfall har sannolikheten 0.42.0.62. (Kontrollera detta!)

De sex utfallen är disjunkta. Vi kan inte samtidigt få t.ex. U2 och U6. Så sannolikheten att få exakt 2 gula bollar i urvalet är alltså lika med sannolikheten att få något av utfallen U1 - U6. Denna sannolikhet beräknar vi med additionssatsen för disjunkta händelser.

P(2) = P(U1 eller U2 eller U3 eller U4 eller U5 eller U6) = 
P(U1)+P(U2)+P(U3)+P(U4)+P(U5)+P(U6) =
0.42.0.62+0.42.0.62+0.42.0.62+
+0.42.0.62+0.42.0.62+0.42.0.62 = 
6.0.42.0.62 = 
4C2.0.42.0.62 = 4C2.2.(1-)2 = 0.3456.

Vi kan med motsvarande resonemang räkna fram samtliga sannolikheter till vår sannolikhetsfördelning.

P(0) = 4C0.0.40.0.64 = 0.1296
P(1) = 4C1.0.41.0.63 = 0.3456
P(2) = 4C2.0.42.0.62 = 0.3456
P(3) = 4C3.0.43.0.61 = 0.1536
P(4) = 4C4.0.44.0.60 = 0.0256

Det kanske kan vara på sin plats att påminna om räknereglerna som säger att "någonting" upphöjt till 0 är 1 och att definitionen av 0!=1.

Antal gula bollar
x
P(x)
0

0.1296

1

0.3456

2

0.3456

3

0.1536

4

0.0256

Summa
1
Vi generaliserar ovanstående exempel. Lägg märke till att när vi drar med återläggning så spelar det ingen roll hur många bollar vi har i lådan. Det är enbart proportionen gula bollar som intresserar oss. Om lådan innehåller 10 bollar varav 4 är gula eller 1000 bollar varav 400 är gula har ingen betydelse. Sannolikheten är ändå =4/10 = 400/1000=0.4 att bollen vi drar är gul.

Antag att du framför dig på bordet har en låda som innehåller bollar. Proportionen bollar med sökt egenskap (=gul) är i lådan . Drag med återläggning mellan dragningarna n stycken bollar och notera vid varje dragning bollens egenskap (=färg). Låt X=Antalet bollar i urvalet med sökt egenskap. Redovisa sannolikhetsfördelningen för X.

Då vi ska räkna ut P(X=x) söker vi sannolikheten för alla urval som innehåller exakt x stycken med egenskapen och n-x stycken som saknar egenskapen.

Vi tänker oss att vi har n stycken fack där vi skall placera våra bollar. Vi väljer ut x stycken att placera bollarna som har sökt egenskap. Detta kan vi göra på nCx sätt. 

Varje tänkbart urval med exakt x stycken bollar som har sökt egenskap och n-x som saknar egenskapen har sannolikheten
x(1-)n-x.

Unionsannolikheten för dessa urval är enligt additionssatsen för disjunkta händelser
x(1-)n-x+x(1-)n-x+...+x(1-)n-x = [nCx stycken termer] = nCx.x(1-)n-x.

P(X=x) = P(x) = nCx.x(1-)n-x.

Detta är ett uttryck (i form av en formel) för sannolikhetsfördelningen. Denna sannolikhetsfördelning har namnet binomialfördelningen.

För att kunna använda formeln måste vi känna proportionen, , i populationen som  har sökt egenskap. Vi måste också veta hur många element som skall väljas, n. Dessa två värden (n, ) är binomialfördelningens parametrar.



Om vi går tillbaka till exemplet. Hur många gula bollar förväntar vi oss att vi ska få i vårt urval? Eller annorlunda uttryckt; Om vi gör (oändligt) många urval av storleken 4, hur många gula bollar kommer vi att få i genomsnitt?

Vi söker alltså E(X)=µ=[x.P(x)].

Antal gula bollar
x
P(x)
x.P(x)
0

0.1296

0

1

0.3456

0.3456

2

0.3456

0.6912

3

0.1536

0.4608

4

0.0256

0.1024

Summa
1
1.6
Förväntat antal gula bollar i urvalet är µ=1.6.

Vi bör naturligtvis även titta på spridningen kring µ. Vi räknar vidare;

2 = V(X) = x2.P(x) - µ2 

Antal gula bollar
x
P(x)
x2
x2.P(x)
0

0.1296

0

0

1

0.3456

1

0.3456

2

0.3456

4

1.3824

3

0.1536

9

1.3824

4

0.0256

16

0.4096

Summa
1
 

3.52
2 = V(X) = x2.P(x) - µ2 = 3.52 - 1.62 = 0.96.
 = 0.960.5 = 0.9798.

Grafiskt ser fördelningen ut såhär;
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Precis som i fallet med den hypergeometriska fördelningen finns det en genväg vid beräkning av väntevärde och varians. Man kan visa att följande samband gäller då X är binomialfördelad;

µ = x.P(x) = n.
2 =x2.P(x)-µ2 = n..(1-)

Vi kontrollerar med vårt exempel;

µ = n. = 4.0.4 = 1.6

2 = n..(1-) = 4.0.4.0.6 = 0.96

Det stämmer med beräkningarna ovan.



Jämförelse mellan hypergeometrisk fördelning och binomialfördelningen.

Vi såg i exemplen ovan att vi i båda fallen drog ett slumpmässigt urval och räknade hur många gånger vi "lyckades" dra en gul boll. Vi behöver naturligtvis inte begränsa oss till att titta på bollar i olika färger utan fördelningarna gäller i situationer där vi upprepar ett försök n gånger och där varje försök lyckas eller misslyckas. Variabeln X är antalet försök som lyckas. Detta gäller både i hypergeometriska fördelningen och i binomialfördelningen. 

Det som skiljer fördelningarna är att i binomialfallet har vi oberoende upprepningar. Dvs. vad som hänt tidigare spelar ingen roll, vi har hela tiden samma förutsättningar i varje nytt försök. Vi såg till att skapa detta oberoende i exemplet ovan genom att efter varje dragning lägga tillbaka bollen. På så sätt hade vi hela tiden 40% gula bollar i lådan.

När vi i första exemplet drog bollar utan återläggning skapades ett beroende mellan dragningarna. Andelen gula bollar förändrades hela tiden allt eftersom vi lade bollar åt sidan. Sannolikheten att få en gul boll i andra dragningen är beroende av vad vi fick i den första. Från början fanns 10 bollar varav 4 var gula. Men inför andra dragningen finns nu bara nio bollar kvar och 3 eller 4 av dessa är gula, beroende på vad som hände i första dragningen.

Vi använder alltså binomialfördelningen då vi har oberoende upprepningar, medan hypergeometrisk fördelning används då vi drar utan återläggning och på så sätt skapar ett beroende.



Beroendet vi skapar genom att dra utan återläggning påverkar sannolikheterna för olika utfall. Hur stort detta beroende är påverkas av populationens storlek.

Tänk dig att du har en ask med två ringar, en i guld och en i silver. Drag slumpmässigt en av ringarna. Vad är sannolikheten att den är av guld? Sannolikheten är naturligtvis 1/2=0.5. 50% av ringarna (1 av 2) var ju av guld. 
Antag att dragningen skedde utan återläggning. Drag ytterligare en ring. Vad är sannolikheten att den är av guld? 
Sannolikheten för detta är beroende av den första dragningen. Om den första ringen var av guld finns nu bara en silverring kvar och sannolikheten att då få en guldring är 0. Om däremot den första ringen var av silver finns bara guldringen kvar och sannolikheten är då i stället 1 att den andra ringen är av guld.

Vi ökar på populationsstorleken. Antag nu istället att asken innehåller tio ringar, 5 av guld och 5 av silver. Drag en ring slumpmässigt. Vad är sannolikheten att den är av guld? Eftersom asken innehåller 50% guldringar så är sannolikheten att dra en sådan 0.5.
Vi antar igen att du lägger den första ringen åt sidan och drar en ring till. Vad är sannolikheten att denna ring är av guld?
Nu finns ju inför denna dragning 9 ringar kvar. 4 eller 5 av dessa är av guld. Sannolikheten är alltså 4/9≈0.44 om den första första var av guld och 5/9≈0.56 om den första var av silver. Vi ser att svaret beror på vad som inträffat tidigare, men skillnaden är inte så stor som då vi hade enbart 2 ringar i asken.

Vi tänker oss nu att asken är jättestor och innehåller 10 000 ringar varav 5000 är av guld och resten av silver. Vi upprepar vad vi gjorde ovan. Vid första dragningen finns 50% guldringar i asken och sannolikheten att den först dragna ringen är av guld är 0.5.
Vid den andra dragningen finns 9999 ringar kvar varav antigen 5000 eller 4999 är av guld. Sannolikheten att den andra ringen vi drar är av guld är 4999/9999≈0.500 om den första var av guld och 5000/9999≈0.500 om den första var av silver. Avrundat till tre decimaler ser vi ingen skillnad mellan sannolikheterna. Beroendet är väldigt litet i denna situation.

Om vi drar med återläggning efter varje dragning har vi ju alltid 50% guldringar i asken oavsett om vi har 2, 10 eller 10 000 ringar. Sannolikheten är då alltid 0.5 att dra en guldring oavsett om det är första eller andra dragningen. Vi har alltid oberoende upprepningar då vi drar med återläggning.

Om populationsstorleken är stor (i förhållande till urvalsstorleken) så kommer beroendet i den hypergeometriska fördelningen att vara litet och fördelningen kommer vara väldigt lik binomialfördelningen. Om däremot populationsstorleken inte är stor i förhållande till urvalets storlek är beroendet starkt vid dragning utan återläggning och vi kommer ha stora skillnader mellan den hypergeometriska fördelningen och binomialfördelningen. 



Vi kan titta på vårt bollexempel hur beroendet påverkade de olika utfallens sannolikheter.

X = Antal gula bollar i urvalet (N=10, n=4, S=4)
x
Dragning utan återläggning
X är hypergeometriskt fördelad
Dragning med återläggning
X är binomialfördelad
P(x)
P(x)
0

0.0714

0.1296

1

0.3810

0.3456

2

0.4286

0.3456

3

0.1143

0.1536

4

0.0048

0.0256

Summa
1
1
Om vi t.ex. vill veta sannolikheten att få exakt 2 gula bollar i urvalet så kan vi läsa av den sannolikheten i tabellen ovan.

Om vi drar utan återläggning är X hypergeometriskt fördelad med parametrarna (N=10, n=4, S=4).
P(X=2) = P(2) = 0.4286.

Om vi drar med återläggning är X binomialfördelad med parametrarna (n=4, =0.4).
P(X=2) = P(2) = 0.3456.



Vi häller i lite bollar till i lådan. Antag nu att den innehåller 60 bollar varav 24 är gula. Drag fyra bollar och räkna antalet gula bollar i urvalet. Hur kommer sannolikhetsfördelningen att påverkas av de nya förutsättningarna?

Vi börjar med fallet då vi drar med återläggning. Vi har då proportionen =24/60=0.4. X är alltså precis som förut binomialfördelad med parametrarna (n=4, =0.4). Den högra kolumnen i tabellen ovan blir alltså oförändrad.

Vi fortsätter med fallet då vi drar utan återläggning. X är då hypergeometriskt fördelad med parametrarna (N=60, n=4, S=24). Vi kan beräkna P(2).
P(2) = (24C2) .(36C2)/(60C4) = 0.3566 (Genomför själv denna beräkning som övning.)

Skillnaden mellan hypergeometriska sannolikheten och binomialsannolikheten är nu ganska liten.

Om vi beräknar hela sannolikhetsfördelningen får vi följande;

X = Antal gula bollar i urvalet (N=60, n=4, S=24)
x
Dragning utan återläggning
X är hypergeometriskt fördelad
Dragning med återläggning
X är binomialfördelad
P(x)
P(x)
0

0.1208

0.1296

1

0.3514

0.3456

2

0.3566

0.3456

3

0.1494

0.1536

4

0.0218

0.0256

Summa
1
1
Vi ser nu när urvalet var relativt litet i förhållande till populationsstorleken är skillnaden mellan fördelningarna inte så stor.



Approximationer.

Om vi fortsätter att hälla i bollar i lådan kommer vi att upptäcka att skillnaden mellan fördelningarna blir mindre och mindre.

Vi kommer också att upptäcka att vid handräkning kommer det bli jobbigare beräkningar med den hypergeometriska fördelningen då N växer. Om vi t.ex. har N=70 bollar i lådan kommer det i beräkningarna in 70! vilket är ett mycket stort tal. De flesta vanliga miniräknare klarar inte av det. Gör din?

Binomialfördelningen däremot påverkas ju inte av populationens storlek. Så istället för att lägga ner mycket räknemöda på att beräkna en sannolikhet med formeln som gäller för hypergeometriskt fördelade variabler kanske vi kan  göra en mycket enklare beräkning med binomialformeln om vi vet att vi får nästan rätt svar. Det lilla fel vi får i beräkningen är priset vi får betala för att slippa en jobbig beräkning. Detta kallas att göra en approximation. Istället för att göra en exakt (och jobbig) beräkning med den hypergeometriska formeln så gör vi en approximativ beräkning med binomialformeln och får nästan rätt svar. Vi kommer strax att se att i många fall kan vi direkt slå upp binomialsannolikheter i en tabell och behöver då inte göra någon beräkning alls.

För att göra en approximation måste vi vara säkra på att resultat vi får inte skiljer alltför mycket ifrån det sanna värdet vi får om vi gör en exakt beräkning. Nästan rätt svar får vi då beroendet är litet. Och vi såg förut att beroendet är litet då stickprovet är litet i förhållande till populationen. 

Det går inte att ge en exakt gräns för när det fungerar eftersom det beror på hur stort fel vi är villiga att acceptera. Men i boken anges som tumregel att felets storlek brukar i de flesta fall vara acceptabelt om urvalet inte innehåller mer än 5% av populationen. Observera att detta är en tumregel och olika tumregler förekommer i olika böcker. Detta är vad författarna av denna kursbok anser vara acceptabelt.



Binomialfördelningstabeller.

Ta en titt på uppgift 24 på sidan 197. I uppgiften anges att av de kunder som kommer in i affären och säger att de bara skall titta så kommer 30% att köpa något innan de lämnar affären. I uppgiften har man ett urval på 20 kunder (som vi antar gör sina inköp oberoende av varandra).

Uppgifter;

a) Hur många av dessa kunder förväntar du dig ska göra ett inköp?
b) Vad är sannolikheten att exakt 5 kunder kommer att göra ett inköp?
c1) (Denna uppgift finns inte i boken). Vad är sannolikheten att högst nio kunder kommer att göra ett inköp?
c) Vad är sannolikheten att tio eller fler kommer att göra ett inköp?
d) Verkar det troligt att åtminstone någon kommer att göra ett inköp?

Vid denna typ av problem startar man med att definiera en slumpvariabel X. Vi är intresserade av hur många av dessa kunder som kommer att göra ett inköp så vi låter X=Antal kunder som kommer att göra ett inköp.

Nästa steg är att fundera på om vår slumpvariabel kan beskrivas med någon av situationerna ovan. Dvs. följer den någon sannolikhetsfördelning som vi känner till? Vi har här situationen köper alternativt köper ej, dvs. två möjliga utfall vilket passar in på hypergeometrisk fördelning och binomialfördelning. Men vi antog också att kunderna gör sina inköp oberoende av varandra och vi kan därmed konstatera att X är binomialfördelad med parametrarna (n=20, =0.3).  är alltså andelen kunder som gör ett inköp (trots att de sagt att de bara ska titta). Vi kan också se  som sannolikheten att en kund i denna kategori skall göra ett inköp. 

a) E(X) = µ = förväntat antal av dessa kunder som kommer att göra ett inköp. Eftersom X är binomialfördelad vet vi att 
E(X) = µ = n. = 20.0.3 = 6 kunder.

b) Sannolikheter i binomialfördelningen beräknas som vi sett med formeln nCx.x.(1-)n-x.
P(X=5) = P(5) = 20C5.0.35.(1-0.3)20-5 = 15504.0.35.0.715 =0.1789

c1) Sannolikheten att högst 9 kunder kommer att göra ett inköp är
P(X=0 eller X=1 eller X=2 eller X=3 eller X=4 eller X=5 eller X=6 eller X=7 eller X=8 eller X=9). Dessa händelser är disjunkta så vi använder additionssatsen för disjunka händelser som säger att vi kan summera sannolikheterna. Vi skriver;
P(X≤9)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+
+P(5)+P(6)+P(7)+P(8)+P(9)

Var och en av dessa sannolikheter beräknas med formeln ovan.

Hoppsan! Detta tar ju halva dagen att beräkna.

Men vi behöver inte göra dessa beräkningar. I boken finns ett appendix A på sidan 713 där man i tabell sammanställt binomialsannolikheter för varierande värden på n och  (för n≤15).

I tabellen kan du direkt läsa av P(X=x) för olika värden på x. För att beräkna P(X≤x) summerar vi alla rader i tabellen t.o.m. x.

Vill du komma fram till resultatet ännu enklare? Under länkar och dokument finner du en annan tabellsamling.

I denna tabellsamling anges P(X≤x). Dvs. i boken kan du i tabellen se sannolikheten att erhålla exakt ett visst värde medan tabellsamlingen på kursens hemsidor anger sannolikheten att få högst ett visst värde. Om du bläddrar fram binomialfördelningen i den tabellsamlingen så finns längst till vänster olika värden på n. I nästa kolumn finns olika värden på x för respektive n. Sedan följer ett antal kolumner med P(X≤x) för olika värden på .

Leta reda på n=20. I nästa kolumn letar du fram raden med x-värdet 9. Följ den raden åt höger tills du kommer till kolumnen för =0.3. Du kan då läsa av sannolikheten 0.9520 vilket stämmer med vad du får om du orkar genomföra beräkningen ovan. Vi slipper alltså att summera alla sannolikheterna och kan direkt i tabellen läsa av P(X≤9).

Bokens tabeller är bra om vi söker P(X=x), men vi får det ändå ganska jobbigt om vi söker P(X≤x) och har många sannolikheter att summera.

Den "lösa" tabellsamlingen ger direkt P(X≤x), men hur använder vi den för att beräkna P(X=x)? Kan vi lösa b-uppgiften, P(X=5), med hjälp av denna tabellsamling?

I tabellen finns P(X≤5)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5).

I tabellen finns också P(X≤4)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4).

Om vi tar differensen mellan dessa båda värden får vi P(X≤5)-P(X≤4)=
=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)-P(0)-P(1)-P(2)-P(3)-P(4)=P(5).

Vi slår upp värden i tabellen;

P(X≤5)=0.4164
P(X≤4)=0.2375

P(X≤5)-P(X≤4)=0.4164-0.2375=0.1789=P(5).

Det stämmer med den beräkning vi gjorde ovan.

Med den lösa tabellsamlingen kan vi alltså direkt läsa av P(X≤x) och på ett enkelt sätt beräkna P(X=x). Vi kommer därför i fortsättningen inte att använda bokens tabellsamling utan hänvisar istället till den lösa tabellsamlingen. Denna tabellsamling kommer också att delas ut vid tentamen, så ägna en stund åt att lära dig handskas med den eftersom den blir ett viktigt hjälpmedel vid tentan.

c) Här söker vi sannolikheten att åtminstone 10 av kunderna kommer att göra ett inköp, dvs. P(X≥10). Vi ser att här står det "större än eller lika med". I vår nya tabell fanns ju "mindre än eller lika med". Ska vi leta på ytterligare en tabell nu? NIX!

Vi drar oss istället till minnes att vi kan ha nytta av komplementhändelser vid beräkningar av sannolikheter. Vi såg i kapitel 5 att P(A)=1-P(~A).

Vad är komplementhändelsen till "åtminstone 10"? Jo, den är "högst 9".

(Vi kan ju om vi vill här definiera händelsen A=Åtminstone 10 av kunderna gör ett inköp, och då blir ~A=Högst 9 av kunderna gör ett inköp. Vi söker P(A) = 1-P(~A).)

Så P(X≥10) = 1-P(X≤9) = 1 - 0.9520 = 0.0480.

d) Verkar det troligt att åtminstone någon av kunderna kommer att göra ett inköp? Vi söker alltså 
P(X≥1) = 1 - P(X≤0) = [titta i tabellen] = 1- 0.0008 = 0.9992. Ja, det verkar troligt att åtminstone en av kunderna gör ett inköp.



Poissonfördelningen.

Det finns (oändligt) många diskreta sannolikhetsfördelningar som vi inte hinner gå igenom i denna kurs. Vi skall dock titta på ytterligare en diskret fördelning. Den heter Poissonfördelningen. Om vi startar med fördelningens namn så brukar studenter som är lika obevandrade i det franska språket som jag är förväxla ordet Poisson (med 2 s) med det engelska ordet för gift, poison. Fördelningen har inget med gift att göra utan är uppkallad efter den franske matematikern Siméon Denis Poisson [poaså´ng] som levde 1781-1840.

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poisson.html
I hypergeometriska fördelningen och i binomialfördelningen var det på förhand bestämt hur många försök som skulle genomföras. Vi bestämde till exempel att vi skulle dra fyra bollar. Sedan räknade vi hur många av dessa försök som lyckades.

I Poissonfördelningen finns inget n. I stället begränsar vi försöket till ett visst intervall. Ofta kan det handla om ett tidsintervall. Studera t.ex. en programmerare som sitter och skriver ett datorprogram. När han väl bestämt sig vad som ska skrivas brukar knapptryckandet gå ganska raskt och han hinner på en minut trycka ner ganska många tangenter. Låt X=Antal feltryckningar som programmeraren gör under 1 minut. n skulle i detta fall vara totala antalet tangenttryckningar han gör under denna minut, men det är ju inte känt på förhand. n beror på hur snabbt han skriver. Så även om feltryckningarna kommer oberoende av varandra så kan vi inte använda binomialfördelningen till att t.ex. beräkna P(X=3) eftersom vi inte har något värde på parametern n.

Vilket är utfallsrummet för X? Antal feltryckningar kan vara 0, 1, 2, ..... Vi kan inte sätta någon övre gräns. Utfallsrummet är inte begränsat.

I denna typ av situation då vi har ett begränsat tidsintervall (1 minut) och feltryckningarna sker oberoende av varandra och sannolikheten för feltryckning är ganska liten brukar Poissonfördelningen fungera utmärkt för att beskriva sannolikhetsfördelningen för X.

Om X följer en Poissonfördelning så är
P(x) = µx.e-µ/x!
där µ är genomsnittligt antal gånger händelsen inträffar under ett givet tidsintervall,
e är en matematisk konstant 2.7182818.... Den brukar finnas på de flesta miniräknare.
x är antalet gånger som den sökta händelsen inträffar.

µ är fördelningens enda parameter. Det går att visa Poissonfördelningens varians är lika med väntevärdet.

E(X) = µ = 2.

Exempel. Antag att X="Antalet feltryckningar en programmerare gör" är Poissonfördelad med µ=3 per minut.

Studera programmeraren under 1 minut och notera antal feltryckningar.

Beräkna sannolikheten att han gör 5 feltryckningar.

P(X=5) = P(5) = µx.e-µ/x! = 35.e-3/5! = 0.1008

Exempel. Ovan angavs en situation där begränsningen gällde tid (1 minut). Dock behöver det inte vara tid som begränsar utan det kan till exempel vara yta. Antag att X="Antalet förorenade partiklar på ett optiskt glas" följer en Poissonfördelning med µ=10/dm2.

Studera ett sådant optiskt glas med arean 1 dm2.

a) Beräkna sannolikheten att antalet partiklar är exakt 12.
b) Beräkna sannolikheten att antalet partiklar är högst 12.
c) Beräkna sannolikheten att antalet partiklar är mindre än 12.
d) Beräkna sannolikheten att antalet partiklar är fler än 12.
e) Beräkna sannolikheten att antalet partiklar är minst 3 och högst 6.
f) Beräkna P(X≤2).

Lösning;

a) P(X=12) = µx.e-µ/x! = 1012.e-10/12! = 0.0948.

b) P(X≤12) = P(0)+P(1)+...+P(11)+P(12) Vi måste alltså summera ett antal sannolikheter som var och en beräknas med formeln ovan. Det ser ut som om vi behöver en tabell.

I tabellsamlingen vi använde tidigare finns efter binomialfördelningen en tabell för Poissonfördelningen för olika värden på µ. Längst till vänster finner du olika x-värden och sedan följer ett antal kolumner med P(X≤x) för olika µ-värden.

Börja med att leta reda på µ=10. Leta sedan på raden för x=12. Nu kan du direkt läsa av P(X≤12)=0.7916.

Vi kunde också löst a-uppgiften med tabellen genom att 
P(X=12)=P(X≤12)-P(X≤11)=0.7916-0.6968=0.0948, vilket stämmer med vår beräkning i a-uppgiften.

c) P(X<12). Vad skiljer detta från föregående uppgift? I b-uppgiften sa vi högst 12 vilket betyder att värdet 12 skall ingå i beräkningen. I c-uppgiften står det mindre än 12 vilket betyder att 12 inte är med. Mindre än 12 är samma sak som högst 11.

P(X<12) = P(X≤11) = [tabell] = 0.6968.

d) "Fler än 12" betyder 13 eller 14 eller 15 eller ........, vilket är synonymt med "åtminstone 13".

P(X>12) = P(X≥13) = P(13)+P(14)+P(15)+........ Denna summa innehåller oändligt många termer och vi kan naturligtvis inte sitta och beräkna alla sannolikheterna och sedan summera. Men sannolikheterna går snabbt mot 0 då x ökar och vi skulle enbart behöva beräkna några få termer. Men enklare är att utnyttja komplementet som vi gjorde tidigare.

P(X≥13) = 1 - P(X≤12) = 1 - 0.7916 = 0.2084.

e) Minst 3 och högst 6 kan skrivas 3≤X≤6. Vi söker alltså P(3≤X≤6).

P(3≤X≤6) = P(3)+P(4)+P(5)+P(6). Vi kan med formeln ovan beräkna dessa sannolikheter och summera. Men vi kan också använda tabellsamlingen.

I tabellen finns P(X≤6) = P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6). Om vi från denna sannolikhet drar bort P(0)+P(1)+P(2) så får vi kvar precis den sannolikhet vi söker.

P(0)+P(1)+P(2) är ju P(X≤2) och den sannolikheten finns ju också i tabellen.

P(3≤X≤6) = P(X≤6) - P(X≤2) = [tabell] = 0.1301-0.0028 = 0.1273.

f) Beräkna P(X≤2). I Poissonfördelningen gäller ju att 2=µ och i denna uppgift är µ=10, så
P(X≤2) = P(X≤10) = [tabell] = 0.5830.



Approximationer.

Vi såg tidigare att den hypergeometriska fördelningen var väldigt lik binomialfördelningen då stickprovets storlek var litet i förhållande till populationsstorleken. Vi kunde slippa en krånglig och/eller tidsödande beräkning genom att approximera med binomialfördelningen och ändå få ett svar som inte avvek alltför mycket från det vi hade fått om vi beräknat sannolikheten exakt.

I vissa situationer kommer binomialfördelningen (och den hypergeometriska fördelningen) att likna Poissonfördelningen, och vi kan använda den för att göra approximationer. Detta gäller då vi upprepar vårt försök många gånger och sannolikheten att lyckas i de olika försöken är relativt liten.

För att kunna göra en approximativ beräkning med Poissonfördelningen behöver vi ett värde på parametern µ. I både binomialfördelningen och den hypergeometriska fördelningen gäller att µ=n. och och detta värde används i beräkningen.

Med hjälp av vår tabellsamling är det ju ganska enkelt att kontrollera om en approximation fungerar bra eller dåligt. Vi tar några exempel.



Exempel. Låt X vara binomialfördelad med parametrarna (n=10, =0.5). 
E(X)=µ=n.=5.

Beräkna dels exakt och dels med Poissonapproximation P(X≤2).

Exakt: P(X≤2) = [Bin. tabell (n=10, =0.5)] = 0.0547
Approximativt: P(X≤2) = [Po. tabell (µ=5)] = 0.1247

Det fungerade väldigt dåligt!!! Vi fick en stor skillnad mellan det riktiga svaret, 0.0547, och det approximativa svaret, 0.1247.

Vi ritar upp de använda sannolikhetsfördelningarna och jämför.
 

X bin (n=10, =0.5)
X Po (µ=5)
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Det är ju ingen större svårighet att se att dessa fördelningar har stora skillnader. Approximationer kommer att fungera dåligt.



Exempel. Låt X vara binomialfördelad med parametrarna (n=30, =0.1). 
E(X)=µ=n.=3.

Beräkna dels exakt och dels med Poissonapproximation P(X≤2).

Exakt: P(X≤2) = [Bin. tabell (n=30, =0.1)] = 0.4114
Approximativt: P(X≤2) = [Po. tabell (µ=3)] = 0.4232

Nu blev skillnaden mellan den exakta och den approximativa beräkningen inte så stor. Approximationen fungerade ganska bra.

Vi ritar igen.

X bin (n=30, =0.1)
X Po (µ=3)
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Vi ser att här får vi studera graferna mer noggrant innan vi finner skillnader. Fördelningarna liknar varandra och approximationer fungerar bra.



Exempel. Låt X vara binomialfördelad med parametrarna (n=50, =0.05). 
E(X)=µ=n.=2.5

Beräkna dels exakt och dels med Poissonapproximation P(X≤2).

Exakt: P(X≤2) = [Bin. tabell (n=50, =0.05)] = 0.5405
Approximativt: P(X≤2) = [Po. tabell (µ=2.5)] = 0.5438

Approximationen fungerar mycket bra!

Vi jämför även dessa två fördelningar grafiskt.

X bin (n=50, =0.05)
X Po (µ=2.5)
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Det är svårt att finna skillnader mellan fördelningarna. De är mycket lika och approximationer kommer att fungera mycket bra.



Som nämndes ovan kan vi förvänta oss att approximationen skall fungera bra för stora värden på n och små värden på . En tumregel är att n≥10 och ≤0.1.

Tumregler för när approximationer kan förväntas fungera bra finner du på approximationsschemat. (Se länkar och dokument.) På detta schema finns ytterligare en fördelning, normalfördelningen, som kommer att behandlas i kapitel 7.



Exempel. En tillverkare av lampor till julgransbelysning vet att 2% av de tillverkade lamporna blir felaktiga. Man väljer slumpmässigt ut 100 stycken lampor och packar ner i en låda. Beräkna sannolikheten att lådan innehåller högst 3 felaktiga lampor.

Vi börja med att definiera en variabel. X=Antal felaktiga lampor i lådan.

Nästa steg är att fundera på vilken fördelning X har. Vi vet att vi väljer ut 100 lampor, och i och med att vi väljer dessa slumpmässigt från en stor mängd producerade lampor kan vi anta oberoende. Om en lampa är defekt påverkas inte sannolikheten att nästa lampa är defekt. Sannolikheten att en lampa är defekt är =0.02. Vårt försök kan ge utfallen defekt eller icke defekt. Vi har alltså en binomialfördelning.

X är binomialfördelad med parametrarna (n=100, =0.02).

Vi söker P(X≤3). Vår binomialfördelningstabell slutar på n=50, så den räcker inte till för att lösa denna uppgift.

P(X≤3) = P(0)+P(1)+P(2)+P(3). Vi skulle kunna räkna ut dessa sannolikheter med formeln 
100Cx.0.02x.(1-0.02)100-x, men eftersom denna beräkning bl.a. innehåller 100! kan det kanske ta en stund att handräkna.

Men n=100 och =0.02, så enligt tumregeln borde det fungera bra att göra en approximation till Poissonfördelningen. Vi beräknar µ=n.=100.0.02=2.

X är approximativt Poissonfördelad med parametern µ=2.

P(X≤3) = [Po. tabell] = 0.8571.

(Skulle du orka att som övning göra den exakta beräkningen med binomialformeln kommer du fram till P(X≤3)=0.8590.)

Om vi grafiskt presenterar de två fördelningar vi använt ser de ut såhär; 

X bin (n=100, =0.02)
X Po (µ=2)
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Som du ser är det ingen större skillnad mellan fördelningarna och approximationen fungerar bra.



Nyckelord
Engelska
Svenska
Discrete probability distribution

Diskret sannolikhetsfördelning

Random variable

Slumpvariabel

Binomial probability distribution

Binomialfördelning

Hypergeometric probability distribution

Hypergeometrisk fördelning

Poisson probability distribution

Poissonfördelning [poaså´ng]




