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F4 Matematikrep

Summatecknet

Potensrékning

* Logaritmer

Kombinatorik

Summatecken

Sag att vi har n stycken tal x;, ..., x,,

Summan av dessa tal (alltsd x; + ... + x,)
skrivs kortfattat med hjalp av summa-

tecken:
n
2%
i=1

“summa x; dd i gar fro.m. 1 t.o.m.n”

Summatecken, forts.

Vad betyder féljande?

n
. fo =X X+ X

. (Z::X'Jz = (X, + Xy +o X, ]

. C=C+C+...+C=nC
Py ngénger

n n
oot =oxl Ho+oxE =c(X .. X)) =c) X
i=1 i=l

. i(X.+y.) Zx +Zy.

* XY = XY XY, et XY,

i=1

Summatecken, forts.

Ex. Antag attx; =3,x,=-2,x;=5,x,=3
Berdkna:

" X+ X+t Xy
Medelvérde: 72 =42 =X

Varians: —— x—x =g?
n—lz

Standardavvikelse: /52 _¢
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Summatecken, forts.

Losning:

4
D % =3+(-2)+5+3=9
i=1

Antag attn =4

n
DX =F (-2 +5°+3 =47
k=1
Antag attn =4

2
{z xj] =[fran ovan] = 9% =81

j=1

4
Zle 21+21+21+21=4-21=84

i=1

4 4
D 3x2 =38) x7 =[fran ovan] =3-47 =141
0 i=0

X, finns inte sd antag att x, =0

Summatecken, forts.

Medelvarde:

lezn:x. XXt Xy
n

Py n

=[frén sidan innan] = % =2,25

Varians (del av formeln):

i i=1

= X' =2%) % +nx? =[fran ovan]
i=1 i=1
= xt—=2nx? +nx? =" x? —nx?
i=1 i=1
=[frén sidan innan] = 47 — 4-% =26,75

Summatecken, forts.

Ovning: Utveckla (dvs. lista termerna)

1o D0 X = X+ X+t X =
i=1 i=1

2. K= K i = YK
k=1 k=1

=1+ 2. X

M-

j=1
=X (@+2+..40)=xD ]

j=1

Fotnot: Man kan visa att (1+2+...+n) = n(n+1)/2

Potensrakning

b ggr
b
* ag"=aa..-a

ab,ac - a(b+c)

(ab)c = a(bc)

abt=1/ab
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En komboovning

Berakna foljande sz
k=0
forn=0,1,2,3

Svar

n=0; 2°=1

n=1; 20+421=1+2=3

n=2; 29+21+22=1+2+4=7
n=3; 29+21+22+23=15

anzk — 2n+1 _1
k=0

3.6893x10"™

Logaritmer

Obs!a,b>0o0cha#1
Antag att vi har féljande: a?=c¢

Vivet a och c och soker b

Det tal som vi upphdjer

b=log, c a till fér att fé ¢

Ex. 10=10000
x = log,,10000 = log10000 =

Ig10000 =4 Négra olika beteckningar
for 10-logaritmen

Ex. e¥=80
x =1n80 = log,80 = 4,382027...

Naturliga logaritmen

Logaritmer, forts.

e = basen for den naturliga

logaritmen = 2,718281828.....

Rakneregler: Obs!x, y >0

In(x-y) = Inx + Iny

In(x/y) = Inx = Iny

k— 1. Det tal som vi upphdjer
|n X" = k InX e till for att fa x dr Inx
In1=0 ° e™=x
Ine=1 * In(e¥) =x

Logaritmer, forts.

Ex. Bevisa forsta rakneregeln:
Vi definierar a, b och ¢

1. e?=x = a=Inx
2. eb=y = b=Iny
3. ef=(xy) = c=In(xy)

enl. definitionen av logaritmfunktionen.

Vi har alltsa Enligt regeln

Or potenser
o Xy = edeb = eath forp
= In(xy)=a+b=Inx+Iny

\

Enligt definitionen f6r Enligt definitionen ovan
logaritmfunktionen
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Logaritmer, forts.

Ovningar:
*In12=In3+In4

*In0,25=1In(1/4)=In1-In4d=-1In4d
* In64=1In2%=6:n2

* In(32/9) =In32 = In9 = In2°> — In32
=5In2 - 2In3

Kombinatorik

Att rakna ut hur manga satt nagot
kan goras.

Ex. Matsedel med tre forratter, fyra
huvudratter och tva efterratter.

Pa hur manga olika satt kan en
treratters maltid komponeras?

Svar:

[llustration: Traddiagram

Kombinatorik, forts.

Multiplikationsprincipen

* Ett experiment har m; méjliga
utfall

* Ett annat efterfoljande
experiment har m, méjliga utfall

* Vigor forst det ena sedan det
andra experimentet

* Totalt finns det
m; xm,
moijliga utfall.

Kombinatorik, forts.

Exempel
Pase med numrerade kulor 1, ..., n

* Vidrar en kula slumpmassigt och
noterar dess nummer

Hur mdnga méjliga utfall?

* Vidrar en kula till slumpmassigt
och noterar dess nummer

Hur manga méjliga utfall?
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Kombinatorik, forts.

Exempel, forts

Samma pase med kulor 1, ..., n

* Vi har den totala handelsen
(kula 1’s nummer, kula 2’s nummer)

* Hur manga mdjliga utfall?

Utan aterlaggning:

* Med aterlaggning:

Kombinatorik, forts.

 Dragning utan aterlaggning

— Vidrar en kula slumpmassigt och
noterar dess nummer och lagger
inte tillbaks den infor nasta
dragning

— Vi kan bara fa ett nummer en gang

* Dragning med aterlaggning
— Vidrar en kula slumpmassigt och
noterar dess nummer och lagger
tillbaks den infor nasta dragning
— Vi kan dra samma nummer flera
ganger i en sekvens av dragningar

Kombinatorik, forts.

Exempel, forts

Spelar ordningen nagon roll?

Dvs. skiljer vi t.ex. pa
(1,3) och (3,1)

eller betraktar vi det som samma
sak? Tva fall som uppstar:

* Ordningen spelar roll

Ordningen spelar ingen roll

Kombinatorik, forts.

e Ordnad

— Vidrar ett antal kulor slumpmassigt
och noterar deras nummer

— Ordningen spelar roll, dvs. vi skiljer
t'ex' F)é (11215)1 (11512)I (21115)I
(21511)1 (51112) OCh (5I2I1)

* Ej ordnad

— Vidrar ett antal kulor slumpmassigt
och noterar deras nummer

— Ordningen spelar ingen roll, utfallen
ovan betraktas som samma utfall

Om vi har dragit k olika nummer av n
mdjliga, hur mdnga séitt kan de ordnas pa?
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Kombinatorik, forts.

Permutationer

* Ett arrangemang av n olika objekt
i en bestamd ordning kallas for en
permutation av objekten.

* Hur manga olika permutationer
kan man bilda av n olika objekt?

* Antalet olika permutationer av n
olika objekt ar:

nl=1x2x3x..x(n-1)xn

 n-fakultet; (eng. n factorial)

Kombinatorik, forts.

Permutationer

Ex. P4 hur manga olika satt kan vi
permutera de tre objekten A, B, C?

Svar: 3! = 1x2x3 = 6 olika satt,
namligen
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

OBS! Vi definierar 0! = 1

Kombinatorik, forts.

* P3 hur manga satt kan vi vélja ut k
objekt fran n objekt (k < n), ifall vi
bryr oss om ordningen? Och utan
aterlaggning?

nl!
(n-k)!

e Svar:

Tdnk multiplikationsprincipen
Ex.n=5,k=2
5/  5.4-3.2:1

= =5-4=20
(5-2)! 3-2-1

Kombinatorik, forts.

Ordnat med dterléggning

* Dra k stycken ur n majliga.

* 1:a kulan n mojligheter, 2:a kulan
n mojligheter, osw. ...

* Multiplikationsprincipen ger

Tdnk multiplikationsprincipen
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Kombinatorik, forts.

Ordnat utan dterléiggning

* Dra k stycken ur n maijliga.

* 1:a kulan n maojligheter, 2:a kulan
(n-1) mojligheter, osw. ...

* Multiplikationsprincipen ger

n-(n—=1)-...-(n—k+2)-(n—k+1)

T
k stycken faktorer

L

_n-..-(n—k+1)-(n—k)-...-2-1
- (n—k)-....2-1

n!
= ( n- k) I Tdnk multiplikationsprincipen

Kombinatorik, forts.

* Antag att vi har n =5 objekt A, B,
C, D, E och att vi slumpmassigt
valjer k = 3.

* Vikanfa n!/(n-k)! =5!/(5-3)! =
60 olika utfall om vi tar hansyn till
ordningen.

* Av alla dessa 60 utfall, hur manga
innehaller objekten A, B och C?

* Svar: Vi kan lista dem: ABC, ACB,
BAC, BCA, CAB, CBA; 6 utfall

Eller inse att de k valda objekten
kan ordnas pa k! = 3! = 6 sdtt

Kombinatorik, forts.

Ej ordnat utan dterlédggning

* Dra k stycken ur n méjliga.

* 1:a kulan n majligheter, 2:a kulan
(n-1) maojligheter, osv. ... Ger

n!
(n-k)!
* Justera sedan for att ordningen

inte spelar roll genom att dela
med antal maojliga permutationer

av k objekt
n (nj
5 Kin-k)! (k&

Kombinatorik, forts.

Kombinationer

* Vilja ut k objekt fran n objekt dar
k < n, och strunta i ordningen

nl (n) [ n
ki(n-k)! \k) \n-k
* "n 6ver k”, binomialkoefficient

* Pascals triangel
* k:te koeffeicienten i (a+b)"
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Kombinatorik, forts.

Kombinationer

* Nagra sarskilda resultat:

ny (ny nl —L!—l
0) \n _n!(n—n)!_n!O!_
[szg:izl

0) olol 11

Ex. P4 hur manga satt kan man dra
fem kort ur en vanlig kortlek?

(SZJ_ 52! 52.51.50-49-48

=2598 960

5) 51470 5.4.3.2.1

Kombinatorik, forts.

Sammanfattning: fyra fall

f— Ej viktigt nu
Ordnad Ej ordnad
Med . n+k-1) (n+k-1)!
aterlaggning n k )7 Kk(n-1)!
Utan nl ny nl
aterlaggning (n-K)! k) Ki(n=k)!

Intressant samband?

Exempel

* Hur manga olika urval av storlek k = 4
kan vi dra fran n = 10 personer?

Ordnad
Med aterl. 10" =10000
Utan aterl. !
an ater 10 — 5040
(10-4)!
Ej ordnad
Med aterl. 10+4-1 13
= =715
4 4
Utan aterl. 10
4 =210




