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* Lite repetition
— Kovarians
— Binomial- och Poissonférdelning

— Tdthetsfunktion (kont.)
Férdelningsfunktion (kont.)

— Arean under en kurva

* Sedan
— Normalférdelningen
— Standardisering

— Exponential-, x2- och t-férdelningar

Repetifl'o”

En rakneregel till

Antag att X och Y ars.v. och a, b och c ar
konstanter.

E(aX + bY + c) = aE(X) + bE(Y) + ¢

V(aX + bY + ¢) = a®V(X) + b2V(Y)
+ 2abCov(X,Y)

* Vad bidrar kovarianstermen med?

* Om samvariationen dr positiv sa blir
variansen stérre, varfor?

* Om samvariationen dr negativ sa blir
variansen mindre, varfér?

Repetifl'o”

Binomialfordelningen 4

e Parametrar
Vi skriver X~Bin(n,p) el. X € Bin(n,p)

Frekvensfunktion:
n X n-x
fx(X)z( j-p (1-p)
X

forx=0,1,..,nochdar0O<p<1och
n ar ett heltal 20, (g = 1-p)

Vantevarde: E(X)=np
Varians: V(X) = np(1-p) =npg

(verkar det vettigt?)
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Repes Ttiop,

Poissonfordelningen 1

Lat X~Bin(n,p) och latn - e ochp =0
pa ett sadant satt att np = A, en konstant,
dvs. p=MA/n.

Nar n = oo blir binomialférdelningen en
Poissonférdelning:

X~Pol)  fl)=te
X!

forx=0,1,2,...och dar A > 0.
Vantevarde: E(X)=A

Varians: V(X)=A

Repes Ttiop,

Approximera Bin med Po

Om X~Bin(n,p) och om n ar stort (2
20) och p litet (< 0,1)

= sattA=np
* En Poisson ar ofta enklare att
anvanda berakningsmassigt.
np)* A
fX(X) ~ ( p) e-("p) == _e?
x! x!

* Vad dr vintevdrdet och varians
fér en Binomial resp. Possion?

. .. Re'oefl't‘io,,
Funktionerna for en

kontinuerlig s.v.

* Tathetsfunktionen:
— fix) = "tathet”
— Inte en sannolikhet

* Fordelningsfunktion:
— F(x)=P(X<x)
— En sannolikhet

F(x) = j f(t)dt

/?Epetifl'o”

Kontinuerlig s.v.

fix)=pP(x=x)  Tdthetsfunktion (pdf)

— / . flx)=6x—-6x"
Arean_ " / N\ xe[01]
>/ \
A \
o/ \
L/ \
AU

Fix)=P(xsx)  Fordelningsfunktion (cdf)

Héjden . / F(x)=3x"-2x°

0 _____7, x€[0,1]
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Normalfordelningen 1

En av de viktigaste, mest kdanda
och mest anvdnda (pa gott och
ont) sannolikhetsmodellerna.

Alternativa benamningar:

* Bell curve, Gaussian (Gaussisk
efter matematikern J.C.F. Gauss)

Bestams helt av vantevardet och
variansen (parametrar).

Normalfordelningen 2

Tathetsfunktion:

1(,\'7“)2
flx)=——e? ° -0 < X <00
agvom 4

Fordelningsfunktion:

X l[f;u]z
P(X < X)=F(x) = j e o) gt
Kan inte férenklas!
Vantevarde:
E(X)=n

Varians och standardavvikelse:
V(X)=0%; SD(X)=0

Normalfordelningen 3

Tathetsfunktion (PDF):

P0(X)

02

o0

s 4 a3 =2

Fordelningsfunktion (CDF)
T —r ;
Biape = A=

’ V

L/
N

T
TEEE

B0 (x)

NN

REpetifl'o”

Rakneregler, en gang till

Antag att c ar konstant (ett tal som
aldrig andras).

E(c)=c
E(c+X) =c+ E(X)
E(cX) = c-E(X)

V(c)=0
V(c+X) = V(x)
V(cX) = c2V(x)
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Standardisering 1

Antag att en s.v. X som ar normal-
fordelad med E(X) = p, och V(X) = 0,2
Transformera till en ny normalférde-
lad s.v. Zmed

Vantevarde E(Z) = pn,=0
Varians V(Z) = 0,* =
= Z~N(0,1)

Varfor?

* S3vislipper ha tabeller for alla
mojliga varden pa p och o2.

* Vibehover bara en standardtabell

Standardisering 2

Vi har s.v. X och skapar Z:

UXEX) _Xewe 1wy

JV(X) Oy o, o

Vantevarde:

V4

E@2) =E[iX—u—X} =L Ep-te o

0-X GX <)-X OX
Varians:
1 1
V(2)=v| —x-Ex|=| = lvix)-0=1
GX OX GX

Exempel

Vi har s.v. X~N(10,25) och vill veta
sannolikheten P(X > 18)

Standardisera:
18-10

J25

=1-P(Z<1,6)=1-D(1,6)=[avlst]

P(X >18)= P{Z > } =P(Z>1,6)

=1-0,9452 =0,0548

Sdirskild symbol @ fér den standardiserade
normalférdelningens férdelningsfunktion

Approximera Bin med N

Antag att X~Bin(n,p).

Om n ar stort (hur stort?) kan man
approximera binomialférdelningen
med en normalférdelning.

* Om n ar stort blir binomialfordel-
ningen oerhort jobbig (omojlig?)
att rakna pa.

* En standardnormalférdelning ar
enklare att anvanda da vi anvan-
der tabeller.
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Halvkorrektion

For en diskret s.v. som bara kan
anta heltal ar féljande relation

giltig
PX=x)=P(x=Y<X<x+%)

Exempel

L&t X~Bin(100;0,8)

Berdkna P(X < 75) (alt. 1 — P(X >75))
* E(X)=p=np=80

* V(X)=02=np(1l-p) =16

Va rfor? Lite fér mycket  Lite for litet Halvkorrektion
S _ ~ 75,550
N P(X<75) = P(X<75,5) = p(z < 2220)
i N = P(Z<-1,125) = P(Z > 1,125)
T =1-P(Z<1,125) =1 - D(1,125)
~1-— @(1,12);@(1,13) - [avlést]
=1 - 0863608708 = 1303 (0,1314)
/
x—% X X+ Exakt svar
Kombodvning Kombodovning, forts.

En anldaggning forpackar varor.
Vikten i gram i varje forpackning ar
en s.v. som vi betecknar med X. Vi
antar att varje forpackning ar
oberoende och att X~N(100;1).

Om man har en last om 1000 f6r-
packningar, vad ar sannolikheten
att hogst 19 vager under 98 gram?

Beteckna med Y antalet som vager
under 98 gram.

Hur dr Y fordelad?

Y~Bin(1000;p) dir p = P(X < 98).

1. Berdknap
P(X <98)=P|z <2819 p(Z < -2,0)
=P(Z>2,0)=1-P(Z<2,0)=1-D(2,0)
=[avldst}1-0,97725 = 0,02275

2. Berdkna P(Y<19)
Alt 1.
n ar stort, p ar litet
= sattA=np=22,75
och Poissonapproximera!
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Komboovning, forts.

Y~Bin(1000;0,02275)

2. Berdkna P(Y<19)
Alt 2.
n ar stort
=>satt u=np=22,75
0% =np(1-p) = 22,23
och Normalapproximera!

Jamforelse:
Exakt: Poisson: Normal:
0,2509 0,2538 0,2453

Exponentialfordelningen

Om X ar Poissonfordelad med
parameter A sa forvantar man sig i
snitt A observationer (lyckade
utfall) per tidsenhet.

Lat Y = "tiden mellan varje
observation”.

* Hur drY fordelad?

* Vad dir den forviintade tiden
mellan varje observation?

* Variansen?

Exponentialférdelningen

Fordelningen for Y kallas exponen-
tialférdelningen.

Vi skriver Y~Exp(1/A) alt. Exp(\)

Tathetsfunktion:
fly)=NeV,y20

Fordelningsfunktion:
P(Y<y)=Fly)=1-eV

Vantevarde: E(Y)=1/A
Varians: V(Y) = 1/A?

Exponentialfordelningen

Ibland satter man 6 = 1/A och
skriver Y~Exp(0):

Tathetsfunktion:
fly)=61e¥® y>0

Vantevarde: E(Y)=06
Varians: V(Y) =62
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x2-fordelningen

v stycken oberoende lika foérdelade
(olf elleriid) s.v. X3, X,, ..., X,..

Alla ar normalférdelade med
vantevarde p och varians 2.

Bilda standardiserade s.v.: Y, = X~ 1

2
Kvadrera dessa: v? ZM

(0)

(9)

Vantevarde: E(Y)=0
Varians: v(y)=1

x2-fordelningen
Summera: Q= Zv:Yf
i=1

Q (eller x?) ar da x? -fordelad
Lases oftast chi-tva.
Vi skriver att Q ~ x3(v)

v kallas frihetsgrader (d.f., degrees
of freedom)

Vantevarde: E(Q)=vV
Varians: V(Q) = 2v

t-fordelningen

L&t Z ~ N(0,1)
Lat Q ~ x3(v)

4

Ja/v

T ar t-fordelad med v frihetsgrader.

Bilda T =

Kallas ocksa Student’s t-distribution.

Anvands inom inferensteorin (SG2).

X2- och t-fordelningarna

Observera att tabeller fér x2- och t-
fordelningarna typiskt ar “tvartom”.

Isf att ange sannolikheten for nagot givet
varde pa variabeln, anger de vilket varde
som ger den givna sannolikheten.

04
0,35
o N W)
0,25 / \
] N\
0,15 / \
1 Arean = 0,05
01
0,05 l J{
. T
] 2 4 6 8 10 12

Vilket ér vérdet?
Slé upp i tabell!




2012-09-27

F11 Repetition

» Allt som féljer har redan visats vid
tidigare foreldsningar!

Vetenskapsteori

Nagra begrepp som behandlats:

* Kunskapstyper

— Propositionell och icke proposi-
tionell kunskap

* Sanning
— Korrespondensteori
— Koherensteori
— Pragmatism

Ett pastdende maste vara sant for
att vara kunskap.

Vetenskapsteori

Annu nagra begrepp :

* Epistemologi
— Vad vi veta och hur vet vi det?
— Rationalism
— Empirism

* Vetenskaper kan delas in i
— Generaliserande
— Partikulariserande

— Formella
— Empiriska

Vetenskapsteori

Vad ar en teori?

En teori dr ett logiskt sammanh&ngande system
av satser (pastaenden) som beskriver relationer

mellan valdefinierade objekt el. begrepp samt
tolkningar av dessa relationer och objekt

» Ska vara generell

* Forklara sa mycket som maijligt
* Férutsdigelser

* Kunna ange riktlinjer

* Enkel (Occam’s razor)

* Objektiv
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Vetenskapsteori

Orsak och verkan — Kausalitet

* Varfor hande det?
* Kan vi styra utvecklingen?
* Objektivitetskrav — nédvandighet

* Krav pa verkliga orsaker

— Assymetri (A paverkar B men inte
tvartom)

— Kontrollerbarhet (vi kan dndra)
— Fordrojning i tid (orsak for verkan)

Modeller

Ndgot som representerar ndgot
annat for att hjdlpa oss forsta

* Ar en férenklad beskrivning

* Viersatter de relevanta aspekterna
med symboler

* Deterministiska modeller
Ex. Tryck-Volym = konstant
* Stokastiska modeller
Ex. Observation = Sant vdrde + mditfel

Modeller

Nagra inledande begrepp:

* Population och urval (objekt och
uppsattning observationer)

* Variabler (uppmatta egenskaper)
— Typer och skalor

Variabeltyp
Skaltyp Diskret Kontinuerlig
Nominal X
Kvalitativ
Ordinal X
Intervall X
Kvantitativ
Kvot X

Lite mangdlara

* e, e, osv. element

* A, B, Q osv. betecknar mdngder
av element. A ={1,2}

* e; tillhér A skrivs e; € A; 1 € {1,2}

* Delmdngd: A € B allman del-
mangd; strikt delmangd A c B

* Komplementet till en mangd ar
motsatsen; A ; P(X>2) och P(X<2)
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Lite mangdlara, forts.

* Unionen av mangder (och/eller);
AUB

* Snittet av mangder (bade och)
ANB

* Tomma mdngden @ innehaller
inget alls.

* Disjunkta (oférenliga) mangder
om shittet artomt; ANB=0Q

Stokastiska modeller

Utfallsrummet Q

Vad kan handa? En fullstandig
beskrivning av alla tankbara utfall.

En handelse ar en delmangd till Q.
ACQ

Sannolikhet

Varje handelse A tillskrivs ett
numeriskt varde, sannolikheten P(A)

En kvantifiering av hur troligt det ar
att det ska handa.

Tolkning av sannolikhet

Frekventistisk
ny/n— P(A) dd n—> oo

Klassisk
antal(A) / antal(Q) = P(A)
storlek(A) / storlek(Q) = P(A)

Subjektiv (personlig)
insats/total vinst = P(A)

En axiomatisk teori

Kolmogorovs axiom: En sannolikhet
ar en funktion P som tilldelar varje
mojlig handelse A i ett utfallsrum Q
ett tal P (A), sa att foljande villkor
ar uppfyllda:

* P(A)20
< PQ)=1

* OmA, A,, ..., A, ar parvis disjunkta
handelseriS, da ar

P(AJUA,U...UA)
=P(A}) +P(A) +...+P(A)

10
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En axiomatisk teori, forts. Summatecken
Féljande satser kan bevisas Vad betyder foljande?
(harledas) ur de tre axiomen: ) zn:Xiz
* P(A)=1-P(A) I
. Xi
° P((Z)) =0 (Il j
o u . D
* Om A c Bsa galler P(A) < P(B) —
. PA)<P(Q)=1 - Yo
* P(AU B)=P(A) + P(B) - P(A N B) C Y00
TXY
Sannolikheter Additionssatsen
Att berikna sannolikheter Sannolikheten att A eller B eller bade

A och B intraffar.

* Handelser; A, B, C osv.

¢ Sannolikheten for att A ska intraffa;

P(A) * P(AUB)=P(A) + P(B)— P(AN B)
* Alla hiandelser; 0<P(A) <1 * Specialfall om A och B disjunkta
« Oméjlighandelse;  P(@)=0 dvs. AN B =@ vilket ger
* Sdker handelse; P(Q)=1 P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
* Aoch/eller B (union); P(A U B) = P(A) + P(B) — P(Q)
* Aoch B (snitt); P(A N B) = P(A) + P(B)

* Inte A (komplement); P(A)=1-P(A)
Jmfr med Kolmogorovs axiom

11
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Betingade sannolikheter

Sannolikheten att A intraffar givet
att B intraffar eller har intraffat.

Genom att B har hant sa har utfallsrum-
met paverkats.

B har inte hant, dvs. vi kan stryka bort
den delen av Q.

P(A|B) utlases "sannolikheten for A givet
B” och berdknas

P(ANB)

PlAIE) ==

Betingning, forts.

Mulitplikationssatsen

P(ANB)=
= P(A|B)-P(B) = P(B|A)-P(A)

Ibland vet man P(B|A) men soker
P(A|B).

Oberoende

Tva handelser / experiment &r
statistiskt oberoende omm

P(A| B) = P(A)

Om A och B dr oberoende sa inses
att féljande galler:

P(A N B) = P(A)-P(B)

Kombinatorik

Ordnat utan dterléggning
* Dra k stycken ur n majliga.

* 1:a kulan n mojligheter, 2:a kulan
(n-1) maojligheter, osv. ...
* Multiplikationsprincipen ger
n-(n=1)-...-(n—k+2)-(n—k+1)
)

Y
k stycken faktorer

L

_n-..-(n—k+1)-(n—k)-...-2-1
B (n—k)-....2-1

B n!
 (n-k)!

12
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Kombinatorik, forts.

Ej ordnat utan dterldggning

* Dra k stycken ur n maijliga.

Kombinatorik

Sammanfattning

Ordnad Ej ordnad
* 1:a kulan n majligheter, 2:a kulan
ey Med
(n-1) maojligheter, osv. ... Ger sterl3ggning n* -
nl Utan n! N n
(n-k)! aterlaggning (n-Kk)! [k} ki(n—k)!
* Justera sedan for att ordningen
inte spelar roll genom att dela
med antal maéjliga permutationer
av k objekt
n (nj
5 Kin-k)! \k
Vantevarden Varianser

Vantevardet for en diskret s.v. X
betecknas med E(X) och definieras

E(X) = inf(xi)

For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum
pa intervallet (a,b) definieras vantevar-

det
b

E(X)= j XF (x)dx

a

Medelvirdet for ett observerat datamaterial
eller vintevdrdet fér en fordelning ger en
indikation om var observationerna kommer att
hamna, dvs. ldget (eng. location).

Variansen for en diskret s.v. X betecknas
med V(X) och definieras

V(X) =[x, -EXF flx)

For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum
pa intervallet (a,b) definieras variansen

V(X) = [[x-ECOF f(x)dx

Q —

Variansen for ett observerat datamaterial eller
for en fordelning ger en indikation om hur
utspridda observationerna ar eller kommer att
bli, dvs. spridningen eller skalan (eng. scale)

13
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Varianser

Alternativa men helt ekvivalenta satt att
rakna variansen ar

VIX)= 2 X flx) - E(X)’
resp. I:
V(X) = j Xf(X)dx — E(X)?

a

Standardavvikelse definieras sedan helt
enkelt som kvadratroten ur variansen,

dvs.
SD(X) =+/V(X)

Simultana fordelningar

Lat X och Y vara tva diskreta s.v.

Vi definierar sedan den simultana
frekvensfunktionen som

foXy) =PX=xNnY=y)

For kontinuerliga s.v. kan man
ange sannolikheter att de ska anta
varden inom olika interval

P(X € (a, b) N Y € (c, d))

Marginalférdelningar

Ofta ar man intresserad av att titta
pa en av de tva s.v. och se hur den
ar fordelad for sig.

Vi berdaknar da marginalférdel-
ningarna enligt:

fil)= > £, xy)

jeQ,

L= 1, xy)

xeQ,

Dvs. for att fa den ena summerar man
éver den andra.

Betingade fordelningar

Pa samma satt som vi kunde be-
tinga pa en handelse nar vi berak-
nade sannolikheten for en annan
handelse kan vi manipulera en
simultanfordelning for att fa en
betingad fordelning.

falxly)=P(X=x|Y=y)=

_PX=x0Y=y) _fyloy)
P(Y =) f,)

14
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Betingade vantevarden

Nar man har den betingade for-
delningen sa kan vi ta fram det

betingade vantevardet och den
betingade variansen.

Betrakta fx|Y(X|y) reSp-fY|x(y|X)
som en vanlig frekvens- alt. tat-
hetsfunktion och rakna pa som
"vanligt”.

Obs! Kontrollera att du har koll pa
det betingade utfallsrummet!

Oberoende s.v.

Tva s.v. ar oberoende omm
Fdxly) = fx (x)
fY|X(y|X) =fy(y)

Om X och Y dr oberoende sa inses
att féljande galler:

Fxxy) = filx)-fly)

Riakneregler

Antag att X och Y ar s.v. och att c ér en
konstant.

E(c)=c V(ic)=0
E(c+X)=c+ E(X) V(c+X) = V(x)

E(cX) = c-E(X) V(cX) =c2V(x)

E(aX+ bY +c) =aE(X) + bE(Y) +c

V(aX + bY +¢)
= a2V(X) + b2V(Y) + 2abCov(X,Y)

Kovarians

Vi definierar kovariansen mellan X och Y
enligt
Cov(X,Y) = E[(X — w)-(Y = )]
= E(XY) = ity
dar
Hx=E(X) och u,=E(Y)

Vantevardet av produkten XY maste da
berdknas:

EXY)= > D xy-f,(xy)

xeQy yeQ),

15
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Korrelation

Korrelationen:

ett standardiserat matt pa det lin-
jdra sambandet mellan tva s.v. sag
Xoch Y, dvs. hur de samvarierar
linjéirt.

Definition:

Cov(X,Y)

VV(X)-yV(X)

Py =Corr(XY)=

Bernoulli

Om X ar Bernoulli fordelad kan vi
skriva sannolikhetsfunktion:

fz(X) = pX(1-p)+* f Parameter
forx=0,1ochdarO<p<1.

Vantevarde: EX)=p

Varians: V(X) = p(1-p)

Binomialfordelningen

e Parametrar
Vi skriver X~Bin(n,p) el. X € Bin(n,p)

Frekvensfunktion:
n X n-x
fi(x) =( j-p (1-p)
X

forx=0,1,..,nochdarO0<p<1och
n ar ett heltal > 0.

Vantevarde: E(X)=np

Varians: V(X) = np(1-p)

Poissonfordelningen 1

Lat X~Bin(n,p) och latn - e ochp - 0
pa ett sadant satt att np = A, en konstant,
dvs. p=A/n.

Nar n — oo blir binomialférdelningen en
Poissonférdelning:

X

X~Pod)  fu)=" e
x!

forx=0,1,2,... och dar A > 0.
Vantevarde: EX)=A

Varians: V(X)=A

16
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Approximera Bin med Po

Om X~Bin(n,p) och om n ar stort (>
20) och p litet (< 0,1)

= sattA=np

* En Poisson ar ofta enklare att
anvanda berakningsmassigt.

X

filx) = (np) et — A oo
! x!

* Vad dr vintevdrdet och varians
for en Binomial resp. Possion?

Normalfordelningen

Tathetsfunktion (PDF):

w T T T T

Puoa(X)

0o

Fordelningsfunktion (CDF)

=0, 0°=10,
08[p=p, a%=50,—
R/
:

B,o:(x)

Standardisering

Vi har s.v. X och skapar Z:

S XEX) _ Xepe 1y
Wix) o, o, o

Vantevarde:
E(2)= E|:i _u_X} =iE(X)_p‘_X =0
OX 0-X 0-X oX
Varians:
V(2) = v{iX—“—X} =(i2J-V(X)—O =1
0-X 0.X c)-X

Approximera Bin med N

Antag att X~Bin(n,p).

Om n ar stort (hur stort?) kan man
approximera binomialférdelningen
med en normalférdelning.

* Om n ar stort blir binomialfordel-
ningen oerhort jobbig (omojlig?)
att rakna pa.

* En standardnormalférdelning ar
enklare att anvanda da vi anvan-
der tabeller.

17
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Halvkorrektion

For en diskret s.v. som bara kan
anta heltal ar féljande relation

giltig
PX=x)=P(x=Y<X<x+%)

Varfor? Lite fér mycket  Lite for litet
b re
S 9
xX=Y% X X+%

Exempel

L&t X~Bin(100;0,8)
Berdkna P(X < 75) (alt. 1 — P(X >75))

* E(X)=p=np=80
* V(X)=02=np(1l-p) =16

Halvkorrektion

—_ -~ 75,580
P(X<75) = P(X<75,5) = p(z < 2220)

= P(Z<-1,125) = P(Z > 1,125)
=1-P(Z<1,125) =1 -®(1,125)

= 1 — Q1240013 _ [qy)5st]

=1 — 0.8686:0,8708 _ 0,1303 (0'1314)

2
Exakt svar

18



