Lasanvisningar till kapitel 6 i Naturlig matematik
Avsnitt 6.6 ingar inte.

Avsnitt 6.1

Detta avsnitt illustrerar hur sekanten overgar i en tangent genom att den ena skér-
ningspunkten ror sig mot den andra. Vad en sekant ar star i fotnoten sid 168.
Sekantens riktningskoefficient kan vi rdkna ut pa vanligt sitt. Tangentens riktnings-
koefficient blir ett gransvirde. Det &r detta gransvirde som ar derivatan.

I avsnittet infors ocksa begreppet differenskvot som ar detsamma som sekantens
riktningskoefficient. Om man vill undvika den geometriska tolkningen kan vi da sidga
att derivatan dr griansviardet av differenskvoten med ett tillagg om vilka variabler
som nérmar sig varandra.

Vi kan maérka att derivata behandlar rorelse. Derivatan vid en viss tidpunkt ¢ ar det-
samma som (momentan-)hastigheten eller den 6gonblickliga hastigheten vid denna
tidpunkt. Sekantens riktningskoefficient motsvarar da medelhastigheten mellan tva
tidpunkter.

Derivata kan alltsa ges tre olika tolkningar: en geometrisk (riktningskoefficient for
sekant-tangent), en fysikalisk (medelhastighet-momentanhastighet) eller en algebra-
isk (differenskvot-derivata).

RAKNA: TP (sid 170) 1

FUNDERA: FUN 6.1 (tdnk pa att tangentens riktningskefficient paverkar tangentens
lutning.)

Avsnitt 6.2

Precis som da vi definierade kontinuitet utgar vi ifran en punkt nér vi nu definierar
derivata. Vi menar da att en funktion ar deriverbar om derivatan existerar i varje
punkt dar ursprungsfunktionen ar definierad. Se definitionsrutan sid 170.

Uttrycket for differenskvoten
f(@) — f(wo)
T — Zo
ar viktig, men vi hittar ett annat skrivséatt pa sid 172 som ar likvérdigt bra:
f(@o+h) — f(x0)
h

Fordelen med den senare ar att med denna kan den allminna derivatan {6r en
funktion f (i vilken punkt x som helst) definieras enligt:

fI(LC) — lim f(ZL' + h) — f([L’)

h—0 h

De olika derivatasymbolerna i rutan langst ner sid 170 boér du kinna igen och kunna
anvianda dig av.



Nér vi vl har definierat derivata kan vi borja berdkna dess virde i en punkt for
olika funktioner. Exemplen 6.2 - 6.4 far du ga igenom. Speciellt intressant ar att
derivatan av en konstant dr 0 (enligt exempel 6.2).

Vi har tidigare sagt att en kurva &dr ganska vacker da den ar graf for en kontinuerlig
funktion. Om funktionen &r deriverbar blir den &nnu mjukare i sin kurvighet. Ténk
dig sjélv att du har en tangent som du for langs en kurva. Da far det minsann inte
finnas nagra horn (eller veck) pa kurvan, for i ett horn kan du inte placera tangenten.
Men forbi ett horn kan du fora en penna sa kurvan ar kontinuerlig dar.

Pa grund av detta behover vi inte forvana oss 6ver sats 6.1 sid 171.
Om en funktion ar deriverbar i en punkt sa dr den ocksa kontinuerlig i punkten.
Det ar "finare” att vara deriverbar &n kontinuerlig!

Beviset maste du ga igenom och forsta. Det ar alltsa tva saker du maste bevisa for
att veta att satsen &ar sann. For det forsta: f &r definierad for xy. For det andra:
Gréansvirdet for f da vi ndrmar oss x( ar lika med f:s virde i x.

Nér detta ar bevisat har vi uppfyllt de tva villkoren for kontinuitet som vi aterfinner
i kontinuitetsdefinitionen pa sid 154 (kors da! det star sid 153 i boken).

Exempel 6.5 visar att omvandningen av satsen inte géller, dvs det géaller inte att
kontinuitet medfor deriverbarhet. Ett annat enkelt sétt att inse detta ar ju att
tdnka pa hornet (kontinuerlig men inte deriverbar). Det var ju "tur” att det inte
var ekvivalens mellan kontinuitet och deriverbarhet for da skulle det ju vara relativt
ointressant att 6verhuvudtaget diskutera derivata. Och detta &r inte fallet! Derivata
ar bland de viktigaste och mest anvindbara matematiska begreppen. Mycket beror
detta pa de tre olika tolkningar vi kan gora av derivata som vi sett i avsnitt 6.1.

RAKNA: TP (sid 173) 2, 3
FUNDERA: FUN 6.2 (det kan du ju nu. Tank pé en styckvis funktion som har horn.)

Avsnitt 6.3

Det skulle bli véldigt krangligt om man varje gang man vill finna en funktions
derivata maste anvinda sig av definitionen med differenskvot. De deriveringsregler
som du finner i avsnitt 6.3 ar darfor mycket viktiga for anvindbarheten av derivator.
Reglerna gor att konsten att derivera i manga fall blir ett enkelt hantverk.

Sats 6.2 ger en bra borjan. Det kommer att visa sig att alla elementéra funktioner
har relativt enkla derivator. De ar samlade i appendix C som standardderivator. For
bevisen anvinds standardgransviarden fran kapitel 5. For att du enklare ska kunna
jobba med derivator i framtiden &r det bést att du lir dig standardderivatorna
utantill. Det &r ingen mening att bevisa dem foér varje gang.

Deriveringsreglerna i sats 6.3 &r synnerligen viktiga. Med dessa kan du bestdmma
derivator av lite mer komplicerade sammanséattningar av elementéra funktioner.
Det kan vara lattare att komma ihag reglerna uttryckta i ord. Sa har far du ett
forslag:

[. En konstant faktor kan alltid brytas ut oférdndrad ur en derivata.
Likheten kan forenklat skrivas som

(k-f) =k-f
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II. Derivatan av en summa av funktioner ar lika med summan av funk-
tionernas derivator. Likheten kan forenklat skrivas som

(f+9)=1+4

ITI. Derivatan av en produkt av tva funktioner &r lika med summan av
den ena funktionen deriverad multiplicerat med den andra funktionen
ofordndrad och den andra funktionen deriverad multiplicerad med den
forsta funktionen ofordndrad. Likheten kan forenklat skrivas som

(f-9)=f-9+d f

IV. (Svarast att komma ihag!) Derivatan av en kvot mellan tva funk-
tioner (som vi just nu kallar téljaren och ndmnaren) dr lika med kvoten
mellan (differensen av ndmnaren oférédndrad multiplicerad med téljaren
deriverad och téaljaren oférandrad multiplicerad med ndmnaren derive-
rad) och ndmnaren i kvadrat. Likheten kan férenklat skrivas som

([)':g-f’—f-g’
g 9?

Bevisen for dessa regler (sid 176) behover du inte ldsa igenom s& noga om du inte
vill. For att matematikboken inte ska bara kidnnas som en kokbok i konsten att
rikna kan det ju emellertid vara trevligt att fa lite forstaelse av varfor saker ér som
det ar.

Exemplen 6.6 - 6.13 visar hur man kan anvénda reglerna. Men vi kommer att se
manga ytterligare exempel i fortsattningen dar vi anvinder reglerna.

Vi ger ett exempel till som visar hur vi kan bestdmma tangenten.

EXEMPEL: Grafen till funktionen y = 2z — 2 har tva skiirningspunkter med z-axeln.
Bestam ekvationerna for grafens tangenter i dessa punkter.

Lésning: Skirningspunkterna far vi genom att 16sa ekvationen 2x — 2% = 0, dvs.
x=0ochz=2.
Skirningspunkterna ar alltsa (0,0) och (2,0).

Tangenternas riktningskoefficienter far vi genom att derivera funktionen:
y =2—2x

Riktningskoefficienterna &r alltsa:

For tangenten i (0,0): ¢ (0)=2-2-0=2

For tangenten i (2,0): ¢(2)=2—-2-2= -2

Tangenternas ekvationer ar (enligt enpunktsformeln sid 44) y — y; = v/ (x1)(z — 1))
eller i vara fall:

For tangenten i (0,0): y—0=2-(z —0) forenklat y = 2z

For tangenten i (2,0): y—0=—2-(z —2) forenklat y =4 — 2z



Att De® = e* visar vilket bra val e dr som bas till exponentialfunktionen. Ingen
annan bas kan ge samma funktion som derivata som ursprungsfunktionen. Vi ger en
extra uppgift som for ihop den reflexionen med vad vi sa i kapitel 4 sid 116.

UPPGIFT: Bestdm tangenten till funktionen y = e” i punkten z = 0. (Observera att
"punkten” i detta fall avser endast z-koordinaten.)

RAKNA: TP (sid 180) 4 (c verkar svar! men anvind logaritmlagarnal), 5
FUNDERA: FUN 6.3

Awvsnitt 6.4

Kedjeregeln ger oss mojlighet att derivera sammansatta funktioner. Vi har tidigare
beskrivit yttre och inre funktion. Bada dessa funktioner kan deriveras. Kedjeregeln
siager att derivatorna ska multipliceras for att fa derivatan av den sammansatta
funktionen. Det vanligaste felet som gors vid derivering ar att man glommer att
derivera inre funktionen, den s.k. inre derivatan. Ett kint citat fran en annan larobok
sdger: Aj, som satan! Jag glomde inre derivatan!

Och det kan verkligen gora "ont”!
Vi tar ett enkelt exempel.
EXEMPEL: Bestidm derivatan av funktionen y = 2.

Lésning: Yttre funktion ar e upphdjt till” och inre funktion ar 2x. Inre derivatan &r
D(2x) = 2. Derivatan kan da bestammas i tva steg dér vi forst bestammer derivatan
av yttre funktionen

D(@Qz) _ D(e( )) — 6() . ( )’ — 6233 . (ZZE), = @2m .2 = 2@233

De tomma parenteserna vill forstarka att det viktigaste ar vad funktionen gor och
inte variabelbeteckningen. O

Det svaraste med kedjeregeln ar ofta att identifiera vad som &ar yttre och vad som
ar inre funktion. Exemplen 6.15 och 6.20 demonstrerar lite ytterligare.

Ibland finner man att funktionen dr sammansatt av manga funktioner. Da multipli-
ceras alla ingaende funktioners derivator. Se exempel 6.21.

Exempel 6.16 ger den slutliga standardderivatan Dx® = ax®!. Ligg mirke till hur
den sammansatta funktionen patraffas i detta fall.

Beviset av kedjeregeln &r ju ganska kul anvindning av derivatadefinitionen, men
som det star i texten, ar beviset ju inte helt korrekt. Sa las det om du vill.

Exemplen 6.18 och 6.19 ar mycket wviktiga.
RAKNA: TP (sid 184) 6, 7
FUNDERA: FUN 6.4 (Los den om du kan!)

Avsnitt 6.5
(Endast t.o.m. exempel 6.23 sid 186.)

Derivatan av inversen till en funktion kan vara lite omstandigt att bestdmma. Det
géller att halla reda pa vad som &ar oberoende och beroende variabel.



Likheten i sats 6.5 1

(f7) (wo) = (o)

ar ju mycket slaende. Observera att det star ¢y som oberoende variabel for invers-
funktionen och xy for den ursprungliga funktionen. Om vi jamfor med bilden fig
3.11 sid 99 sa kan vi inse att vi studerar riktningskoefficienten for samma tangent!
Tangeringspunkten ar (zg,yo). Det ar bara sa att nédr y ar oberoende variabel (allt-
s for f~1) sa far vi vrida pa huvudet (och kanske vinda det ut och in ocksi) sé
att y-axeln blir liggande axel. Men observera att i slutdndan blir ekvationerna for
tangenterna till f=! och f lika. De #r ju samma tangent!

Beviset for sats 6.5 utgar ifran derivadefinitionen. Ga igenom det noga. Det in-
nehaller algebraisk omskrivning, kontinuitetsdefinition och anvindning av gréns-
vardesregler.

Ga igenom exemplen 6.22 och 6.23. T och med det sista exemplet har vi funnit alla
standardderivator vi behover for narvarande.

Resten av avsnittet och avsnitt 6.6 hoppar du over.

RAKNA: TP (sid 187) 8

Avsnitt 6.7

Avsnittet ska handla om s.k. hogre derivator som innebér att vi bestdmmer de funk-
tioner som bildas da vi deriverar den ursprungliga tva eller flera ganger. Beteckningar
pa sid 191 och sid 192 ar bra att spara pa. Fysikaliskt sett betyder andraderivatan
hastigheten av hastighetsférandringen, dvs accelerationen.

Avsnittet borjar med exemplen 6.29 och 6.30 som ytterligare exemplifierar hastig-
hetsbegreppet da det géller forstaderivatan.

RAKNA: TP (sid 193) 11, 12

RAKNA HELA KAPITLET: OV 6.1, 6.2bcf, 6.3adef, 6.4ab (varfor blir svaret som det
blir i b?), 6.5¢d, 6.6cd, 6.7, 6.8, 6.10, 6.11, 6.14, 6.17, 6.20, 6.21, 6.28abc



