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Tentamen 1 matematisk statistik

Sannolikhetsteori A, 5 podng Skrivtid: 09.00-15.00.

Tillatna hjdlpmedel: Tabellsamling, egen minirdknare.
Studenterna far behélla tentamensuppgifterna.

1 Pa vissa cigarettpaket finns varningstexten 9 av 10 som drabbats av strupcan-
cer dr rOkare”. Denna faktauppgift dr inte helt relevant for att bedoma om ris-
ken ar stor eller liten for att drabbas av strupcancer, om man roker. Berékna,
med hjdlp av informationen i varningstexten och foljande data, sannolikheten
att en rokare drabbas av strupcancer. 49% av befolkningen dr mén. Av minnen
roker 30% och av kvinnorna roker 40%. Sannolikheten att drabbas av
strupcancer ar 1%. G p)

Losningsforslag:
Lat C=hindelsen cancer, R=hindelsen rokare och M=héindelsen man. Vi vet da
att P(C)=0.01, P(R|C)=0.9, P(M)=0.49, P(R|M)=0.3, P(RIM*)=0.4.

P(CAR) P(R |C)P(C) ~ 0.9%0.01

P(C|R)= = = =0.025641
P(R) P(R|M)P(M) +P(R | M*)P(M*) 0.3*%0.49+0.4*%0.51
2 Lat (X, Y) vara en tvddimensionell s.v. med simultan frekvensfunktion
kx,0<x<l,x-1<y<l—-x
fy) =9 :

0, for ovrigt

a) Bestdm virdet pd konstanten k . (1p)

b) Bestdm marginella frekvensfunktionen for Y . (1p)

c¢) Bestdm variansen for X . (1p)

Losningsforslag:
11-x

a) 1= [ kxdy= jkxa—x (x —1))dx jzkx(l x)dx =k /3= k=3
0x-1

b)
vil C3(y+1)?

j3d = -1<y<0
fy(y) = )

-y _ 2
I3xdx=3(12},) 0<y<l1
0
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1-x
c) fLix)= j3xdy =3x(1-x—(x—1))=6x(1—x),0 < x <1. Detta ger att V(X)=1/20

x—1

3 Till en affar kommer kunder enligt en Poissonprocess med intensiteten 7
kunder per timme. Varje gdng det kommer en kund sa dr det lika sannolikt
att det dr en man som en kvinna, oberoende av konet pa tidigare kunder.

a) Berédkna den betingade sannolikheten att det har kommit minst tvd mén
under den forsta halvtimmen, givet att det har kommit exakt fyra kunder

sammanlagt under den forsta halvtimmen. (1.5p)
b) Berdkna vintevérdet av tiden det tar innan det kommer en kund av
motsatt kon mot nirmast foregdende kund. (1.5p)
Losningsforslag:

Lat X(t)=antal kunder under tiden (0,t), M(t)=antal mén under tiden(0,t) och

K(t)=antal kvinnor under tiden(0,t). D4 giller att {X(t),t>0} ar en Poissonpro

cess med intensitet 7, {M(t),t>0} och {K(t),t>0} 4r oberoende Poissonproces

ser med intensiterna 3.5.

a) P(M(0.5)=2|X(0.5)=4)=1- P(M(0.5)=0[X(0.5)=4)- P(M(0.5)=1|X(0.5)=4)=
- PM(0.5)=0nX(0.5)=4) PM(0.5)=1nX(0.5)=4) _

P(X(0.5) = 4) P(X(0.5) = 4)
|_P(M(0.5)=01K (0.5 =4) _PM(0.5)=1nK(0.5)=3) _
P(X(0.5) = 4) P(X(0.5) = 4)
|_ POM(0.5) = OP(K(0.5) =4) _ P(M(0.5) = DP(K(0.5) = 4) _
P(X(0.5) = 4) P(X(0.5) = 4)
e P x5 754 4 e 175 % e 1750 /31
O e3ste e3.54 /41 B

4 4
(A -5
2 2 16 16
b) Lat N vara numret pd den forsta kund som har motsatt kon mot féregaende
kund. N kan d& anta viardena 2,3,4,.... Vi finner P(N=2)=1*1/2,
P(N=3)=1*1/2*1/2=(1/2)* och att P(N=k)=(1/2)*", k=2,3,... Av detta kan vi
dra slutsatsen att (N-1) dr geometriskt fordelad med p=1/2 och att E(N-1)=2
dvs E(N)=3. Lat nu T; vara tidpunkterna néir kunder anlénder, i=1,2,... D4
géller att T; 4r exponentialfordelade med E(T;)=1/7.
N N
Vi far da E[ZTJ = E(E[ZTJ | Nj =E(N)*E(T,))=3*1/7=3/7
i=1

i=1

4 Lat X; och X, vara tva oberoende slumptal med frekvensfunktion
f(x)=1, 0<x<I.
a) Bestdm frekvensfunktionen for X;+X; och rita den i en figur. (0.75 p)
b) Bestdm momentgenererande funktion for X;+X; (0.75p)
¢) Visa att X;-X; har samma fordelning som X;+X;-1 (0.75 p)
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d) Bestdm frekvensfunktionen for X;-X, och rita den i en figur. (0.75p)

Losningsforslag:

b)

a) Lat Y:X1+X2. Da
F(y)=PX, +X,<2)=

s ere
Uldydx BRAREE! i1 1 z-y ? (2-2z)

{;ig } jjldxdy+j jldxdy+J _[ldxdyzl—T 1<z<2

x+ys<z 00 0 z-1 z-1z-1

£ (x) z 0<z<l1 wj
X)=
Y 2-7 1<z<2

M(Y,t) = M(X,, h M(X,, t) = (E(e™))’ = (je”‘dX)2 = tlz(et -1y’

c)
M(X, - X,,t) = M(X,, )M(X,,~t) = tlz(e‘ +et-2)

M(X, + X, -Lt)=e ' MX,tH) M(X,,t)=¢" tlz(et 1)’ = tlz(et +e ' =2)

Eftersom mgf dr unik méste X;-X, ha samma fordelning som X;+X5-1
d) Fy 5, (x)=PX,-X,<x)=PX, +X,-1<x)=P(X, + X, <x+1)

{x—i—l —1<x<0

Genom derivering erhélles f X)=f,(x+1)=
g Xl—Xz( ) =1y ( ) l-x 0<x<1

frrxa(X)

1

a) Definiera begreppet konvergens i sannolikhet {fo6r en foljd av slumpvariabler

X], Xz, (1 p)
b) Formulera Stora talens svaga lag (1p)
c) Lét P(A) beteckna sannolikheten att hdndelsen A intréaffar vid ett forsok.

Gor n oberoende upprepningar av forsoket och 14t ns vara antalet gdnger A

intréffar. Motivera att relativa frekvensen na/n konvergerar i sannolikhet

mot

P(A). (Ip)

En belysningsarmatur bestar av tre lysror som gar sonder oberoende av varandra. Inten-
siteten (hazarden) som ett lysror gar sonder med &r
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0.5, t>0,
h(t) =

0, t<0.
a) Bestdm den forvéntade livsldngden hos ett lysror. (1.5p)
b) Anta att belysningen ér tillricklig om minst tva lysror lyser. Bestdm den
forvéintade tiden till dess att belysningen blir otillracklig. (1.5p)
Losningsforslag:
—TOjdu

-x/2

a) X=livsldngden har férdelningsfunktion F(x)=1-¢ ° =l-e
X ér alltsa exponentialfordelad med vintevirde 2.

b) S=systemets livslangd. P(S>t)=P(2 av 3 lysror fungerar vid tid t). Lt
p=P(X>t)=e't/2 och Y=antal som fungerar vid tid t. D4 Ye Bin(3,p) och
P(S>t)=P(Y=2)+P(Y=3)=1-P(Y=0)-P(Y=1)=1-(1-p)’-3p(1-p)*=
1-(1-e"?)*-3 e*(1-¢"%)*=3e™-2¢"2. Vi erhiller

E(S)=[3¢™ —2¢%dt =5/3
0

7 En Taylorutveckling av g(X) kring E(X)=m é&r
, (X —m)*
g(X) = g(m) + (X —m)g’(m) + = =

“kasseras” termer av ordning tvé och hogre. Detta leder till uttrycken

E(g(X)) ~ g(m) och V(g(X)) = V(X)g'(m)”.
En béttre approximation uppnas om vi i Taylorutvecklingen ocksé behaller 2:a
grads-termen.

g’’(m)+... Vid Gauss approximation

a) Hérled pa detta sétt ett approximativt uttryck for E(g(X)). (1p)

b) Lat X vara en Poissonfordelad stokastisk variabel med vantevdarde m = 10. Be-
stim med vanlig Gauss-approximation approximationer av vintevérde och stan-
dardavvikelse for g(X)=e" , samt med den nya varianten i a) en alternativ

approximation av E(e™) . (1p)
c) Bestim E(e”) exakt. Vad kan man siiga om approximationerna i detta fall? (1 p)
Losningsforslag:

a) E(g(X)=g(m)+V(X)g (m)/2
b) Gauss: E(e®)=e*®=¢'=22026.46579,
V(e)=V(X)e*™=10e*’ och D(e*)= 69653.80070

Ny variant : E(e®)=e'*+5¢'°=6¢'"=132158.7947
= e 105 e & . (10e)

c) E@E*)=>¢" e

=— =¢'"“" =2900034.487
k! e k=0 k!
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8 a) Visa Tjebysjevs olikhet, dvs
For varje k> 0 géller P(‘X - p‘ >ko) < 1/k2 , dér E(X) = p och V(X) = &°.

Vilj sjalv om du vill visa satsen for en diskret eller kontinuerlig s.v. (1.5p)

b) Anvénd satsen for att utgdende frdn n oberoende s v X, X», . .., X, med

samma fordelning som X, hirleda ett konfidensintervall for p med konfidens-

grad minst 88,9% oavsett vilken fordelning X har. G p)
Losningsforslag:

2

b) E(X)=pochV(X)= o Enligt Tjebysjev’s olikhet giller dé att
n

- ko 1 - ko 1
P(|X—-up»——~—=)<—elleratt P(| X—pl<—=)>1-—. Satt k=3 ger
( o &) 12 (] u \/H) K g
P(|X—-pl< 3—G) >0.889eller att X +3- 2 ir ett 88.9%-igt konfidensintervall for
/n n

Lycka till



