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Tentamen 1 matematisk statistik

Sannolikhetsteori A, 5 podng Skrivtid: 09.00-15.00.

Tillatna hjdlpmedel: Tabellsamling, egen minirdknare.
Studenterna far behalla tentamensuppgifterna.

1.  En komponent forpackas i stora partier med olika kvaliteter, ordindr och prima. Ande-
len felaktiga komponenter i ett parti av ordindr kvalitet dr 5%, medan andelen felaktiga
1 ett parti av prima kvalitet dr 1%. En tredjedel av alla partier ar av prima kvalitet och
resten av ordindr kvalitet. For att kvalitetsbestimma ett parti av okdnd kvalitet tar man
ut tre slumpmissigt valda komponenter.
a) Bestidm fordelningen for antalet trasiga komponenter av de tre uttagna for ett parti

av ordindr kvalitet. (1p)
b) Bestdm sannolikheten att fa precis en trasig komponent av de tre uttagna fran ett

slumpmadssigt valt parti (1p)
¢) Bestim sannolikheten att ett slumpmaéssigt valt parti dr av prima kvalitet, givet att

precis en av de tre uttagna komponenterna var felaktig. (1p)

Losning:

Infor P=""ett slumpmassigt valt parti dr av prima kvalitet” Och T= "en slumpmassigt vald
komponent dr trasig”. Vi har P(P)=1/3, P(T|P)=0.01 och P(T\P*)ZO.OS.

a)
X="antal trasiga komponenter bland tre fran ett ordinért parti” &r Bin(3, 0.05)
b)

Infor E="precis en komponent av tre fran ett slumpmassigt parti &r trasig”. Vi har da att
P(E|P")=P(X=1)=0.1354. Eftersom Y= "antal trasiga komponenter bland tre fran ett prima
parti” ar Bin(3, 0.01) géller att P(E|P)=P(Y=1)=0.0294. vi far da

P(E)=P(E[P)P(P)+ P(E|P")P(P")=0.1001

c)

p(p| By = PEIPIP)

P(E)

=0.098
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2. Lat de tva stokastiska variablerna X € R(0,2) och Y € R(0,1) vara oberoende och sétt

7 2X+Y och W = X+2Y
2.5 2
a) Berdkna C(Z,W) (1.5p)
b) Berdkna P(|Z-W[>0.3) (1.5p)

Anm: Att X € R(0,2) betyder att f, (x) = ;, 0<x<?2

Losning:
a)
C(Z,W) = C(2)§J;_Y , X +22Y) = ;C(2X +Y,X+2Y)= ;(2C(X, X) +4C(X,Y) +C(X,Y) +2C(Y,Y))=
1 1 4 1 1
—2VX)+2V(Y))=—|2- —+2 — |=—
5( ) ()) 5( 12 12)6
b)
P(|Z-W[|>03)=..=P(Y > X+l eller Y < X2-1) = ”1 . ;ﬁixdy dédr arean A bestdms av att
A
L 1
0<x<2, 0<y<1 och y>(x+1)/2 eller 0<x<2, 0<y<l och y<(x-1)/2. Vi finner att AZZT2 = 5
11 1
ochatt P(Z-W[>03)=—--—=—
22 4
3 a) Definiera begreppet konvergens i sannolikhet (1p)
b) Antag att X;, Xy, ... dr en foljd av kontinuerliga stokastiska variabler dir X, har
frekvensfunktion
—n(x-a) >
£ (x) = {ne X>a
0 annars
Visa att X, konvergerar i sannolikhet mot a dd n—o0 2p)

Losning:
a) X, —/—>Xddn —>owommVe>0, P(X, -X/>¢&)>0din >

b) Tag godtyckligt e>0.

a+e

P(‘Xn —a‘ >g)=P(X, >a+¢e)+P(X, <a-¢)=P(X, >a+¢)+0= Jne"“("_a)dx:e_rls —0din— o
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4 Meddelanden anlénder till en dator genom tva telefonlinjer enligt tva oberoende
Poisson-processer med intensiteter A respektive .
a) Bestidm sannolikheten att ett meddelande anldnder forst pé linje 1. (1p)
b) Bestim frekvensfunktionen for vintetiden till forsta meddelande. (1p)
c) Antag att det totala antalet meddelanden 1 (0,t) r tre. Bestdm den betingade
sannolikheten att &tminstone ett meddelande har anlint i forsta halvan av
intervallet och atminstone ett i det andra. (1p)

Losning:

Lat T, vara véntetiden till forsta samtal pa linje 1 och 14t T, vara motsvarande for linje 2. Da
géller att T; och T, &r exponentialférdelade med vantevdrden 1/A respektive 1/p.

a)
P(T, <T,) = J.P(T1 <T,|T, =x)f, (x)dx =...= J‘(l—e_kx)ue_“"dx = A

0 0 A+p
b)

Vintetiden till forsta meddelande &r T=min(T;,T,).
P(T <t)=1-Pmin(T,,T,)>t)=1-P(T, >t, T, >t) =1-P(T, > t)P(T, > t) =1—-¢e *™*"
Frekvensfunktionen blir dd £ (t) = (A +p)e *™*, t > 0.

c) Lat N(t) vara totala antalet meddelanden i (0,t). Da ar {N(t)} en Poissonprocess med inten-
sitet(A+p). Vi far

P(N(t/2) > 1, N(t) - N(t/2) > 1|N(t) = 3) = P(N(t/2) = 1, N(t) - N(t/2) = 1| N(t) = 3) +

P(N(t/2) = 2. N(t) - N(/2) = 1| N(t) = 3) = T N(/2) = 2PN = N(t/2) =1) |

P(N(t) =3)
e—(k+u)t/2 ((7\‘ + M)t/Z)l e—(kﬂl)t/Z ((}\‘ + M)t/z)z
P(N(t/2) = DP(N(t) = N(t/2) =2) _ I 2 +
P(N(t) =3) e (A + )’
3
e (4 p)t/2)? e WU (A4 )t/ 2)'

5 1 3.3 3
—(A+p)t 3 38 4
e (+ ) 8.8 4

3!
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X

5 Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel med frekvensfunktion f, (x) =xe™, x >0.

a) Bestdm momentgenererande funktion till X (1.5p)
b) Utnyttja momentgenererande funktionen for att bestimma E(X) och V(X) (1.5 p)

Losning:
a)
M(X,t) = Te”‘xe*"dx = LT x(1-t)e ™" dx = !
o 1-ty (1-1)°
b)
M'(X,t) = 2 ;= EX) =M (X,0)=2
(1-1)
M (X,t) = | 6t = EX*) =M (X,00=6

Vi far V(X)=6-4=2

6  Lat T beteckna livsldngden for en enhet. Hazard rate for T &r h(t) =1— llt’ t>0.
+

a) Bestdm 6verlevnadsfunktion och frekvensfunktion till T (1.5p)
b) Bestim Mean-Time-To-Failure, dvs E(T). (1.5p)
Losning:

a)
—[(l—%)ds
Fiy=1-e® 7 =1-¢e""" =1-(1+t)e " vilket ger att f(t) =te™*,t>0.

b)

E(T)=[t’e"dt=2
0
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7. Ett icke-underhallet system bestar av 6 oberoende enheter (A-F) kopplade enligt nedan-
staende schema. Om alla enheterna har samma funktionssannolikhet vid tiden t,
R(t)=¢"*, t>0, bestim systemets forvintade livslingd. (3p)

Losning:
Genom att kombinera regler for seriekoppling och parallellkoppling erhalls

Rgys(t) = 4t — et — 4ot 4470t — !

Forvéntad livsldngd blir d& JRSYS (t)dt = 13106 =3.87
0

Lycka till



