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Tentamen 1 matematisk statistik

Sannolikhetsteori A, 5 podng Skrivtid: 9.00-15.00.

Tillatna hjdlpmedel: Tabellsamling, egen minirdknare.
Studenterna far behalla tentamensuppgifterna.

(Ni kan fraga Peter Anton om det ar nigot ni inte forstar eller ringa 070-3747940)

1.  Kasta ett just mynt upprepade ginger. Vad ar sannolikheten att antalet krona” blir
sex st innan antalet ’klave” blir fyra? 3 p)
Losning:

Det minsta antalet kast som kravs for lyckat resultat dr 6 och det maximala antalet ar 9.
Vid sex kast maste utfallet vara en serie av fem kronor och en avslutning med krona.
Bland de fem forsta kasten dr det ingen klave. Sannolikheten for detta utfall ar

5
{OJ * (%)6 . Vid sju kast skall fem krona intrdffa bland de sex forsta kasten och avslutas

6
med en krona. Sannolikheten for detta &r (1 j * (%)7 o s v. Vi far svaret

5*16 6*17 7*18 8*19_19* _i_
[OJ (E) +[1] (2) +[2j (2) 4{3) (2) —(2) (8+24+42+56)—256—0,2539

Alternativ 1: X=antal krona vid 9 kast. X ar da Bin(9,0.5) och P(X>6)=1-P(X<5)=1-
0,74609=0,25391
Alternativ 2: X=vintetiden till 6:e¢ krona. X dr da negativt binomialférdelad. P(6 krona for 4

o (i-1) . 65
klave)=P(X<9)= ( ]0,51 =5
Z;‘ 5 256

2. Antag att X dr en exponentialfordelat slumpvariabel med téthetsfunktion

Le™Momx >0
f(x)=1"
0 annars

Lat Y vara heltalsdelen av X, d v s alla decimalerna fran talet X dr borttagna.

a) Bestdm sannolikhetsfunktionen till Y (1p)
b) Bestim véntevirde for Y (1p)
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c) Bestim variansen for Y (1p)

Losning:
a) Y=[X]. Da kan Y anta virden 0,1..... och P(Y=k)=P(k<X<k+1)=F(k+1)-F(k)=
1_ e—(k+l)/u _ (1 _e—k/p) — e—k/p(l _ e—l/p.)
b) Lat p=(1—-¢*). D& P(Y=k)=q"p, k=0,1,...

—1/p

o0 o0 . e
MXH=E¥)= e“q"p =) (qe")"p = — . E()=M'(X.00= =
k=0 k=0 1-qe p 1l-e
5 o ] q e—l/p.
c) EX)=M""(X,0) vilket ger att V(X)= ? = m

3.  Kalle leker med en tidrning. Han bdrjar med att kasta tdrningen en gang och far
resultatet X. Dérefter kastar han tdrningen X ganger och berdknar summan Y av

dessa kast.

a) Bestdm vantevirdet E(Y) (1p)

b) Bestim variansen V(Y) 2p)
Losning:

X
Y = Z Z. dér Zi=resultatet vid kast nr i. Eftersom X &dr en slumpvariablel far vi
i=1

a) E(Y)=E(E(Y[X)) och B(Y[X=x)= E(Z zij =3 E(Z,) = 3.5x
Darfor blir E(Y)=E(3.5X)=3.5:2=12.25
b)  V(Y)=E(V(Y[X))+V(E(YX))=E(35X/12)+V(3,5X)=

35E(X)/12+12.25V(X)=45,9375

4. Anropen till polisen fran automatiska inbrottslarm kan antas komma enligt en
Poissonprocess med intensiteten 2 larm per timme. Varje sadant larm dr med
sannolikheten 0.8 falskt. Vi antar oberoende mellan larmen.

a) Vad ar sannolikheten att det sjunde larmet &r falskt? (1p)
b) Bestidm sannolikheten att det kommer 2 riktiga och 6 falska larm under en
3-timmarsperiod (1p)
c) Antag att det under 8 timmar kom 10 larm. Vad &r sannolikheten att 8 av dessa
kom under de tre forsta timmarna? 2p)
Losning:

X(t)=antal larm under tiden (0,t). {X(t),t>0} dr en Poissonprocess med intensitet 2 larm
per timme. Lat Y(t)=antal falska larm under tiden (0,t). D& utgor {Y(t),t>0} dr en
uttunnad Poissonprocess med intensitet 2*0.8=1.6 larm per timme. Lat vidare Z(t)=antal
riktiga larm under tiden (0,t). Da utgor {Z(t),t>0} &r en uttunnad Poissonprocess med
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intensitet 2*0.2=0.4 larm per timme. Observera att processerna {Y(t),t>0} och

{Z(t),t>0} ar oberoende.

a) Eftersom varje larm kommer oberoende av varandra dr sannolikheten 0.8 att det
sjunde larmet ar falskt.

e—4.84'86 . e—1.21'22

b P(Y(3)=6, Z(3)=2)=P(Y(3)=6)PZ(3)-2)=—— o= 03031660274
o PXG)=8X(8)=10)= FED=8X®) =10) _ PX()=8,X(®)-X(3)=2) _
P(X(8) = 10) P(X(8) = 10)

e’6" e 107
_ %k — =
P(X(3)=8)*P(X(8)-X(3)=2) _ 3 2l _ 006874208338

P(X(8)=10) e 16"
10!
5. En belysningsanordning bestir av tva glodlampor som gir sonder oberoende av
varandra med intensiteten
1
At)y=1—-—.
® 1+t

Berdkna intensitets-funktionen for den tid det tar till dess bdda lamporna har gatt

sonder. (3 p)
Losning:
Lat X=livsldngden hos lampa nr 1, i=1,2. D4 ges fordelningsfunktionen for X; av
—j?»(u)du .
F(t)=1-¢ ° =]—g oW — 1 _ o -0 — 1 _ (14 t)e " och frekvensfunktionen av

f(t)=1+t)e" —e ' =te™", t>0.1:=

Lat Y=max(X;,X;)=Tiden det tar till dess bada lamporna slocknat. Vi far
F, (t) = P(max(X,,X,) <t) =P(X, <t)*P(X, < t) = F(t)°,

f, () 2f()F(t)  2t1-(1+t)e™)

fy (1) =2f()F(t) och Ay (1) = 1-F,(t) 1-F(t)> (+t)e —2(1+1)

6.  Den tva-dimensionella slumpvariabeln (X,Y) har f6ljande sannolikhetsfunktion, dér
0<p<I och g=1-p,

e’ - p for (17_]) = (090)
p(,j)=1p for (i, j) = (1,0)
—qJ
© _'q fori=0och j=1,2,3,....
J!
a) Bestdm de marginella sannolikhetsfordelningarna f6r X och Y (1p)
b) Berdkna korrelationskoefficienten p(X,Y) mellan X och Y Gp
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Losning:

a)

b)

X dr en slumpvariabel som endast antar virdena 0 och 1 och

0

P(X=0)=Y P(X=0,Y = ) 5p(0,0) + Y p(0. ) =¢ ¢ _p+ze*qu -

=0 j=1 =1 J'

e —p+(I-e)=1-p=q
P(X=1)=p(1,0)=p och X ar Bin(1,p) med E(X)=p och V(X)=pq.
Y ir en slumpvariabel med

P(Y=0)=> P(X=},Y=0)=p(0,0)+p(L,0) = —p+p=e
=0
k

© —-q
P(Y =k)= > P(X=j,Y=k)=p(0,k) == k? k=1.2,..

Vi har att YJZir Po(q) med E(Y)=q och V(Y)=q.
Eftersom p(X.Y) = cov(X,Y) _ E(XY)-E(X)E(Y)
JVX)V(Y) JVX)V(Y)

aterstar att berdkna

© ® 0 P
E(XY) =Y SiiP(X=i,Y = ) =0%0*p(0,0) + 1*0*p(1,0)+ > 0* j* <L 0,

i=0 j=0 j=1 hL
Vi far p(X,Y) = 0-pq —\/E
\VPqq
7. Lét X vara en exponentialfordelad slumpvariabel med tithetsfunktion
Le™ omx >0
f(x)=4"
0 annars

a) Bestdm momentgenererande funktion M(X.t) till X (1p)
b) Bestim momentgenererande funktion till summan Y av n st sddana oberoende

exponentialférdelade variabler. (1p)
¢) Bestdm véntevirdet p och standardavvikelsen ¢ av 'Y (1p)
d) Vilken fordelning antar You dan—x©? (1p)

c
Losning:
I X -X I X —x(1/p— I 1 RSy
a) M(X,t)=E(e™) :J.et Mdx = ﬂ.et e X Vdx = Lok ﬁe W dx =
0 0 I-pt
_ Yy tiZ:l:Xi _ XKoo oiX, X, X, X, ( 1 )n

b) M(Y,t)=E(e")=E(e ™ )=E(e"'e™..e”)=E(e™)E(e™)..E(e™) =\
¢) E(Y)=M'(Y,0)=np, V(Y)=M""(Y,0)-M(Y,0)’=np’
d) Centrala gransvirdessatsen medfor att —— H konvergerar mot en N(0,1) da

c
n—>o?
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Lycka till!



