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Tentamen 1 matematisk statistik

Sannolikhetsteori A, 5 podng Skrivtid: 14.00-20.00.

Tillatna hjdlpmedel: Tabellsamling, egen minirdknare.
Studenterna far behalla tentamensuppgifterna.

1. En maskin som tillverkar tdrningar har blivit felprogrammerad pa sa sitt att den pa var-
je tarningssida malar ndgot av talen 1, 2,.., 6 helt sSlumpmassigt, dvs den malar de olika
talen med samma sannolikhet och oberoende av vad den malat pa tirningens ovriga

sidor.
a) Vad dr sannolikheten att man fir en sexa i ett kast med en sddan tdrning? (1 p)
b) Vad ér sannolikheten att man far tva sexor i tva kast? 2p)

Losning: Lat X beteckna antalet sexor pa tdrningen. D4 géller att X &r Bin(6,1/6).
a) Genom att utnyttja satsen om total sannolikhet finner vi att

P(sexa) = ZélP(sexa | X=k)P(X =k) :i%P(X =k) :%E(X) =é

P(2 sexor) = 26:1)(2 sexor | X = k)P(X = k) :i (%)21)()( =k) :(é)2 E(X*) =
b) k=0 k=0
(g) (V(X)+E(X)*) = (6) (6 +1) 316 0.05093

2. Lat(X,Y) vara en 2-dimensionell stokastisk variabel med simultan frekvensfunktion

4x*om0<y<x,0<x<1
f(x,y)= {
0 annars
Bestam korrelationen mellan X och Y. (Bp)

Losning: Vi méste bestimma de marginella fordelningarna for att kunna berdkna E(X), V(X),
E(Y), V(Y). Dessutom maéste vi bestimma E(XY).

fo(x) = [4x’dy = [4x*y] = 4x*,0 <x <1. Vi far E(X)=4/5 och V(X)=2/75
0

1 37!
f,(y) = I4x2dx = [4%} = g(l —y*), 0<y<1. Vi far E(Y)=2/5 och
y y

V(Y)=14/225.
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E(XY) = jjxyf(x, y)dydx =jj4yx3dydx =j [2y2x3 tdy = jZXSdX =1/3
00 00 0 0

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=1/75
_ Cov(X,Y) _+2I
P (X’Y)_\/V(X)V(Y) 14

=0,327

3. Lat X, Xo, ..., X, vara stokastiska variabler och lat én vara en funktion av dessa variab-

ler sadan att E(én) =0 och lim V(én) =0. Visa att én konvergerar 1 sannolikhet mot 6.

()
Losning: Tchebycheff’s olikhet anvinds. P(|[X-p|<ko)>1-1/k>.

én konvergerar i sannolikhet mot 6 d& n — oo om P(| én -0<¢e)—>1. Satt
X = én, p= E(én) =0ochko = k\/V(én) = ¢ 1 olikheten ovan. Det innebér att
g’ v(®,)

82

k* = ——och P(| én -0|<e)>1-——-="> vilket gar mot 1 d& n — oo eftersom

n

limV(®,) = 0.

4.  Lat X, Xy, ..., X, vara oberoende stokastiska variabler med frekvensfunktion
£(x) = {e'(”) omx >a
0 annars
och lat Y=min(X;, Xy, ..., Xy)
a) Bestam E(Y). 2p)
b) Bilda en funktion h(Y) séddan att E(h(Y))=a. (1p)

Losning: 1-F,(y)=P(Y >y)=P(min(X,, X,,..., X,) >y) = P(X, > y)" eftersom alla X-
variablerna har samma fordelning och dr oberoende. Men P(X1>y)=e'(y'a), y>a.
Vifar F,(y)=1-¢"%" f,(y)=ne™"™,y>aoch

a) E(Y)= J.yne_“(y"a)dy =a+ 1
n

b) h(Y)=Y-1/n

5. Ett system bestér av tva parallellkopplade enheter och en seriekopplad enheter enligt
figur nedan. Livsldngderna for de tre komponenterna &r alla oberoende och exponential-
fordelade med vintevérde 2 timmar.
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a) Bestdm systemets dverlevnadsfunktion, R(t). (1p)
b) Bestim systemets forvantade livsldngd. (1p)
c) Bestim systemets intensitetsfunktion, A(t). (1p)

Losning: Lat X, X, och X3 beteckna livslangderna for komponenterna. Om vi forst studerar
livslangden Y hos de tvé parallellkopplade enheterna finner vi att

F,(y)=P(Y <y)=P(max(X,,X,)<y)=P(X, < y)PX, <y)=(1-e?) =1-2e7* +¢”
a) Systemets livslaingd Z=min(Y,X3) har verlevnadfunktionen

R(t)=P(Z>1t) =P(min(Y,X;)>t)=P(Y > t)P(X, > t) =

(2eV? —e) eV ?)=2eY -

b) E(Z) = T(ze—y —e V' ?)dy = g

—R'(t) 27 -3/2e¥? 4-3¢7?

c) A(t) = = =
) M) R(t) 2 —e 2 4-2e7"?

6.  Lat U vara ett slumptal mellan 0 och 1 och 1at X = /—aln(1-U) , a>0.

a) Bestdm fordelnings- och frekvensfunktionen till X. (1p)
b) Bestim vintevérde for X (1p)
Losning: a)

F, (x) =P(X <x)=P(y-aln(1-U) <x) =P(-aln(1-U) < x*) =

2

P(In(1-U)> -2 =P(I-U2e™"*)=PU<l-e™"*)=1-¢"*,x >0
a

0 2x ~x%/a
fx(x)ngX(x):?e 2 x>0
b)
Xy
E(X) = j(l Fy (x))dx jemdx—mw LN N

RNk
Vamar2 = m

7. Till en butik anlander min och kvinnor enligt tvd oberoende Poissonprocesser med in-

tensiteterna A; respektive A,. Lat X beteckna antalet kvinnor som hinner anlédnda innan
forste man anlidnder. Bestim fordelningen for X. Gp)
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Losning: Lat tx=tiden till ankomst av forsta man och ty=tiden till ankomst av forsta kvinna.
Eftersom exponentialférdelningen saknar minne f6ljer att vi kan betrakta detta som
ett forsok som startar om varje gdng en kvinna anlénder. Vi lyckas i varje forsok
om Ty< Tx och misslyckas annars.

Vi finner d4 att P(X=k)= P(ty< 1x)“(1- P(ty< 1x))=q"p dir
q=P(ty <ty) = [Pty <71y | T} =%, (x)dx = [Pty <x)he " dx =
—o 0

[a—e™ e ™ dx = [Ae™ dx - [h,e M Ndx =1 - = = 2
0 0 0 }\’l + }\’2 }\’l + }\’2
8.  Lat X vara en Poissonfordelad slumpvariabel med véntevérde A.
a) Bestdm momentgenererande funktion till M(X t) till X (1p)
b) Bestim momentgenererande funktion M(X ,t) till X2

Nl N (1p)

c) Bestim Pm M(XT;X, t). Vilken fordelning antar X -2 di % — 0? 2 p)

N

_7»7\'1( Ze—k (7\,6 ) e—?» ie—ke‘ (ket)k _ e}\(e‘_l)
—2e'

Losning: a) M(X,t) = Zekt
k=0 c k=0 k!

-\

N

i t ety
b) M( ) =e " M(X,——)=e""e
VA
Ex-
—tvA . Néar A > o girt/A — 0. En Taylor-

: t t2 t’ !
utveckling av e" " resulterar i eV _1+W+ o +——+.... och att ex-

3m3/2 )7

ponenten i detta uttryck blir Ae" ),

ponenten ovan blir

>¥(1+tt2 v t+)kt\/_ v
N 3m3/2 4% _2 3%”2 a7

t2

Nar A — oo far vi att M(H, t)= e? vilken &r mgf for en N(0,1)-variabel.

N

Lycka till!



