Holger Rosencrantz, KTH, 2005

Forelasning 3: Osakerhet och sannolikhet

Litteratur:
Hansson, Introduction to Decision Theory, kap 8 (Aven kap 6 ar relevant)

Resnik, Choices, kap 3

*Galavotti, Philosophical Introduction to Probability, kap 1

1# Olika typer av beslutssituationer: 6verblick och distinktioner
Resnik skiljer mellan beslut under certainty, ignorance, and risk (sid. 13).

Hansson lagger explicit till uncertainty.

Vid individuella beslut kan vi alltsa skilja mellan fyra olika typer av situationer:

1) Okunskap (ignorance): Vi vet inte vilket utfall en viss handling far.

Sannolikheter for olika utfall &r ok&nda eller meningslésa.
Presenterades i forra forelasningen.
Exempel: Ska jag satsa pa en forskarkarriar eller ska jag jobba inom industrin?

2) Risk: Vi vet inte vilket utfall en viss handling far ...

... men vi vet sannolikheterna for de olika utfallen.
Kommer huvudsakligen att presenteras vid nasta forelasning.
Exempel: Ska jag satsa pengar pa att tarningen kommer att visa en sexa?

3) Osakerhet (uncertainty): Vi vet inte vilket utfall en viss handling far.
Sannolikheter for olika utfall &r okanda, men det gar att gora kvalificerade
gissningar.

Kommer att presenteras i denna féreldsning!
Exempel: Ska jag ta med paraplyet idag? (Det &r osékert om det kommer att
regna.)

4) Sakerhet (certainty): Vi vet vilket utfall en viss handling far.

Vid jamforelse later detta kanske som ett enklare omrade, men det kraver ofta
ganska avancerade metoder (Simplex, linjarprogrammering, etc.).

Kommer inte att behandlas i denna kurs.

Exempel: Hur ska en akerifirma planera rutter for lastbilar med leveranser till

ett antal olika stader?
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2# Sannolikhet: olika tolkningar
Hur ska sannolikhetsbegreppet tolkas? Overblick av de distinktioner som kan goras:
e objektiv sannolikhet: sannolikhet ar nagot som existerar helt oberoende av
manniskor.
- Kilassisk (logisk) tolkning: Sannolikhet &r detsamma som benégenhet.
- Frekvenstolkningen (empirisk tolkning): Sannolikhet &r detsamma som
den relativa frekvensen som uppstar genom upprepade tester.
e subjektiv sannolikhet: sannolikhet &r detsamma som individuella

forvantningar.

3# Objektiv sannolikhet: den klassiska tolkningen
Enligt den klassiska tolkningen beraknas sannolikhet (bendgenhet) genom att utga
fran handelser och utfallsrum. Den grundar sig pa Laplacekriteriet, som gicks igenom

forra forelasningen.

Exempel: Sannolikheten &r 50 % att du ska fa en krona (Tails) och en klave (Heads)
om du kastar ett mynt tva ganger. Utfallsrum = {HH, HT, TH, TT}. Eftersom det
finns tva utfall {HT, TH} som motsvarar handelsen ”du far en krona och en klave”

och eftersom utfallsrymden har fyra objekt (handelser), ar sannolikheten 2/4 = 50 %.

Tva problem:

1) Varfor ska vi betrakta {HH, HT, TH, TT} som utfallsrum och inte {HH, HT,
TT}? Om vi beaktar den sistnamnda mangden far vi istallet sannolikheten 1/3
= 33 % for att du ska fa en krona och en klave. Vi vet naturligtvis att det vore
fel att tanka sa, men det vet vi av empiriska skal — inte av rent logiska skal!
Ett liknande exempel: Om vi kastar tva tarningar vet vi att sannolikheten for
att du ska fa tva sexor ar lika med 1/36, men inte lika med 1/11. Men vad har
vi for anledning, forutom vara erfarenheter att ha kastat tarning flera hundra
ganger, att betrakta {2, 3, 3, 4, 4, 4, 4,5, ..., 9, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 12} som
en rimligare utfallsméngd &n {2, 3, 4,5, ..., 9, 10, 11, 12}? Varfor ska vi
beakta 36 olika utfall istéllet for 11 olika utfall?
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2) Varfor ska vi betrakta alla handelser i utfallsrummet som lika sannolika?

Varfor ska vi anta "the principle of insufficient reason”?

4# Objektiv sannolikhet: frekvenstolkningen

I motsats till den logiska tolkningen kan frekvenstolkningen testas empiriskt. Vi kan
darmed fa anledning att hysa storre tilltro till en sannolikhetsbedémning 4n till andra
—t.ex. att hysa storre tilltro till bedémningen att sannolikheten ar 1/36 att fa tva sexor

med tva tarningar an till bedémningen att sannolikheten &ar 1/11.

Om vi undrar hur stor en sannolikhet ar kan vi helt enkelt gora ett antal upprepade
forsok. Om det t.ex. visar sig att vi far tva sexor i ungefar 100 fall av 3.600 har vi
goda skal att tro att sannolikheten &r 1/36 att vi ska fa tva sexor i ett slag med tva

tarningar.

Tva problem:

1) Det finns ingen garanti for att den relativa frekvensen motsvarar
den “verkliga” sannolikheten. Om vi far dubbelsexa i 120 fall av 3.600 ger det
oss da skal att tro att sannolikheten ar 1/30? Det ar inte heller omgjligt, om &n
extremt osannolikt, att vi inte far dubbelsexa nadgon enda gang under de 3.600
forsoken.

2) Frekvenstolkningen forefaller vara orimlig vid handelser som bara
forekommer en enda gang, men vi kan ibland dnda sdga att det finns en
viss “bendgenhet” fOr att hdndelsen ska ske. Exempel: Sannolikheten ar 50 %

att jag kommer att klara tentan.
5# Subjektiv sannolikhet: individuella férvantningar
I borjan av forelasningen definierade vi osakerhet.

Vad innebér da en “kvalificerad gissning” av sannolikheten for en viss handelse?

En trosforestallning (belief) att sannolikheten faktiskt &r p att h ska intraffa.

= Sannolikhet &r ett subjektivt begrepp, handlar om férvantningar.

Forvantningar for en och samma handelse kan variera fran person till person.
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Exempel: Du ar beredd att sla vad om att Sverige tar medalj i fotbolls-VM och jag

haller emot.

6# Bayesiansk beslutsteori
Ett omrade starkt forknippat med subjektiv sannolikhet.
Uppkallad efter den engelske prasten Thomas Bayes (1702-1761).

Vad kénnetecknar en Bayesiansk beslutsfattare?
1. En komplett uppsattning av férvantningar/sannolikhetsuppskattningar (a
complete set of probabilistic beliefs)
2. Uppdatering av forvantningar allteftersom nya empiriska observationer
tillkommer (change of beliefs when exposed to new evidence)
3. Konsekventa forvantningar (coherent set of probabilistic beliefs)
4. Maximering av forvéantad nytta (maximization of expected utility)

Vi ska diskutera de forsta tre egenskaperna idag. Den fjarde egenskapen lamnar vi till

nésta forelasning.

7# En komplett uppsattning av forvantningar

Bayesianen har degrees of belief about everything; varje pastaende tilldelas ett
sannolikhetsvarde.

Distinktionerna mellan risk, osdkerhet och okunskap &r meningslosa; alla
beslutssituationer &r att betrakta som beslut under risk!

8# Uppdatering av forvantningar

Antag att en Bayesiansk beslutsfattare tror att sannolikheten for att handelsen p ska
intraffa ar P(p).

Om en héndelse q intréffar kommer Bayesianen andra sig till att tro att sannolikheten

for att p ska intraffa ar P(p|q), dvs. ”’p givet g”, dar

P(p)xP(qlp) .
[P(P)xP(ql p)I+[P(=P)xP(q|=p)]

P(pla)=
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(Detta ar ett specialfall som féljer fran Bayes sats, som ni kanske kanner igen fran
grundkursen i matematisk statistik.)

Exempel (Resnik, sid. 55): Jag gar omkring i ett land dar en del av mynten ar viktade,
sa att de visar "krona” 75 % av alla ganger som de singlas. Jag hittar ett mynt och
singlar det tio ganger; det visar "krona” varje gang. Vi ar alltsa intresserade av de
bada pastaendena

p = ”myntet ar viktat” och

g = "myntet visar "krona’ tio ganger”.
Vi vet att dven att

P(alp) = (3/4)"" och

P(al-p) = (1/2)".
Jag vet daremot inte hur stor andel av mynten i landet som &r viktade, men som den
gode Bayesian jag ar gor jag en gissning att 1 % av mynten &r viktade (dvs. att P(p) =
0,01). Mina tio slantsinglingar goér darmed att jag kan uppdatera min
sannolikhetsuppskattning att just det har myntet ar viktat till

0,01x (3/4)*

~0,37.
[0,01x (3/4)°]+[0,99% (1/2)"]

P(plq) =

Min sannolikhetsuppskattning har alltsa uppdaterats fran 1 % till 37 %.

Exemplet ovan ar i enklaste laget, men principen bor framga:

Om en Bayesian har kunskap om relaterade (konditionala) sannolikheter, och om hon
gor observationer, s& kommer hon att uppdatera sina férvantningar.

Mer komplicerade och intressanta problem ar mgjliga, t.ex. dar p = "myntet

visar ’krona’ atta ganger av tio”, men vi kommer inte att ga igenom dessa i denna kurs.

Eftersom tillskott av information kan fa en Bayesian att fatta mer valgrundade beslut.
Bayesianer kan vara beredda att betala for sadan information.

Exempel (Resnik sid. 57-58): En investerare har preliminart beslutat sig for att bli
delagare i oljebolaget Daltex, men ar oséker pa huruvida Daltex kommer att lata

borsnotera sig under aret. Eftersom investeraren inser att han endast bor bli delagare
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om bolaget blir borsnoterat, ar hon villig att betala pengar for att fa veta sakert. Exakt
hur mycket pengar hon ar villig att betala beror dock pa hur tillforlitlig informationen
ar, och det finns en dvre grans for hur mycket hennes forvantade vinst kan paverkas

av informationen.

9# Konsekventa forvantningar
Bayesiansk beslutsteori forutsétter att subjektiva sannolikhetsbedémningar uppfyller

vissa logisk-matematiska villkor.

Sannolikhetslérans fyra axiom:
1) a. 0<P(p)<1.
b.0<P(p|qg)<1.
2) Om det ar sakert att p intraffar sa ar P(p) = 1.
3) Om p och g ar 6msesidigt uteslutande (dvs. om inte badadera kan vara sanna
samtidigt) sa ar P(p v q) = P(p) + P(q).
4) P(p&aq)=P(p)xP(a]p).
Dessa fyra axiom forefaller intuitivt rimliga. De foljer ocksa mycket riktigt av den
objektiva tolkningen av sannolikhetsbegreppet, vare sig man anvéander sig av den
klassiska (logiska) tolkningen eller av frekvenstolkningen (den empiriska tolkningen);
om P(p) betraktas som logiska eller empiriska konsekvenser av p kan de fyra axiomen
visas vara uppfyllda (Resnik visar detta pa sidan 61-66, men lamnar nagra bevis som

ovningar till l&saren).

Fran de fyra axiomen foljer ett antal teorem eller ”sannolikhetslagar”:

1) P(p)+P(=p)=1.

2) Om p och q ar ekvivalenta sa galler att P(p) = P(q).

3) P(pva)=P(p)+P(a)-P(p&q).

4) Om P(p) = 0sagalleratt P(q| p)=P(p&0q)/P(p).

5) Om q &r oberoende av p (dvs. om P(p) = P(p|q)) sa galler att
P(p&aq) = P(p)xP(q).

6) p &r oberoende av q (dvs. P(p) = P(p|g)) om och endast om q &r oberoende av
p, forutsatt att bade P(p) och P(q) ar skiljt fran noll.
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7) Om p och g ar dmsesidigt uteslutande och om bade P(p) och P(q) ar skiljt fran
noll sa ar p och q inte oberoende av varandra.

8) Om P(q) = 0sagalleratt P(p|q)=[P(p)xP(q]| p)]/P(q).

Om P(q) = 0 sa galler dessutom ekvationen for uppdatering av forvantningar, som

ndmndes tidigare ("Bayes teorem”).

Bayesiansk beslutsteori forutsatter som sagt att subjektiva forvantningar

eller sannolikhetsbedomningar” uppfyller ovanstaende villkor.

Det finns ett pragmatiskt argument for att det vore irrationellt att ha forvantningar
som strider mot ovanstaende villkor; om en beslutsfattare har icke-Bayesianska
forvantningar sa kan hon, under vissa betingelser, exploateras i en s.k. Dutch book.
(Jamfor med money pump-argumentet for att en beslutsfattare bor ha transitiva

preferenser!)

En Dutch book ar en uppsattning vadslagningar som en av parterna alltid forlorar pa,

oavsett vad som hander.

En Dutch book &r ett spel av typen jag-vinner-du-forlorar. Ett valbekant exempel:
”Om myntet visar ’krona’ sa vinner jag 100 spann. Om myntet visar klave’ sa

forlorar du 100 spann.”

Ett annat exempel:
1) a. Du vinner 80 kronor om Sverige vinner schlager-EM.
b. Du forlorar 20 kronor om Sverige inte vinner schlager-EM.
2) a. Du vinner 50 kronor om Sverige vinner ishockey-VM.
b. Du forlorar 50 kronor om Sverige inte vinner ishockey-VM.
3) a. Du vinner 60 kronor om Sverige varken vinner schlager-EM eller ishockey-
VM.
b. Du forlorar 140 kronor om Sverige vinner schlager-EM eller Sverige vinner
ishockey-VM.
Det vore inkonsekvent att anse att alla tre vaden ar schyssta (fair).
Om dina forvantningar &r sadana, att du ar villig att acceptera alla tre vaden, kan du
bli utsatt foér en Dutch book.
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Antag att ...

Sverige vinner schlager-EM och Sverige vinner ishockey-VM:
80+50-140 = -10 = forlust 10 kronor.

Sverige vinner schlager-EM och Sverige vinner inte ishockey-VM:
80-50-140 = -110 = forlust 110 kronor.

Sverige vinner inte schlager-EM och Sverige vinner ishockey-VM:
-20+50-140 = -110 = forlust 110 kronor.

Sverige vinner inte schlager-EM och Sverige vinner inte ishockey-VM:
-20-50+60 = -10 = forlust 10 kronor.

Resnik (sid. 72-74) beskriver hur en Dutch book kan skapas i vart och ett av de fall
dar de Bayesianska axiomen inte ar uppfyllda.

Bevisen utgar fran vadslagningskvoter (betting quotients).

Om din (subjektiva) forvantning att p ska intréffa &r lika med P(p) = a och om du
stravar efter att maximera din forvantade formogenhet sa innebar det att du ar villig
att ga med pa ett vad dar du vinner minst (1-a) kronor om p intréaffar och forlorar

hdgst a kronor om p inte intréffar, ty

(I-a)xP(p)-ax(1-P(p))=@1-a)xa—-ax(l-a)=0.

Detta implicerar att du kan utsattas for en Dutch book, ifall dina forvantningar inte ar

konsekventa (dvs. ifall de inte uppfyller de Bayesianska axiomen).

Exempel (sid. 73): Resnik framfor i sitt argument fér axiom 3 att, om P(q) =b och
P(pv q) =c, en Dutch book kan skapas mot beslutsfattare som har férvéntningar dar
c<a+b; vadférmedlaren (the bookie) satsar mot p och mot g, men for pv q.

(Jamfor med exemplet ovan om schlager-EM och ishockey-VM!)

10# (i man av tid...) Beslutsregler under osakerhet
Hansson ger pa sidan 55-58 nagra exempel pa beslutsregler under osékerhet.
Nagra av dem handlar om att "maximera forvantad nytta”; vi kommer att prata mer

om detta under nasta forelasning.
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Grundlaggande exempel: Du funderar 6ver huruvida du ska ta med paraplyet ut.

S; = ”Det regnar” S, = ”Det regnar inte”
A; = "Ta med paraply” Up; =3 Up=2
A; = "Ta inte med paraply” Upn=1 Up=4

Maximin expected utility. Maximera nyttan enligt den sannolikhetsbedémning som &r
mest pessimistisk.

Exempel: Du tror att sannolikheten for att det ska regna ar nagonstans mellan 40 %
och 70 %. Din forvantade nytta av att valja A; (Ta med paraply) ar lika med
0,4*3+0,6*2 = 2,4 om det lagre sannolikhetsmattet (40 %) anvands och 0,7*3+0,3*2
= 2,7 om det hogre sannolikhetsmattet (70 %) anvénds. Din forvantade nytta av att
valja A; (Ta inte med paraply) ar lika med 0,4*1+0,6*4 = 2,8 om det lagre
sannolikhetsmattet anvands och 0,7*1+0,3*4 = 1,9 om det hdgre sannolikhetsmattet
anvands. Eftersom du garanteras en forvantad nytta pa minst 2,4 om du tar med
paraply (jamfort med 1,9 om du inte tar med paraply), bor du valja att ta med

paraplyet.

Reliability-weighted expected utility. Ge vikter at olika mojliga
sannolikhetsbedomningar efter hur tillforlitliga de anses vara.

Exempel: Du beddmer det som att sannolikheten ar antingen 40 % eller 70 % for att
det ska regna, men att den forstnamnda bedomningen ar tre ganger sa tillforlitlig som
den sistndmnda. Din viktade forvantade nytta av att valja att ta med paraplyet blir
darfor lika med %:*2,4+%,*2,7 = 2,475. Din viktade forvantade nytta av att vélja att
inte ta med paraplyet blir lika med %*2,8+%*1,9 = 2,575. Du bor darfor valja att inte
ta med dig paraplyet.



