Forelasning 2: Preferensrationalitet och beslut under okunskap
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1# Beslutsteori och preferenser

Rekapitulation frén forra foreldsningen:

En central idé inom beslutsteorin 4r att véra val, eller beslut, ar preferensgrundade,
dvs. nér vi fattar beslut eller viljer mellan olika alternativ forsdker vi att 4stadkomma
ett sa bra utfall som mojligt givet ndgon slags virdestandard eller uppfattning om vad
som dr bra/déligt. Inom beslutsteorin anvénds alltsé ordet “’preferens” for att uttrycka
de vardemonster enligt vilka agenten fattar sina beslut.

Preferenser kan representeras pa olika sétt: bindra relationer och numeriskt.

Tre bindra relationer: stark preferens, svag preferens och indifferens.

Stark preferens och indifferens kan uttryckas m.h.a. svag preferens.

#2 Vad innebér det att foredra x framfor y?

1.

Valtolkningen: Att en agent (A) foredrar x framfor y innebér att han i valet mellan x
och y faktiskt véljer x.

Betalningstolkningen: Att A foredrar x framfor y innebér att A gar med pa att betala
nagot for att fa x istéllet for y (Penningpump-argumentet bygger pa denna tolkning). D
v s A viljer faktiskt (eller skulle faktiskt vdlja) x + en kostnad framfor y i de fall dir x

+ en kostnad och y dr de enda tillgéngliga alternativen.

Mojlig invindning mot dessa tolkningar: man uppfattar preferenser pa ett alltfor

behaviouristiskt sitt, dvs. preferenser reduceras till beteende. Att foredra x framfor y dr enligt

dessa tolkningar att handla pé ett visst sdtt. Men man skulle dven kunna hévda att preferenser

ar ”inre” mentala eller psykiska tillstdnd som inte dr direkt observerbara for utomstaende. Tva

sddana tolkningar:



3. Onsketolkningen: Att A foredrar x framfor y innebér att A har en viss nskan,
ndmligen att x snarare én y ska foreligga.
4. Varderingstolkningen: Att A foredrar x framfor y innebér att personen har en viss

uppfattning, eller asikt, nimligen att x ar béttre 4n y.

#3 Egenskaper hos binara relationer
Sen (1988) riknar upp sex olika egenskaper for binéra relationer: (1) reflexivitet, (2)
fullstdndighet, (3) transitivitet, (4) antisymmetri, (5) asymmetri och (6) symmetri. (For

formella definitioner av relationerna, se texten som delades ut vid forra foreldsningen.)

Fullstandighet

Som en formell egenskap definieras fullstindighet for en relation och dess domén. Relationen
“minst lika bra som” dr fullstdindig om och endast om det for varje element x och y i doménen
giller att antingen x dr minst lika bra som y eller y 4r minst lika bra som x (SOH:s

kompendium, s. 16).

Vad dr det egentligen for problem med ofullstidndiga preferenser? Antag att jag har flugit med
varje flygbolag i hela vérlden och att jag vet att jag foredrar British Airways framfor varje
annat flygbolag. Om British Airways finns tillgdngligt behdver jag inte kunna ranka 6vriga
alternativ fOr att fatta ett beslut. S linge British Airways finns tillgéngligt spelar det ingen
roll hur jag rankar dvriga flygbolag.

Dessutom: Fa ménniskor har fullstindiga preferenser. De flesta av vara preferenser har vi
tillignat oss med hjilp av var erfarenhet. Att tilldgna sig fullstindiga preferenser tar mycket

tid.

Transitivitet
Antag att Olle foredrar hardrock (A) framf6r techno (B) och techno framf6r country (C) och
country framfor hardrock (A). Intuitivt verkar det konstigt. Men varfor? Konstigheten bestar i

att Olles preferenser dr intransitiva (cykliska, icke-transitiva).

Alltsa: Transitivitet innebér (for stark preferens) att om A>B och B> Csa A > C.



Vad dr det for fel med intransitiva preferenser? Det frimsta argumentet mot sddana

preferenser #r att de ger dalig handlingsvagledning.

Galler kravet pa transitivitet &ven svaga preferens ("minst lika bra som”) och indifferens
("’lika bra som”)? Anses vara mer kontroversiellt. En del menar att det inte ar lika rimligt att
kriva att en indifferensrelation behdver vara transitiv. Tva exempel som diskuteras i

litteraturen:

Sockret i kaffekoppen

C0, Cl1,C2,C3....osv.och CO=C1, C1 =C2, C2 = C3...0sV.

Om kravet pa transitivitet giller dven indifferens sd géller att CO = C999 vilket dr absurt
eftersom man tydligt kdnner skillnaden mellan CO och C999 och foredrar CO framfoér C999.

Sjalvtorteraren

Tva dimensioner: (1) smarttillstand och (2) pengar.

(1) SO=S1,S1=S2,S3=S4...0s vmen SO > S1000

(2) PO<P1,P1 <P2,P2<P3...0svochP0O<PI1000

SO0 <S1+PI1,S1+PI1<S2+P2...0s vmen SO>S1000 + P1000

#4 Varfor ar intransitiva preferenser problematiska?
Tre exempel:

1. Forsta sortens penningpump

2. Andra sortens penningpump

3. Schumms exempel med julgranskulorna

Forsta sortens penningpump

Frimérkssamlaren Arne har intransitiva starka preferenser enligt féljande:

A<B
B<C
C<A

En dag gar Arne in i en butik som siljer frimirken. Han har med sig friméirke A. I affdren

erbjuder forsdljaren honom att byta frimirke A mot frimédrke B (som han foredrar framfor A)



mot att han betalar en krona. Arne gar med pa bytet. Forsdljaren erbjuder honom dérefter att
byta frimédrke B mot frimirke C (som han foredrar framfor B) mot att han betalar en krona.
Arne gar med pé bytet. Forséljaren erbjuder honom dérefter att byta frimérke C mot frimérke
A (som han foredrar framfor C) mot att han betalar en krona. Arne gar med pa bytet. Han har

nu ater igen frimdrke A i sin hand och har samtidigt blivit av med tre kronor.

Problemet uppstar pga. Arnes intransitiva preferenser. Det dr rimligt att anta att han &r beredd
att betala nagot litet belopp for att ga fran A till B, frén B till C, fran C till A o s v (se

betalningstolkningen ovan). Om han fortsitter pa det séttet har han snart ruinerat sig.

(A, 0)<(B,-1)
B, -1)<(C,-2)
(C,-2)<(A,-3)osv...

(A, -3)< (B, -4)
(B,-4)<(C,-5)o0sv...

Andra sortens penningpump
En ny kund — Asta — kliver in i frimarksbutiken med frimédrke A i handen. Asta ar indifferent
mellan frimérke A och B och mellan B och C, men hon foredrar C framfor A. En cykel av

sorten (=, =, >).

Frimérksforséljaren erbjuder henne att byta frimédrke A mot frimérke C (som hon foredrar
framfor A) mot att hon betalar tio kronor. Asta gar med pa bytet och fér frimérke C i sin hand.
Forséljaren erbjuder henne dérefter att byta in frimérke C mot frimérke B plus en krona.
Eftersom Asta dr indifferent mellan frimédrke B och C gar hon med pé detta (Hon vinner ju en
krona pa det!). Hon har nu friméirke B 1 sin hand. Dérefter erbjuder forsiljaren henne att byta
in friméirke B mot friméirke A plus en krona. Eftersom Asta &r indifferent mellan frimirke A
och B gar hon med pa bytet. Hon har nu frimérke A i sin hand igen. Liksom i det tidigare

exemplet har hon betalat pengar for att fa komma tillbaka till ruta 1:



(A, 0)<(C,-10)
(C,-10)< (B, -9)
(B,-9)<(A,-8)os V...

(A, -8) < (C, -18)
(C,-18)<(B,-17) 0s V...

Exemplen belyser ytterligare ett problem. Intransitiva (cykliska) preferenser ger inte bara

dalig handlingsvégledning, de gor dven att agenten litt kan utnyttjas som penningpump.

Kritik mot penningpumpargumentet:

1. Forutsétter dven att agenten dr beredd att betala for sina preferenser. Men agenten kan
ha dessa preferenser och samtidigt inte vara beredd att betala nagot for 6kad
preferenstillfredsstéllelse?

2. Om agenten bara édr framsynt kommer han inte att lata sig utnyttjas pa det sétt som
argumentet forutsitter (t.ex. Rabinowicz)?

3. Det faktum att man har en preferensordning som gor att man kan bli utnyttjad behdver

inte innebdra att preferensordningen &r irrationell (t.ex. Rabinowicz)?

Schumms exempel med julgranskulorna
Smith dvervéger vilka julgranskulor han ska kdpa. Han kan vélja mellan tre olika kartonger

(1, 2 och 3). I varje kartong finns tre olika julgranskulor — en r&d (R), en bla (B) och en gron
(G):

Kartong 1 Kartong 2 Kartong 3
R1 R2 R3
B1 B2 B3
Gl G2 G3

Smith kan inte se nadgon skillnad i roédhet mellan R1 och R3 och inte heller mellan R2 och R3.
Han kan dock se skillnad mellan R1 och R2 och han foéredrar R1 framf6r R2.

Smith kan inte se ndgon skillnad i blahet mellan B2 och B3 och inte heller mellan B2 och B1.
Han kan dock se skillnad mellan B1 och B3 och han foredrar B3 framfor B1.



Smith kan inte se ndgon skillnad i gronhet mellan G1 och G2 och inte heller mellan G1 och

(3. Han kan dock se skillnad mellan G2 och G3 och han foredrar G2 framfor G3.

Smiths preferenser ser ut pa foljande vis:

R1>R2 B1=B2 Gl =G2 Kartong 1!
R2=R3 B2=B3 G2>G@G3 Kartong 2!
R3 =RI1 B3 > Bl G3=Gl Kartong 3!

Vad hiander om Smith jaimf6r de olika kartongerna med varandra?

Smith foredrar Kartong 1 framfor Kartong 2 eftersom B1 = B2 och G1 = G2 och R1 > R2.
Smith foredrar Kartong 2 framfor Kartong 3 eftersom B2 = B3 och R2 = R3 men G2 > G3.
Smith foredrar Kartong 3 framfor Kartong 1 eftersom R3 = R1 och G3 = G1 men B3 > BI1.

Foljande intransitiva preferensordning kan alltsd hirledas vad géller kartongerna:
K1>K2
K2 >K3

K3 >Kl1

Man far en intransitiv stark preferensrelation. Tre cykler av sorten (=, =, >) ger en cykel

(>, >, >)‘
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#5 Beslut under okunskap (ignorance)
Hur ska man fatta beslut i situationer dar beslutsfattarens trosforestillningar inte kan
representeras med entydiga sannolikhetsmétt, dvs. dar man inte kan ange en

sannolikhetsfordelning 6ver utfallen?

Fem olika beslutskriterier

1. Maximinkriteriet (och leximin)
Maximaxkriteriet (och leximax)
Optimism-pessimismkriteriet (Hurwiczkriteriet)

Minimax regretkriteriet (Savagekriteriet)

A

Principle of insufficient reason (Laplacekriteriet)

Maximinkriteriet
En forsiktig beslutsregel som féster stor vikt vid de sdmsta utfallen for varje
handlingsalternativ. For varje alternativ faststédller man forst det simsta mojliga utfallet.

Darefter viljer man det handlingsalternativ som har det béista av de simsta mdjliga utfallen.

S1 S2
Al 10 5
A2 2 20

Samsta utfallet1 Al: 5
Samsta utfallet 1 A2: 2

Rekommendation: Valj Al!

Leximinkriteriet
Om bada alternativen har lika bra sdmstautfall kan leximinkriteriet (lexikografisk maximin)
tillimpas, dvs. man gar vidare till nésta led och jamfor de nést sdmsta utfallen for varje

alternativ. Av dessa véljer man det alternativ som har det bista ndst simsta utfallet.

S1 S2
Al 2 5
A2 3 2




Sadmsta utfallet i Al: 2
Samsta utfallet 1 A2: 2
Niést sdmsta utfallet i Al: 5
Niést sdmsta utfallet i A2: 3

Rekommendation: Valj Al!

Kritik mot Maximin- och LeximinKkriteriet:

1. Béade Maximin- och Leximinkriteriet dr pessimistiska beslutsregler. Man utgér fran de
samsta utfallen och viljer sedan det bésta av dessa. Kriteriet passar beslutsfattare som &r
pessimister. Bor man inte som beslutsfattare vara lite mer optimistisk?

2. Maximinkriteriet kan ge tveksamma utfall i vissa situationer, t.ex.:

S1 S2
Al 0 100
A2 1 1

Samsta utfall 1 A1: 0
Samsta utfall 1 A2: 1

Rekommendation: Valj A2!

Men ir det inte rimligare att vdlja A1? Dér riskerar agenten visserligen 1 men kan

eventuellt vinna 100!

Maximaxkriteriet
En mycket optimistisk beslutsregel som féster vikt vid de bésta utfallen for varje
handlingsalternativ. For varje handlingsalternativ faststéller man det basta mojliga utfallet.

Dérefter véljer man ut det bésta av dessa utfall.

S1 S2
Al 15 15
A2 0 18




Bista utfalleti Al: 15
Bésta utfallet 1 A2: 18

Rekommendation: Valj A2!

LeximaxKriteriet
Om béda alternativen har lika bra béstautfall kan Leximaxkriteriet (Iexikografisk maximin)
tillimpas, dvs. man gar vidare till nésta led och jaimfor de nist bésta utfallen for varje

alternativ. Av dessa véljer man det alternativ som har det nést bésta utfallet.

S1 S2
Al 2 10
A2 10 5

Bista utfallet 1 Al: 10
Bista utfallet i A2: 10
Nast bésta utfallet i Al: 2
Naést basta utfallet1 A2: 5

Rekommendation: Valj A2!

Kritik mot Maximax- och Leximaxkriterierna;

Maximax- och Leximaxkriteriet dr optimistens, chanstagarens, beslutsregler. Men dr det
verkligen klokt att vara sd optimistiskt? Kanske bér man anvédnda en beslutsregel som varken

ar alltfor pessimistisk eller optimistisk?
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Optimism-pessimismkriteriet (Hurwiczkriteriet)

Ett beslutskriterium som forsoker viga ihop de basta och de sdmsta utfallen. Det gors genom
att agenten viljer ett index (o) mellan 0 och 1 som speglar dennes grad av
pessimism/optimism. (Ju ndrmare 1 du sitter a, desto mer optimistisk dr du, dvs. o =1 &r det
samma som att anvinda Maximaxkriteriet och o =0 &r det samma som att anvénda
Maximinkriteriet.) For varje alternativ later man MAX(A) representera det bésta utfallet for

alternativet i fraga och min(A) det sdmsta utfallet:

a* MAX(A) + (1-a) * min(A)

Dérefter véljer man det bista handlingsalternativet, dvs. det alternativ som har hogst vérde.

S1 S2
Al 15 15
A2 0 18

Antag att du sétter a-index till 0,75:

A1: 0,75+ 15 + (1-0,75) « 15 = 15
A2: 0,75+ 18 + (1-0,75) « 0 = 13,5

Rekommendation: Valj Al!

Om A1 sitts lika med A2 far man det a-virde for vilket A1 och A2 ér lika bra.
Al:a15+(1-a)*15=15a+15-15a=15

A2:0°+ 18+ (1-0) * 0= 18a

15=18a

a=15/18

Kritik mot Optimism-pessimismkriteriet:

1. Kriteriet kan ibland leda till konstiga resultat.
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S1 S2 S3 S4 S5

Al 1 1 1 1 100

A2 0 99 99 99 99

Al: o100+ (1-a) e 1 =1+ 99
A2:0°99 + (1-0) * 0 =99«

Oberoende av virdet pa o kommer Al alltid att utpekas som det bista handlingsalternativet,

vilket verkar konstigt.

2. Brist pé konsistens. Eftersom agenten sjélv kan vélja a-index sd kan man forvénta sig att
olika agenter kommer att ha olika index. En och samma agent kan ocksa vilja olika a-index
vid olika tidpunkter. Kanske dr man mer optimistisk i sin ungdom for att bli mer pessimistisk

med aren?

Minimax regretkriteriet (Savagekriteriet)

En beslutsregel som fokuserar pa forlorade mgjligheter, dvs. hur mycket man missar i olika
utfall genom att inte ha valt det bésta handlingsalternativet. Alternativforlusten blir ett slags
angermdtt. Forlusten (4ngern) bor vara sé liten som mdjligt. Agenten bor alltsé vélja det
handlingsalternativ dir han har minst att &ngra om nagot gér fel. Ytterligare en pessimistisk

beslutsregel.

Vid beslut enligt Minimax regretkriteriet anvinder man sig av en alternativ-forlustmatris.
Alternativ-forlustvdrdet far man fram genom formeln: R = MAX — U. For varje utfall tar man
det hogsta utfallet i den kolumnen och subtraherar det med utfallet sjdlvt. Darefter véljer man

det alternativ vars storsta forlust dr sa liten som mojligt.

Sl S2
Al 15 15
A2 0 18
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S1 S2
Al 0 3
A2 15 0

Hosta alternativforlust for Al: 3

Hogsta alternativforlust for A2: 15

Rekommendation: Valj A1!

Trots att bAide Maximinkriteriet och Minimax regretkriteriet dr pessimistiska eller forsiktiga

regler kan de ibland ge olika utfall:

S1 S2 S3
Al 100 10 10
A2 120 15 5
A3 25 20 9
Maximinkriteriet:
Samsta utfall for A1: 10 Bast!
Sadmsta utfall for A2: 5
Sdmsta utfall for A3: 9

S1 S2 S3
Al 20 10 0
A2 0 5 5
A3 95 0 1

Minimax regretkriteriet:

Hogsta alternativforlust for Al: 20
Hogsta alternativforlust for A2: 5 Bast!
Hogsta alternativforlust for A3: 95

Kritik mot Minimax regretkriteriet:

1. Kan ge tveksamma resultat, t.ex.:
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S1 S2 S3
Al 0 10 4
A2 5 2 10

S1 S2 S3
Al 5 0 6
A2 0 8 0
Hogsta alternativforlust for Al: 6
Hogsta alternativforlust for A2: 8
Rekommendation: Valj Al!
Al > A2

S1 S2 S3
Al 0 10 4
A2 5 2 10
A3 10 5 1

S1 S2 S3
Al 10 0 6
A2 5 8 0
A3 0 5 9

Hogsta alternativforlust for Al: 10
Hogsta alternativforlust for A2: 8
Hosta alternativforlust for A3: 9
Rekommendation: Valj A2!

A2> Al

Helt plotsligt blir A2 > A1! Det verkar konstigt eftersom A1 > A2 nér det bara fanns tva

handlingsalternativ. Narvaron av A3 éndrar alltsd rangordningen mellan A1 och A2.
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Principle of insufficient reason (Laplacekriteriet)
Kriteriet bygger pd antagandet att det vid beslut under okunskap inte finns nagot skil att anta
att vissa naturtillstand &r mer sannolika &n andra. Alla naturtillstdnd bor déarfor behandlas som

lika sannolika.

Enligt kriteriet ska man berdkna den forvéntade nyttan for varje handlingsalternativ och

dérefter vilja det alternativ som har den hogsta forvdntade nyttan:

S1 S2 S3 S4 S5
Al 5 7 2 1 10
A2 10 2 3 5 20
A3 1 4 6 4 0

AL 1/55+7+2+1+10)=5
A2:1/5(10+2+3+5+20)=8
A3:1/5(1+4+6+4+0)=3

Rekommendation: Valj A2!

Kritik mot Principle of insufficient reason:

1. Om det inte finns ndgot skil att anta att vissa naturtillstdind &r mer sannolika dn andra
finns det heller inte ndgot skil varfor alla naturtillstand bor ses som lika sannolika. Varfor
inte bara kasta tarning?

2. Laplacekriteriet kan ha potentiellt katastrofala foljder:

Sl S2
Al -100 300
A2 10 20

Al: 172 (-100 + 300) = 100
A2: 1/2 (10 + 20) = 20

Rekommendation: Valj Al!
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Enligt Laplacekriteriet bor agenten vilja Al eftersom den forviantade nyttan i for Al ar
100 jamfort med 20 for A2. Men det kan fa fatala konsekvenser om det visar sig att
sannolikheten for S1 &r 0,9 (!).

#6 Vilket beslutskriterium bor man da tillampa?

Det finns alltsa argument for och emot vart och ett av de redovisade beslutskriterierna. Finns
det ndgot rationellt sétt att bestimma sig for ett av beslutskriterierna. Kan man tillimpa
beslutsteori for att avgora vilket beslutsteoretiskt kriterium som bdr tillimpas? Skulle man
t.ex. kunna tilldimpa Maximinkriteriet, Minimax regretkriteriet och Optimism
pessimismkriteriet (med a-index 0,5) och sedan vilja det handlingsalternativ som forordas av

en majoritet av dessa? Ibland ger dock detta inte nagot svar. Exempel:

S1 S2 S3
Al 1 14 13
A2 -1 17 11
A3 0 20 6
Maximinkriteriet:
Samsta utfallet i Al: 1
Samsta utfallet i A2: -1
Samsta utfallet 1 A3: 0
Rekommendation: A1 > A3 > A2
Maximin regretkriteriet:

S1 S2 S3
Al 0 6 0
A2 2 3 2
A3 1 0 7

Samsta utfalleti Al: 6
Samsta utfallet 1 A2: 3
Sadmsta utfallet 1 A3: 7
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Rekommendation: A2 > A1 > A3

Optimism pessimismkriteriet (a-index 0,5):
Al:0,5-14+0,5-1=7,5
A2:0,5-17+0,5-(-1)=8
A3:0,5-20+0,5-0=10
Rekommendation: A3 > A2 > Al

Alvs. A2 A2 vs. A3 Alvs. A3
Maximin Al A3 Al
Minimax regret | A2 A2 Al
Optimism pess. | A2 A3 A3

Resultatet blir att en majoritet av beslutskriterierna foredrar A1 framfor A3, A3 framfor A2
och A2 framfor Al. Det finns alltsd inte ndgon majoritet for ett forsta, andra och tredje

alternativ. Vi far en cykel: A1 > A3 > A2 > Al

Samtliga beslutskriterier har for- och nackdelar. Kanske méste man acceptera att det inte finns
ett enda beslutskriterium som kan pekas ut som det bésta oavsett beslutssituation. Olika

beslutskriterier dr kanske lampliga i olika situationer. (Detta verkar vara Resniks slutsats.) Att
peka ut ett visst beslutskriterium bor kanske ses som en vardeladdad fraga som inte endast kan

avgoras pa rationella eller beslutsteoretiska grunder?

#7 Sammanfattning
Efter dagens foreldsning ska ni:
- veta vad fullstdndighet och transitivitet dr
- kénna till ndgra exempel som illustrerar problemet med intransitiva preferenser:
sockret i kaffekoppen, sjdlvtorteraren, forsta och andra sortens penningpump,
Schumms exempel med julgranskulorna (behandlas vidare under seminarium 1)
- kunna tilldimpa ett antal beslutskriterier for beslut under okunskap: maximin-, leximin-
, maximax-, leximax-, optimism-pessimism-, minimax regretkriteriet och principle of

insufficient reason samt kénna till kritiken mot respektive beslutskriterium
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