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Version 8 februari 2005

Fel i I6sningarna mottages tacksamt till mattsson@math.kth.se.

Notera att losningarna pa vissa stéllen utnyttjar andra, mer fullstindiga, tabeller &n vad som normalt
ar tillgingliga for studenterna. Dérfér kan t.ex. kvantiler i normalférdelningen och ¢(n)-férdelningar i
l6sningarna vara bestdmda med mycket god nogrannhet.

2.1

a) Notera att om tédrningen har n sidor sa maste vid n+ 1 gjorda forsck nagon sida férekomma minst tva
ganger (Direchlets ladprincip). Alltsa, ett lampligt utfallsrum &r @ = {2,3,4,5,6, 7} om térningen har 6
sidor.

b) Vid varje forsok (kast) finns mojligheten att man inte erhaller samma antal 6gon som i féregaende kast
vilket gor att antalet nodvéndiga kast dr obegrinsat och ett lampligt utfallsrum &r Q = {2,3,4,5,...}.

2.2 Om den 6verskjutande lingden efter en tillsagning dr atminstone 100 cm kommer dven den att tillsagas for
att skapa en ny planka. Detta upprepas till den kvarvarande lingden ér for kort att utgéra en meterlang
planka.

Alltsa, den 6verskjutande bitens lingd kan siigas vara ett utfall i utfallsrummet Q@ = {z : 0 < z <
100 cm} = [0, 100).

2.3

a) Utfallsrummet bestar av 8 element.
Q={DDD,DDK,DKD,DKK,KDD, KDK,KKD, KKK}
dér A = {exakt tva defekta} bestar av utfallen A = {DDK, DKD, KDD}.

b) Utfallsrummet bestar av 3 element,
0 ={0,1,2,3},

dér A = {exakt tva defekta} bestar av utfallet A = {2}.
¢) (1) Utfallsrummet dr dveruppriikneligt och ges av
Q={z:2>0} =R; =[0,00).

Héndelsen dr {z: a <z < b} = (a,b).

(2) Utfallsrummet &r dverupprikneligt och kan ges av
Q={(z,y): x>0,y >0} :Ri.

Héndelsen dr {(z,y) : ¢ > a,y > a} = (a,00) x (a,00).

(3) Utfallsrummet &r dverupprékneligt och ges av
Q={(x1,...,2p) 121 20,...,2, >0} =R].
2.4 Hindelsen A N B bestar av utfallen som finns i A och i B, det vill sdga hiindelsen kan uttryckas som
"bade A och B intriffar”.

Héandelsen A N B* bestar av utfallen i A men inte i B, det vill siga AN B* &r hdndelsen ” A men inte B”
eller "endast A”.



Hindelsen A* N B* bestar av de utfall som inte ligger i A och inte heller i B sa hindelsen beskrivs av
"inte A och inte B”, det vill séiga ”varken A eller B”. (Notera att meningen ”inte nagon av A eller B”
later sig skrivas som (AU B)* vilket enligt de Morgan &r ekvivalent med A* N B*.)

2.5 Utfallsrummet bestar av de 36 utfallen Q = {(x,y) : z,y € {1,2,3,4,5,6}}. Med beteckningarna

a) A = {Poéngsumma mindre #n 6} sd dr A = {(z,y) € Q: x+y < 6}, det vill séiga A bestar av de 10
utfallen {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2, 1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (4, 1)}. Siledes &r P (A) = 10/36.

b) B = {Samma poing vid bada kasten} sa dr B = {(z,z) € Q}, det vill séiga B bestar av de 6 utfallen
{(1,1), (2.2),(3,3), (4,4, (5,5), (6,6)}. Siledes P (B) = 1/6.

Man kan ocksa ténka sig att det forsta kastet bestimmer det virde som man skall tréiffa i det andra
kastet. For varje utfall av det forsta kastet #r sannolikheten 1/6 att kast 2 kommer att ge samma
virde (kasten dr oberoende).

Cc = {Atminstone ett av kasten ger precis tva pofing}
= {(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}

och P (C) =11/36.

d) Slutligen, D = {Atminstone ett av kasten ger minst fem poéng} innehéller 20 distinkta utfall och
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2.6 Enligt Kolmogorovs axiom ér P (AU B) = P (A)+P (B) da A och B #r disjunkta, det vill siga ANB = @.
Alltsa & P (B) = P(AUB) — P (A) =0.75 — 0.25 = 0.50.

2.7 Enligt additionssatsen &ar
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANDB)

vilket ger
P(AnB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=0.6+0.7—0.8=0.5.

2.8 Givet dr P(A) = 0.1, P(B) = 0.2 och P(AN B) = 0.05. Ett Venn-diagram for hindelserna kan se ut
som:



a) P ({Atminstone ett av felen}) = P (AU B) = P (A)+P (B)—P (AN B) = 0.10+0.20—0.05 = 0.25.

b) P({Amenej B})=P(ANB*)=P(A)—P(ANB)=0.10-0.05 = 0.05.

¢) P({Bmenej A})=P(BNA*)=P(B)—P(ANB)=0.20—-0.05 = 0.15.

d) P ({exakt ett av felen}) = P((BNA*)U(ANB*)) = P(BNA*)+ P(ANB*) = 0.15+ 0.05 =
0.20.

2.9 Om ANB =@ sadr P(AUB) = P(A)+P (B) =0.6+0.7 = 1.3 vilket inte &r mojligt. Alltsa, héindelserna
A och B ér inte oforenliga (disjunkta).

2.10 Hiindelsen A U B bestar av de disjunkta méingderna A och A* N B, det vill siiga AU B = AU (A* N B).
Alltsa &ar
P(AUB)=P(A)+P(A*NB)=05+0.1=0.6.

2.11 Héndelsen A kan delas in i tva disjunkta méngder: AN B och AN B*. Alltsa &r P (A) = P(ANB) +
P (AN B*) vilket omformas till

P(AnB*)=P(A)—P(ANB).
Pa samma sétt & P (BN A*) = P(B) — P (AN B), och eftersom AN B* och BN A* #r disjunkta, sa &r
P((ANB*)U(BNA*)=P(ANB*)+P(BNA*)=P(A)+P(B)—2P(ANB).

2.12
a)
P(A4U---UA,) = P(A1U(AU---UA,))
= P(A)+P(A2U---UA,)—P(A1N(A2U---UA,))
>0
< P(A;)+P(AU---UA,)

pa samma sétt

IN

P(A)+P(A)+P(AsU---UA,)

och sa vidare. ..

IN

P(A)+P(Ag)+---+ P(A,)
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P(A;N---NA,) = {deMorgan} = P ((A%U---UA*)*)
= 1—P(A{U-~-UAZ)Z1—§:P(Af):1—zn:(1—P(A¢)).

2.13 Vi viiljer tva bokstdver utan aterliggning. Antalet sétt som dessa tva bokstéiver kan viiljas pa ar (S) =
% = 28 och vid val pa mafa &r alla dessa séitt lika sannolika. Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen

fas att sannolikheten kan bestdmmas som

Antal gynnsamma utfall 1

= — =~ 0.0357.
Antal mojliga utfall 28

P (Drar V och G) =

52) 52-51-50
3-2-1

2.14 Vi viljer tre kort utan aterliggning. Antalet sétt som dessa tre kort kan véljas pa &r (3 = =
22100 och vid val pa mafa &r alla dessa séitt lika sannolika.

a) Att viilja tre kort sa att alla tre korten &r hjirter kan goras pa (133) = 286 satt. Enligt den klassiska
sannolikhetsdefinitionen ar
Antal gynnsamma utfall (133) 11

P (Alla hjiirter) = —33) _ 0 o 1.29%.
(Alla hjiirter) = — T iliga utfall (°2) ~ 850 %

b) Att viilja tre kort sa att inget kort dr hjdrter kan goras pa (3?? ) = 9139 siitt.
() _ 703

P (Inga hjiirter) = @ = 700~ 41.35%.

c) Att vilja tre kort sa att alla kort &r ess kan goras pa (g) = 4 sitt.

G

2.15 Vi viljer tva kulor utan aterliggning. Antalet séitt som dessa tva kulor kan viljas pa r (]) = 28 = 21

och vid val pa mafa ar dessa 21 sétt lika sannolika.

Att vilja tva kulor sa att en dr svart och en dr vit kan enligt multiplikationsprincipen goras pa

# sitt att # satt att A /3
vilja en vélja en vit | = =4-3 = 12 sitt.
1/\1
kula

svart kula

Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen fas att

P (Tva kulor av olika firg) =

4y (3

7 = == ~ . .
HERETR

b) Om urvalet gors med aterldggning finns 7-7 = 49 sétt att vilja tva kulor pa (med hénsyn till ordning).

Enligt tidigare kan man pa 12 sétt viilja tva kulor av olika farg oavsett ordning, det vill sdga pa 2-4-3 =24

sétt med hinsyn till ordning. Den soékta sannolikheten blir saledes

24
P (Tva kulor av olika firg) = 107~ 0.490.

Alternativt kan sannolikheterna beriknas med hjilp av betingning pa firgen pa den forst dragna kulan.
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3/6 2:a svart 4/7 2:a svart
svart svart
47 3/6 47 3/7

2:a vit 2:a vit

8 la 4/G< Bt 3/7 L 4/7 2:a svart
" 2/6 2:a vit vit 3/7 —
I fallet utan aterldggning (till vénster) &r sannolikheten for att de tva kulorna har olika firg % . % + % 4 _
% = % och i fallet med aterliggning (till hoger) &r motsvarande sannolikhet % . % + % . % _ %'

2.16 Mingden av alla stryktipsrader @ = {1, x,2} x --- x {1, x, 2} har enligt multiplikationsprincipen m =
3-3---3 =313 = 1594323 element vardera med sannolikhet 1/m.

a) Lat A vara hiindelsen att man far 13 rétt. Antalet element i A ir enligt multiplikationsprincipen
g=|Al=1-1---1=18=1
och P(A)=g/m=1/33=3"13~6.272-107".
b) Lat B vara hiéndelsen att de 12 férsta matcherna dr ritt och den 13:e matchen fel. Antalet element

i B ges av

g:|B|:1.1...1.2:112,2:2
ty de forsta tolv matcherna kan endast tippas pa ett sétt och sista matchen pa 2 (felaktiga) sétt.
Alltsd P(B) = g/m = 2/3'3 ~ 1.255-1075.

¢) Lat C vara hindelsen att fa ”precis 12 ritt”. Antalet stryktipsrader med tolv ritt dér match i,
i=1,...,13, ar fel ar
1--91-2-1---1 =12.2=2,
— ——
i—1 st 13—i st
eftersom man kan tippa match i fel pa tva sétt. Med 13 mojliga virden pa i sa dr antalet stryktip-
srader med exakt 12 rétt |C| =13 -2 =26 och P (C) = g/m = 26/313 =26 -3713 ~ 1.631 - 1075.

Generellt, 1at Dy, vara hiindelsen ”precis k réatt”. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet utfall i

Dka

# sétt att # sétt att # sétt att 13

|Di| = | viljaut k tippa k tippa 13—k | = (k) .1k . gl8-k
matcher matcher ritt matcher fel

sa sannolikheten for att en stryktipsrad har exakt k rétt ges av

13\ 1k 513—k k 13—k
o (ks gy 1 2
P (precis k ritt) = RN (k 3 3

for k=0,1,...,13.
0.25 -

0.2

e

=

5
T

Sannolikhet

e
T

0.05 -

0 T T @ @ & & &
8

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13
Antal ritt, k

Sannolikheterna for att fa k ratt pa stryktipset med en pa
mafa ifylld rad.
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2.17 Sannolikheten att det bland n personer inte finns nagon gemensam fédelsedag &r

P (Ingen gemensam) =

Antalet sitt vi kan viilja ut n fodelsedagar utan par

Antalet sitt vi kan vélja ut n fodelsedagar

Under ett antagande om att varje ar har 365 dagar och att fodelsedagar &r likformigt férdelade 6ver aren
kan med multiplikationsprincipen bestdmma sannolikheten till

P (Ingen gemensam) = =

365!
~3657(365 —n)!”

365364 (365 —n + 1)

365 - 365 - - - 365

Sannolikheten for minst att det bland n personer finns minst en gemensam fodelsedag ar saledes

P (Minst en gemensam) = 1 — P (Ingen gemensam) = 1

P (Minst en gemensam fodelsedag)

0.2

- 365!
3657 (365 — n)!’

IR XXX
X

XXX

XX

X
x*
x
X

L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Antal personer

For olika viarden pa n bestdms sannolikheten till

P (Minst en gemensam) | .0027

n | 2 5
.0271

10
1169

20
4114

23
5073

30
.7063

40
8912,

och man ser att for 23 eller fler personer &r sannolikheten storre dn 50%.

2.18 Slumpforsoket bestar av att dra 5 kort utan aterldggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet

bestér da av de m = (
med korten. ..

52
5

) = 2598960 sétt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en hand

a) ess, kung, dam, knekt, tio i samma firg, dr enligt multiplikationsprincipen

. foljder

sa sannolikheten dr g/m =4/ (552).

b) fem kort i f6ljd i samma firg, &r enligt multiplikationsprincipen

# foljder om
fem kort

wﬂ#ﬁ@m~( )=49=%

sa sannolikheten ar g/m = 36/(%).



¢) fem kort i samma firg, dr enligt multiplikationsprincipen
# sétt att 13
g = (# férger) - ( viilja fem | =4- <5) = 5148
kort

sa sannolikheten dr g/m = 4 - (153)/ (552)~

2.19 Slumpforsoket bestar av att dra 13 kort utan aterlaggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet
bestar da av de m = (?g) = 635013559600 séitt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en
hand med korten...

a) 5, 39, 3¢, 2 ér enligt multiplikationsprincipen
_ # sitt att| (# sitt att) [ sdtt att) [# sitt att
9= \vilja 5 & vilja 3 vilja 3 ¢ vilja 2 &
13\ /13\ /13\ /13
= = 1287 - 286 - 286 - 78 = 8211173256
5)E)G)E)

sa sannolikheten &r g/m = 0.01293.

b) fordelningen 5,3,3,2 pa godtyckliga (distinkta) farger. Enligt ovan &r

# sitt att # sitt att # sitt att # sétt att
(vé’ﬂja 5 av) : <Véilja 3 av) : (vé’ﬂja 3 av) . <Véilja 2 av) = 8211173256
farg 1 farg 2 farg 3 farg 4

sa det som aterstar dr att bestdmma pa hur manga olika sitt man kan fordela O, &, & och & 6ver
farg 1-4. Vilj forst vilka farger vi skall plocka tre kort av. Det kan goras pa (3) = 6 sétt. For vart
och ett av de séitten skall vi bestdmma den firg som vi skall plocka 5 kort av. Vi har tva farger kvar
sa detta kan goras pa (f) = 2 sétt. Den sista firgen kan bara viiljas pa ett sétt. Det totala antalet
sitt som fiargerna kan fordelas dr
<4) -2.-1=12
2

och sannolikheten &r 12 - (svaret i a) = 0.15516.

2.20

Alternativ 1: Betrakta den hog déar ruter kung ligger. Sannolikheten att hjérter kung ligger i samma
hog dr 1/3 (ett kort av tre mojliga), dvs. med sannolikhet 2/3 ligger de i olika hogar.

Alternativ 2: (Hypergeometrisk fordelning.) Av N = 4 kort dr s = 2 svarta och v = 2 roda. For
att vélja ut korten i den ena hogen viljer man ut n = 2 kort av N stycken, vilket kan goras pa
(]X) = (4) = 4;1 = 6 sétt. Av dessa dr det

000

sétt som ger exakt ett svart kort, vilket medfor att de tva roda korten ligger i varsin hog. Den sokta
sannolikheten &r saledes o
DG _ 2

7 .
) 3
Alternativ 3: (Formell betingning) De tva korten som skall liggas i en av hogarna viljs enligt nedstaende
traddiagram:



1/3 2:a svart
svart
2/4
/ 2/3 2:a rod
2/1 2/3 2:a svart
l:a
5d
IO 73

2:a rod

Sannolikheten for att fa tva kort av olika firg dr saledes
2 2

137

22
4’373

2.21 Av N = 100 distinkta enheter #r s = 6 defekta. Om man véljer ut n = 5 pa mafa utan aterliggning sa
ar enligt multiplikationsprincipen

#sitt att vilja

#sitt att vilja 2y (7
(bland de defekta) }51e1a2 bland de

#sétt att vilja 5 bland alla

6\ /94
2)\3) 15-134044 33511

<100) T 75287520 1254792
5

P (2 defekta)

~ 0.026706.

Pa samma sitt kan man riakna ut

6\ /94 n 6\ /94
0/\ 5 1)\ 4/ 54891018 4+ 18297006 435643

(100) 75287520 = Tastap = VO

P (0 eller 1 defekt) =

5

Om man later {X = k} beteckna héndelsen att det finns k defekta bland de utvalda sa kan man pa
samma séitt bestdmma sannolikheten for héndelserna

#satt att vilja #satt att vilja
% bland de de- | [ 5 — & bland de <6> ( 94 )

fekta hela k)\5—k
P(X =k) = _
( ) #sitt att vilja 5 bland alla <100)
)

for k=0,1,...,5

02t T
0 o

& &
0 1 2 3 4 5
Antal defekta, k

2.22 Efter ha tagit tre hjdrter ur kortleken finns 52 — 3 = 49 kort kvar varav 13 — 3 = 10 &r hjirter. Den
betingade sannolikheten att det fjdrde kortet inte &r ett hjirter ar

39
P (Fjirde kortet dr inte hjérter|tre forsta korten dr hjdrter) = 57 0.796.
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b) Lat A vara hindelsen att det fjirde kortet &r en spader och B hindelsen att de tre forsta korten ér
hjérter.

Notera att det inte dr en betingad sannolikhet som sdks. Av de kvarvarande 49 korten #r 13 stycken
spader sa sannolikheten &r

13
P (Fjdrde kortet &r spader|tre forsta korten &r hjérter) = P (A|B) = Tl 0.265

det vill séiga en tredjedel av svaret i a.

Den sokta sannolikheten &r
P(ANnB)=P(A|B)P(B)
dér 13-12-11 11
P (B) = P (tre forsta korten &r hjirter) = ——— —— — ——
(B) (tre forsta korten &r hjirter) 55 51 50 — 850
sa
13 11 143

P ({Fjirde kortet dr spader} N {tre forsta korten &r hjirter}) = P (A|B) P (B) = 19 850 — 41650°

2.23 Lat Hy, Hy och Hs beteckna hiindelserna att instrument 1, 2 eller 3 véljes. Da dr P (Hy) = %, k=1,2,3,
och de tre hindelserna utgér en partition av utfallsrummet. Lat A vara héndelsen att valt instrument
fungerar. Enligt lagen om total sannolikhet &r

P(A) = P(A|H,) P (H)) + P (A|Hs) P (H,) + P (A|Hs) P (Hs) = 0.9 - % +0.8- % +0.4- % —0.7.

b) Med Bayes formel erhalles
P(HiNA) P(AH)P(H,) 09-% 3

P(H.|A) =

P4 P (A) 07 T
Pa samma sitt fas )
B P (A|Hs) P (H3) _08-3 8
P (Ha|4) = P (A) To07 21
och )
04z

P (A) To07 21

Notera att dessa tre sannolikheter summeras till 1.

2.24 Av de 11 frukterna &ar 3 giftiga och 8 ogiftiga. Lat B vara héndelsen att hunden far en ogiftig frukt.
Hundens frukt viljes pa mafa och saledes ér P (B) = 8/11.

Givet att hunden klarar sig finns 10 frukter kvar varav 3 &r giftiga och 7 ogiftiga. Sannolikheten att Per
far alla giftiga frukter &r

Hsitt att vilja 3 jfés_at; sltatn‘éagz
bland de giftiga (

ogiftiga GO0 171
#siitt att vilja 4 bland alla () s 30

Sannolikheten att Pal far alla giftiga frukter &r
it att viilja 3) (7 SALt att vélja
bland de giftiga 6 — 3 bland de 3y (7
ogiftiga _ (3) () _ 1 321 _
#sitt att vilja 6 bland alla (10) D981 6
9




Med A som héndelsen att bade Per och Pal far minst en giftig frukt var &r

P(A|B) = 1— P ({Per far alla} U {Pal far alla}|B) = 1 — P (Per far alla|B) — P (Pal far alla|B)
B 11 4
30 6 5

¢) Slutligen
8 32

PMmm:meﬂ%m:%dl_%.

2.25 Lat H vara hindelsen att det var tva M som f6ll ned. Da ar P (H) = 1/(3) = 1/10. Om tva M faller ned
star det fortfarande MALMO efter uppséttning. Om det inte &r tva M som faller ned star det MALMO

pa skylten efter uppsittning med sannolikhet 1/2. Enligt lagen om total sannolikhet &r
1

P (MALMO) = P (MALMO|H) P(H) + P (MALMO|H*) P(H*) =1- — +

1 9 11
10 2 10 20

2.26 Héndelsen att familjen har minst ett barn av vardera kén givet att det &ldsta barnet &dr en pojke &r
h#éndelsen att de tre andra barnen ar en pojke och tva flickor. Varje sadan tilldelning av kén har sanno-
likhet p(1 — p)? enligt oberoendet. Att vilja ut vilket barn som blir pojke kan géras pa (i’) = 3 sitt. Den
sokta sannolikheten ir saledes 3p(1 — p)2.

b) Lat B vara hiindelsen att familjen har minst en pojke. Da #r B* hindelsen att familjen har enbart
flickor och enligt oberoendet P (B*) = (1 — p)*, det vill siiga P (B) =1 — (1 —p)*.

Lat A vara hindelsen att familjen har tva pojkar och tva flickor. Varje sekvens av tva pojkar och
tva flickor har sannolikhet p?(1 — p)? pa grund av oberoendet och det finns (3) = 6 sadana sekvenser
(konstilldelningar). Saledes dr P (A) = 6p?(1 — p)2.

Nu dr A C B och

P(ANB) _P(4) _ 6p°(1—p)?

PAB = —5m ~ @) 1-0 -t

2.27

a) Med definitionen av betingad sannolikhet har man att

P (andra sidan r16d Nsedd sida r6d) _ 1/3 2

P (andra sidan rod|sedd sida réd) = P (sodd sida x6d) 153

eftersom téljaren &r sannolikheten for hidndelsen att man ser det helréda kortet och ndmnaren fas
av att hilften av kortsidorna &r réda.

b) Det &r inte samma chans for bada fallen. Av ovanstaende foljer att
P (rédrod|sedd sida rod) = P (andra sidan réd|sedd sida réd) = 2/3
medan

P (rédvit|sedd sida réd) = P (andra sidan vit|sedd sida réd) = 1/3.

2.28 Lat A, B och C vara héindelsen att person A, B och C far vinstlotten. Notera att hidndelserna &r disjunkta
och P(AUBUC) = 1. Eftersom A tar forsta lotten d&r P(A) =1/3=P(ANB*NC*).

P(B) = P(B|A) P(A) + P (B|A*) P (A*) =0
10

N 2 1
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eftersom givet A* finns tva lotter kvar och P (B|A*) &r saledes en halv. Slutligen,

P(C)=P(C|B)P(B)+P(C|B*)P(B*) =0 =

N =

_|_

2 1
3 3

W~

Resonemanget illustreras enkelt med ett traddiagram:

Avmst—»Bnlt L Cnit ANB*NC*
< BV1nst—>Cn1t A*NBNC*
A nit <

Bnit ——» C vinst A*NB*NC
Traddiagram som visar de tre mojliga fallen: A vinner, B vin-
ner och C vinner.

2.29 Lat A, B och C beteckna hindelserna att ett pa mafa valt batteri kommer fran fabrik A, B eller C.
Vidare, lat R beteckna héndelsen att valt batteri har en lang livslingd. Enklast illustreras sambandet
mellan hindelserna och deras betingade sannolikheter i ett triddiagram sasom det nedan. Sannolikheten
for tex. hindelsen att man viljer ett batteri fran fabrik A som riicker linge, P (A N R), kan beriknas som
P (RJA) P (A), dvs. genom att multiplicera grenarnas sannolikheter.

0.95 Racker ANR
) lange
Fabrik
A
0.05 Récker inte ANR*
0.5 ) linge
0 97 Rﬁ(}ker B a) R
j linge
0.2 . Fabrik
B
0.03 Racker inte BN R*
) lange
0.3 0.98 Racker CAR
) lange
Fabrik
C
0.02 Récker inte CNR*
' linge
Alltsa,
P(ANnR) = P(R|A)P(A) = 095-0.5 = 0.475
P(BNR) = P(R|B)P(B) = 097-0.2 = 0.194
P(CNR) = P(R|IC)P(C) = 0.98:-0.3 = 0.294
och

P(R)=P((ANR)U(BNR)U(CNR))=P(ANR)+P(BNR)+P(CNR)=0.963.
Vidare sa ar
P(ANR) 0475
P(R)  0.963
11

= 0.49325

P(AR) =



och
P(ANRY) P(RA)P(A) 005-0.5
P(A|RY) = = = =0. .
(IR = =57 1—P(R) 0037 0TT

2.30 Lat F' vara héndelsen ”den flyttade kulan &r vit” och V' héndelsen ”den dragna kulan dr vit”.

a) Da dr F™* hindelsen "flyttad kula svart” och

P(V) = P(VNF)U(VNF*)=P(VNF)+P(VNF*)
= PVIR)P(F)+ P(VIF)P(F) =224 2.3 = L.
b) Vi soker nu P (F*|V).
PFV) = P(F*m/):P(V|F*)P(F*):§-g:3

P(V) P (V) T

P(VNF)=P(V|F)P(F)

Flytta
svart

2/3 Drag vit
Flytta/< g =2/3-2/5=4/15
vit
2/5 1/3 I . _ 5—9/15
Drag svart P(V*NF)=1/3-2/5=2/15
3/5 1/3<Dragvit P(VNF*)=1/3-3/5=3/15
2/3

Drag svart P(V*NF*)=2/3-3/5=06/15

2.31 Lat S vara héndelsen att en skickad bit &r en 0:a och M vara hiindelsen att en 0:a mottagits. Beroendet
mellan S och M ges av triddiagrammet nedan.

P(SNM)=P(M|S)P(S)

Mottag 0 =0.99-0.40 = 0.396

Séand 0

0.40
Mottag 1 P (SN M*) =0.01-0.40 = 0.004

Séand 1

g:

0.01

0.60 {: Mottag 0 P(S*NM)=0.02-0.60 =0.012
0.98

Mottag 1 P (5*NM*)=0.98-0.60 = 0.588

De sokta sannolikheterna ér (kolla figuren!)

e P(STOMY) P (M*|S*) P (S*) 058
P(STIM7) = P(M*) — P(M*|S)P(S)+ P (M*|S*)P(S*)  0.004+ 0.588 = 09932

och
P(fel) =P ((SNM*)U(S*NM))=0.004 + 0.012 = 0.016.

2.32 Med de Morgan
P(A*NnBY)

P((AuB)*))=1-P(AuB)=1—(P(A)+P(B)-P(ANB))
(A och B oberoende) =1—-P(A)—P(B)+P(A)P(B)=(1—-P(A)(1-P(B))
P (A") P(B")

12



det vill sdga A* och B* dr oberoende. Saledes

P(A*NB*)= P (A*)P(B*) = (1 - 0.1)(1 — 0.05) = 0.855.

2.33 Lat A, B och C vara hindelserna att familj A, B respektive C kommer dér P (A) = 0.8, P (B) = 0.6 och
P(C) =0.9.

a) Héndelsen att alla kommer &r A N B N C och med oberoendet fas

P (Alla kommer) = P(ANBNC) =P (A)P(B)P(C)=08-0.6-0.9 = 0.432.

b) Pa samma sitt

P (Ingen kommer) = P(A*NB*NC*)=P(A*)P(B*)P(C*)=0.2-0.4-0.1 = 0.008.

¢) Komplementet till hdndelsen {minst en kommer} &r att ingen kommer. Saledes &r

P (Minst en kommer) =1 — P (Ingen kommer) = 0.992.

2.34 Om tédrningen har 6 sidor och har samma sannolikhet for varje sida dr P (A) = 2/6 = 1/3. Genom att
betinga pa utfallet i forsta tdrningskastet kan man utnyttja lagen om total sannolikhet fér att bestimma

P (B):
P(B) = P(B|l:a)P(1:a) + P (B|2:a) P (2:a) + P (B|3:a) P (3:a) + P (Bl4:a) P (4:a)
—|—P(B|5:a)P(5:a)—|—P(B|6:a)P(6:a):é-é—k%-é %-é—!—%-é—l—g'é—i—l-é: %

Héndelsen AN B ér héndelsen {sla en 2:a f6ljt av en 5:a eller 6:a} eller {sla en 5:a f6ljt av minst en 2:a},
det vill sidga

1 2 1 5 7
P(ANB)=~-2+4+-.2=_"
( ) 6 6+6 6 36
Eftersom . L o1
P(ANB)= —=--—=P(A)P(B
(ANB) = === = P(4) P(B)
sa ar hindelserna oberoende.
2.35
a) Med data:
k t
s|1 1|2
v|1 1|2
2 2|4
fas P(S) =2/4=1/2, P(T)=2/4=1/20ch P(SNT)=1/4. Alltsé &r

psnm=to1

och héndelserna ar oberoende.

13



b) Med data:
k t
s 1 1011
10 111
11 11|22

fas P(S) =11/22=1/2, P(T) =11/22=1/2 och P (SN T) = 10/22. Alltsé ir

10 1 1
P(SNT)=#1=5"

1
=33 =POP®@)

och hindelserna ar inte oberoende. Givet information att det dragna foremalet ar ség svart okar

sannolikheten att det ocksa #r en térning. P (T'S) = 10/11.

2.36 Sannolikheten att en tillverkad komponent har minst ett av felen

Alternativ 1: Hindelsen "nagot av felen” = AU B U C och

P(AuBUC) = {deMorgan} =1— P(A* N B*NC*) = {oberoende}
= 1-P(A")P(B*)P(C*)=1-(1-0.20)(1—0.05)(1 - 0.10)
= 1-0.684 = 0.316.

Alternativ 2: Héndelsen "nagot av felen” = AU B U C och

P(AUBUC) = P(A
+P

+P(B)+P(C)-—P(ANB)-—P(ANC)—P(BNC)

AN BNC) = {oberoende}
P(A)+P(B)+P(C)—P(A)P(B)—P(AP(C)-—P(B)P(C)
+P(A)P(B)P(C)

= 02+03+05-02-03-02-05-03-0.5+0.2-0.3-0.5=0.316.

—~ — — ~—

Alternativ 3: Lat X beskriva antalet fel hos produkten. {X = 0} = A* N B* N C* sa utnyttjandes
oberoendet

P(X=0) = P(A*)P(B*)P(C*) =0.684

och pa samma sétt fas

P(X=1) = P(A)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C*)+ P (A)P(B*)P(C*)=0.283
P(X=2) = P(A)P(B)P(C*)+P(A)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C) = 0.032
P(X =3) P(A)P(B)P(C) =0.001

Vi soker P(X >1)=1— P (X =0) = 1 — 0.684 = 0.316.

=7

7
7

W//

0.684

Venndiagram dér hiandelserna motsvarande felen A, B och C
dr oberoende.

14



2.37 Lat A vara hindelsen att det dragna kortet dr hjérter och B héindelsen att det dragna kortet &r ess. Vi
far omedelbart att P (A) = 13/52 =1/4 och P (B) = 4/52 = 1/13. Héindelsen AN B ér héindelsen att det
dragna kortet &r hjdrter ess och vi far da att P (A N B) = 1/52. Det innebér att P (AN B) = P(A) P (B)

varfér A och B &r oberoende.

b) Definiera A och B som i a) ovan. Vi far da att P (A) = 13/48 och P (B) = 4/48 = 1/12. Vidare ser vi
att P (AN B) = P (dragna kortet &r hjérter ess) = 1/48 varfor vi inte har att P (AN B) = P(A) P (B).

Hiindelserna A och B ér ej oberoende.

2.38 Lat A och B vara tva héndelser med P (A) > 0 och P (B) > 0.

a) Om A och B ir oforenliga (disjunkta), AN B = &, sa ir
0=P(@)=P(ANB)#P(A)P(B)>0
—— ——
>0 >0
och héndelserna &r inte oberoende.
b) Om A och B &r oberoende sa &r

P(ANB)=P(A)P(B)>0

—— ——
>0 >0
sa AN B # @ och A och B ir ej oférenliga.
2.39 Lat Ky, ..., K, vara de oberoende hindelserna att komponenter 1,...,n fungerar en given tid. P (K;) =
pi-
a) Da giller for ett seriesystem
P (Syst. fungerar) = P(KiN---NK,)={ober.} =P (K1) --P(K,)=p1- Dn.

b) For ett parallellsystem har vi att

P (Syst. fungerar) = P(KjU---UK,)=1—-P(K{Nn---NK})={ober.}
1-P(K7)---P(K3) =1—=(1=p1)---(1=pn).

¢) Med n =4 och p; = 0.90 far man

P (Seriesystem fungerar) = 0.90* = 0.6561
P (Parallellsystem fungerar) = 1— (1 —0.90)* = 1-10""

2.40 (Se #ven uppgift 2.39.) For tva komponenter, lat A och B vara de oberoende héndelserna att respektive
komponent fungerar. Notera att med tva komponenter #r hindelserna {seriesystem fungerar} = AN B

och {parallellsystem fungerar} = AU B = (A* N B*)*.

a) Hindelsen {seriesystem fungerar} = AN B sa med oberoendet

P ({seriesystem fungerar}) = P(ANB)=P(A)P(B)=0.9-0.8=0.72.

b) Komponentredundans motsvaras av en seriekoppling av tva parallellsystem dér parallellsystem 1

fungerar med sannolikhet

P ({parallellsystem 1 fungerar}) = P (A1 UAy) =1—P(ATNA3)=1— P (A}) P (43)
= 1-(1-P(A))(1—-P(A2))=1-(1-0.9)(1—-0.9)=0.99.
15



Motsvarande for parallellsystem 2 &r

P ({parallellsystem 2 fungerar}) = P (B1UBy)=1—P(BNB;)=1- P (B7)P(B})
= 1-(1-P(B1)1—-P(B2))=1—-(1-0.8)(1—-0.8) =0.96.
Seriekopplingen av dessa tva system har funktionssannolikhet
P ({system fungerar}) = P ({parallells. 1 fungerar} N {parallells. 2 fungerar})
= 0.99:0.96 = 0.9504.

¢) Systemredundans innebir en parallellkoppling av tva seriesystemen, déir varje seriesystem har funk-
tionssannolikhet 0.72. Parallellkopplingen har funktionssannolikhet

P ({system fungerar}) = P ({seriesystem 1 fungerar} U {seriesystem 2 fungerar})
= 1—(1— P ({series. 1 fung}))(1 — P ({series 2 fung}))
= 1—(1-0.72)>=0.9216.

2.41 Numrera relderna enligt:

La ] o] L[]
o 7

Lat K;,i=1,...,7, beteckna hiindelsen att reld ¢ ar tillslaget. Hiandelserna K;, i = 1,...,7 dr oberoende
och lat p, = P (K;).
Lat

A = Ks,

B = KiNnKysNKg

C = KiNnKonKsNKr7NKg.

Om nagon av hiandelserna A, B eller C' intriffar &r punkterna forbundna med varandra. Alltsa, punkterna
dr forbundna med sannolikhet

P(AUBUCQ) P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANCQC)
—-P(BNC)+P(ANnBNCQC)
= P3 + D1P4Pe + P1P2P5P7P6 — P3P1P4P6 — P3P1P2P5P7P6 — P1P4P6P2P5P7 +
p1p2pspapspepr = p+p° —pt+p° —2p° +p".

2.42 Spelet avslutas nér tavlan triiffats tva ganger. Héndelsen att det &r samma person som skjutit bada
skotten &r héndelsen att efter forsta tréffen sker det ett udda antal missar {6ljt av en traff.

Alltsa,
P (Samma person) = Y (1—p)*Tp=1-ppd [1-p*]" =1-pp—Fri—7
k=0 k=0 1- (1 _p)
_ 1-p
- 5.

Notera att detta dr sannolikheten att en ffg(p)-fordelad stokastisk variabel antar ett jimnt viirde.

2.43
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Alternativ 1: En kortlek kan delas i 4 lika stora hogar, det vill siga med 13 kort i varje hog, pa

52\ (39 /26 (13
() () (5) (55)
sitt. Att vilja ut den forsta hogen sa att den innehéaller ett ess kan goras pa (g) (411) sitt. Efter
detta kan den andra hogen viljas pa (35) (%) sdtt sd att den innehaller ett ess. Den tredje hogen
viljes analogt pa (33) () sitt och den fjéirde pa (13)(;) sitt.
Salunda blir sannolikheten

48\ 4\ (36) (3\ [24\ (2\ (12\ /1 4
(s v gy~ OO0 13t 27

(’7) ~ 20825

Alternativ 2: Vi tar hinsyn till kortens ordning i hogarna. Vi tdnker oss 52 positioner (lador) dér lada
1-13 motsvarar hog 1, lador 14-26 hog 2, 27-39 hog 3 och slutligen 40-52 den sista hogen. Det
forsta esset kan ldggas ut pa 52 sitt. Néar det lagts ut dr de 12 andra ladorna knutna till samma hog
blockerade sa ess tva kan ldggas ut pa 39 sitt. For var och ett av dessa kan sedan ess tre ldggas ut
pa 26 sitt och slutligen det sista esset pa 13 sdtt. Sannolikheten &r darfor

52-39-26-13 (4-13)-(3-13)-(2-13)-(1-13)  13*  13*

52-51-50-49 52!/48! = 2 = 2y

2.44 Lat B vara héindelsen att bridgehanden innehaller minst ett ess och A héndelsen att bridgehanden in-
nehaller exakt ett ess.

En bridgehand om 13 kort kan viljas pa (?g) siatt. Om man inte har nagra ess dr de 13 korten valda

bland de 52 — 4 = 48 kort som inte dr ess. En bridgehand utan ess kan saledes viljas pa (‘fg) sétt och om
bridgehanden viljes pa mafa ar

13)

P (B) = P (minst ett ess) = 1 — P (Inget ess) = 1 — 13~

(73)

w o

Eftersom A C B och
P (A) = P (exakt ett ess) =

sa Ar
_P(ANB) P (HE)
IR IR S R )

Den sokta sannolikheten &r

(1) (3 5359
P(A*|B)=1—-P(AB)=1— = ~ 0.3696.
(13) — (G3) 14498

b) Givet att personen har hjirter ess dr sannolikheten for inget ytterligare ess

3\ (48
P (Alhar hjirter ess) = (0)5#

(12)

och den sokta sannolikheten &r

3\ /48
(0) (12) _ @ ~ 0.5612.

(1)~ 20825

1 — P (A|har hjirter ess) = 1 —
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3.1 Lat X beteckna det nummer dér lyckohjulet med n nummer stannar. De mdojliga virdena pa X &r
Sx ={1,2,...,n}. Ett rittvist hjul har samma sannolikhet for alla nummer, dvs px(k) = P(X =k) =p

1= px(k)=) p=np
k=1

keSx

beror ej av k. Eftersom

sadrp=1/n,dvs P(X =k)=1/nfor k € Sx. Med n = 20 nummer sa &r

PR2<X<5 = PUX=3}U{X=4U{X=5})=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)
1 1 1 3 3

n n n n 20

005
038 o—
o—
o—
8

S T T S S S R
8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 T8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Vinstnummer, k stnummer, k

3.2 Lotterna i lotteriet férdelas enligt
Antal lotter vinstbelopp

1 100

) 20
30 )
964 0

Totalt 1000

Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De mojliga virdena pa X ar Sx = {0, 5,20, 100}.
Sannolikhetsfunktionen for X ges av
px(0) =P (X =0) =964/1000 = 0.964
px(5) =P (X =5)=30/1000 = 0.030
px(20) = (X 20) = 5/1000 = 0.005
px(100) = P (X = 100) = 1/1000 = 0.001

och px(z) = 0 for ovrigt.

3.3 De mojliga vérdena for den stokastiska variabeln X ges av Sx = {3,4,7,8,9} dér

4 3 2 2
pxB) =15 px@) =3 px(N=3 px@) =1
a) Eftersom ;o px (k) =1 sa dr
1
px(9) =1~ [px(3) +px(4) +px(7) +px@8)] = 13-
b) Eftersom foérdelningsfunktionen Fx (t) = P (X <) fas

Fx(5)=P(X<5)= Y PX(k)ZpX(3)+pX(4):%.
keSx:k<5

7
PA<X <8 = Y  px(k)=px()+px(7)+px(8) = 5
keSx:4<k<8
18



och

P(X >8) = Z Px(k)sz(8)+px(9):%:z.
keSx:k>8

3.4 Om X beskriver summan av tva pa mafa valda mynt sa ges de mojliga virdena av Sx = {2,6}. Sanno-
likheten for att erhalla dessa vérden skall nu bestdmmas och uppgiften kan 16sas pa flera sétt.

Alternativ 1: Vi kan vilja ut 2 mynt av tre pa (g) = 3 sétt. Av dessa kan tva enkronor viljas pa 1 sétt
sa
1
P (X =2)= P (Va&lj tva enkronor) = 3

ochalltst P(X =6)=1-P(X #6)=1—-P(X =2) =

win

Alternativ 2: Lat A; och Ay vara hindelserna att det forsta respektive det andra valda myntet &r en
enkrona. Dé &r P (A;) = 2 och P (Az|A;) = £ s

P(X = 2) = P(Vah tva enkronor) =P (A1 n AQ) = P(A2|A1) P(Al) =

Wl N
Wl =

N =

ochP(X=6)=1-P(X#6)=1-P(X=2)=2.
Alternativ 3: De tre mojliga utfallen = {112,115, 125} lika stor sannolikhet.

For de tre utfallen fas virdena 1+1 =2, 1+5 =6 och 1+ 5 = 6. Den stokastiska variabeln X har
saledes mojliga virden givna av Sx = {2,6} dir

1 1 1 2
px(2) = P(X = 2) = P(lllg) = g px(G) = P({115} U {125}) = g + g = g
3.5 1 en urna med N = 10 kulor & v = 4 stycken vita och s = 6 stycken svarta. Vid dragning med

aterlaggning lat X beskriva antalet dragna svarta kulor fére den forsta vita kulan. Mdojliga virden pa X
ges av Sx = {0,1,2,3,...} och héndelsen X = k, k € Sx, dr hindelsen att man dragit k svarta kulor
foljt av en vit. Alltsa &r

_ Antalet siitt att dra k svarta foljt aven vit  sF v ( s )’f v

P(X =k) = _ (2N gk
( ) Antalet sitt att dra k + 1 kulor Nk+1 N/ N (L=p)"p,

for k=0,1,2,... ddr p = v/N = 0.4 andelen vita kulor i urnan. Detta ir en geometrisk fordelning.

0.5

0.4¢

0.3

px ()

0.2

, TT?@om@

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antalet dragna svarta kulor fore den forsta vita vid val pa
mafa med aterlaggning.

Nu ar

oo

P(X=3)= Y  px(k)=> (1-p'p=0-p%) (1-p)"=(1-p)°
k=0

keSx k>3 =3 1-(1-p)
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Detta kan dven inses genom att héindelsen X > 3 &r héindelsen att dra tre svarta kulor pa rad. Med siffror
ar P(X >3) = (1-p)=(0.6)> = 0.2160.

3.6 1 en urna med N = 10 kulor & v = 4 stycken vita och s = 6 stycken svarta. Vid dragning med
aterlaggning lat Y beskriva antalet dragna kulor nér den forsta vita kulan dras. Mojliga virden pa Y ges
av Sy = {1,2,3,...} och hiindelsen Y = k, k € Sy, &r héindelsen att man dragit k — 1 svarta kulor {6ljt
av en vit. Alltsa ar

k—1

Antalet sitt att dra k — 1 svarta foljt av en vit s ) s\k-1 v
P(Y =k)= = :(—) ~ =1 -p*"'p,
( ) Antalet séitt att dra k kulor Nk N N (L=p)"p
for k=1,2,3,...ddr p = v/N = 0.6 andelen vita kulor i urnan. Detta &r en for-férsta-gangen-fordelning.
Notera att Y = X + 1 med X enligt uppgift 3.5.
Alternativ 1: Nu ar
o0 B o0 1
P >2)= Z py (k) = Z(l -p)p=(1 —P)PZ(l -pF = —p)Pﬁ =1-p
keSy:k>2 k=2 k=0 b

Alternativ 2:
PY>2)=1-P(Y <2)=1-PY =1)=1-(1-p)%=1-p.

Hindelsen Y > 2 &r héndelsen att dra en svart kula. Med siffror &r P(Y >2)=1—p = 0.6.

3.7 I en urna med N = 10 kulor ér v = 4 stycken vita, det vill siiga andelen vita kulor &r p = v/N = 0.40.

a) Lat X beskriva antalet vita kulor vid dragning av n = 3 stycken med aterliggning. Majliga virden
pa X #r Sx = {0,1,2,3}. Betrakta en sekvens av k vita och n — k svarta kulor. En sddan sekvens har

sannolikhet
Antalet satt att fa en viss sekvens i i
av k vita och n — k svarta V(N =)"h o v\"TR n—k
- — () (1= -
Antalet satt att dra n kulor Nn N N

Hindelsen X = k &r hiindelsen att fa nagon av dessa sekvenser med k vita och n — k svarta. Det finns
(1) sadana sekvenser sd

Detta dr binomialférdelningen.

Lat X beskriva antalet vita kulor vid dragning av n = 3 stycken utan aterldggning. Mojliga viirden pa X
ir Sy = {0,1,2,3}.

_Antalet siitt att fa k vita och n — k svarta )= B (p) (N(1-P)) 093
N Antalet sitt att dra n kulor o (N ) - =4 L 49

" ()

P(X =k)

Detta ar den hypergeometriska fordelningen.

b) Héndelsen att fa fler vita dn svarta kulor dr hindelsen {X > n/2} = {X > 1.5} som har sannolikhet

P (Fler vita &n svarta) = Z px (k) =px(2) +px(3).
kESx:k>1.5

Vid dragningen med aterldggning erhalls

px(2) +px(3) = <g>p2(1 -p)'+ (g)p?’(l —p)° = p?(3 — 2p) = 0.3520
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och vid dragning utan aterlaggning &r sannolikheten

4y(6)  (4y(6) 43 6 , 4
px(2) +px(3) = (2)151) + (3)150) = 2d 1%)_;,—81 ! = 1
(3) (3) 321 3
3.8 De majliga viirdena pa X ar Sx = {0,1,2,...} dir P(X = k) = p* for k = 1,2,3,... och nagot p > 0.
Nu &r
1= > px(k) =Y P(X (X:0)+ZP(X:
keSx k=0 —
= 1
= z:: +p2p = P(X=0)+pr—.
sa Lo
p —<p
PX=0=1--L_ - -—°P
( ) > 1

Om uttrycken for P (X = k), k € Sx, skall vara giltiga sa skall 0 < P (X = k) < 1 vilket ger

1—2p

0<
1-p

<1

eller 0 <p <1/2.

3.9 Lat den stokastiska variabeln X har mojliga virden Sx = {0,1,2,3,...} och sannolikhetsfunktion
1k
px(k)zﬁe_“, k:O,172,...,

och noll f6r dvrigt. Vi soker sannolikheten P (2 < X < 5). Alltsa,

3 4 3
- A+pp’ _, 128 4
P2<X<5) = k 3 4 wyp P - BT 220
(2<X<5) > px(k) =px(3) +px(4) = 3¢ +4, YR e
keSx:
2<k<b
~ 0.3907.

3.10 Lat Ay sta for hindelsen att terminal k anviands, £ = 1,2,3. Om X beskriver antalet terminaler som
anvinds sa ges de mdojliga vérdena for X av Sx = {0, 1,2, 3}. Vi erhaller att

1 11
P(X:O)=P(A{ﬂA§ﬂA§):{oberoende}:P(A’{)P(Ag)P(Ag):Z-g-5:i.
Vi ser ocksa att
3 2 1 6
P(X:3):P(A10A20A3):{oberoende}:P(Al)P(Ag)P(Ag):Z-g-gzﬁ.

Héndelsen {X = 2} &r héindelsen {41 N As N A5} U {A;1 N A5 N Az} U {AT N Az N As}. Vi erhaller

P(X =2)

P((A1NA2NA3) U (A1 NA5 N As) U (AT N A2 N A3))

= P(A1NA3NA;)+P(AiNAsNA3)+ P (AT N AN As)

P (A1) P (As) P(A35) + P (A1) P(A3) P(A3) + P (A7) P (A2) P (As)
11

ﬂ.
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Den sista sannolikheten P (X = 1) fas enklast som P(X =1) =1 -P(X #1) =1—-(P(X=0) +
P(X =2)+ P(X = 3)). Vi har alltsa

& for k=0,
% for k=1,
px(k) =45 fork=2,
% for k = 3,
0 for ovrigt.
3.11 Enligt uppgift ar
l—P(X—O)— M—Oe_“—e_“
2 S0

vilket ger att u = —1In(1/2) = In(2). Salunda har vi att

~ (0.1534.

pt o\ 1-In(2)
2 1! N

P(X>2):1—P(X<2):1—(P(X:o)+p(X:1)):1_<1+_e !

3.12 De mojliga véirdena pa X ges av intervallet Sx = [0, 10). Intervallet innehaller ett éveruppriikneligt antal
véirden och dessa kan inte alla tillskrivas positiva sannolikheter.

Ett rimligt utseende pa fordelningsfunktionen &r

Fx(t)=P(X )=

for 0 < ¢ < 10, eftersom héndelsen {X < ¢}, att f4 vénta hogst ¢ minuter, innebér att mannen kom till
hallplatsen under ett tidsintervall av lingd ¢ minuter fore nésta tag. Med 10 minuter mellan tagen ar
sannolikheten att triffa ett intervall av lingd ¢, t/10, om tidpunkten viljes pa mafa.

Ur
P(a<X <b)=Fx(b) — Fx(a) och P(a<X<b):/be(x)dac

fas att F'x(t) #r primitiv funktion till fx(¢) och

d 1
ty=—=Fx(t) = — <t<l1

likformig fordelning pa intervallet [0, 10].

b) Alternativ 1:

[ 7-3.5
P(3'5<X§7):/xesx: fX(x)dx:/le—Odgc: 10 = 0.35.

3.5<z<7

Alternativ 2: . e 7_as
PB5<X<T)=Fx(7)—Fx(35)=— LY

010 10 03

0121 r

01

008

£ 0.06 -

hetsfunktion .

t

2001 i

[t
orde

0.02

22



3.13 En kontinuerlig stokastisk variabel med téithetsfunktion fx(x) uppfyller att

1::‘/f:)fx(x)dx.

oo 6 #3716
1:/ fX(’I)d’I:/ cx?dx:c[—] =72
—o0 0 31,

3.14 En kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion fx(x) uppfyller att

Om fx(x) = f(z) sa &r

det vill sdga ¢ = 1/72.

1= /O:O fx(x)dx.

Om fx(z) = f(x) sa &r

e} 1
12/_00fx(33)d$=/_1\/xc—_’_ldﬂi:QC[\/ﬂi—i-l 1_122\/50

det vill siga ¢ = 1/\/§ Med detta virde &ar

o Looe 1 1
P(X>0):/O fX(x)dac:/O ﬁdw:%[\/x—kl]oz%(ﬁ—l):1—%m0.2929

3.15 Den stokastiska variabeln X har férdelningsfunktion

0 forz <1
1—1/2% foraz>1.

Fx(z) = P(X < 1) :{

Vi soker medianen xq 59, den punkt sadan att

1
Fx(xo0.50) = B%
Det innebér att ) )
= =Fx(x050)=1—
2 m(%.50
vilket har 16sningarna xg.50 = —Vv2 och zg.50 = V2. Kravet zg.50 > 1 ger l6sningen xg 590 = V2.
3.16 En stokastisk variabel X med tathetsfunktion
3 .3x
) 3e omx <0
T) =
fx(@) {%e_r omx >0

har fordelningsfunktion Fx (¢t) = P (X <t) som for ¢t < 0 dr

t t t
3 3 1 1
Fx(t) = / fx(z)dx = / §e3w dx = 5 |:631 . §] = §e3t.

—00

For ¢ > 0 ar

Fx(t)

1 t 1 —t
3 [ _z(—l)]ozl—ie .

23
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0.25

En a-kvantil z, &r l6sningen till Fx(z,) = 1 — a. Eftersom Fx(0) = % Ar medianen xg50 = 0 och
To.75 < 0 och x5 > 0 varfor xg 75 bestams ur

1 1
- = Fx(x0'75) = 56_310'75 = To.75 = —gln(Q) ~ —0.2310

och xg.95 bestdms ur

3 1
1° Fx(wg25) =1~ 56_%‘25 = xp.25 = In(2) = 0.6931.

3.17 Lat X beskriva tiden fran butikens dppnande till férsta kunden kommer. D& &r

a) P(X<3)=Fx(3)=1—e %43 =1—-¢712~0.6988.
b) P(X >4)=P(X >4)=1—Fx(4) =1 — (1 — e 044) = =16 ~ 0.2019.
)PB<X<4)=PB<X<4)=Fx(d)—Fx(3)=(1-e 04— (1-e043) = e 12716~ 0.0993.
HDPHX<3IU{X>4})=P{X <3U{X>4})=1-PB< X <4)=1—(e1?—e 1)~ 0.9007.
e) Fordelningsfunktionen &r kontinuerlig sa P (X = x) = 0 {or alla x.

3.18 En stokastisk variabel X med tathetsfunktion

27¢=*" om x >0
fx(x) = {

0 omz <0
har fordelningsfunktion Fx (¢t) = P (X <t) som for ¢t > 0 dr

2 —t2

FX(t):/toofX(x)d;E:/Ot2xew2 dx:{u:$2}:At2e“du: [e*“(—l)}o =1-e

och Fx(t) =0 for t <O0.
En a-kvantil z, dr 16sningen till Fix (z4) = 1 — « vilket ger att for 0 < a < 1 &r
1:2

l—-a=1—¢e""

vilket har losningarna z, = £4/— In(«). Eftersom F'x (0) = 0 4r =, > 0 och de negativa rétterna dr inga
losningar. Alltsa, a-kvantilen ar z, = /— In(«).

Numeriska varden:

« To
0.5 0.8326
0.1 1.5174
0.01 2.1460.
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3.19 Fordelningsfunktionen for tvapunktsfordelningen med massan 1/2 i punkterna a och b dir a < b har

fordelningsfunktion:
0 daz<a
Fx(z)=P(X <2)=(31 dia<z<b
1 daax>hb.
1L
5U.\’) r
0 L I
a b

Fordelningsfunktionen Fx (x) for tvapunktsférdelningen med
massan 1/2 i punkterna a och b.

3.20 Lat X beskriva lingden av ett telefonsamtal. Givet ar att for ¢ > 0 &r
e~ = P (Samtal lingre én t) = P (X > t)
for nagon konstant A > 0. Alltsa ar fordelningsfunktionen for X:
Fx(t) =P(X <t)=1—-P(X >t)=1—eM

for £ > 0. Saledes har X tathetsfunktion

fx(t) = %Fx(t) =0—e M=) = e M,

for t > 0. Sannolikheten P (1 < X < 10) bestdms pa tva alternativa sitt:
Alternativ 1: Med A = 2/3 fas

10 10 _1710
P(1<X<10)= fx(x)de = / e M dy = {)\e_)‘zT} =e M —e 1M x0.5121.
1 1 1

Alternativ 2: Med A = 2/3 fas
P(1<X <10)=Fx(10) = Fx(1)=(1—e M — (1 —e ) = —e 10 5 0.5121.

3.21 Lat X beskriva avstandet mellan parkeringsfickans borjan och bilen. Om vi parkerar bilen pa mafa i fickan
ansétter vi modellen att X &r likformigt fordelad pa intervallet 0 till 13 — 5 = 8 meter, dvs. fx(z) =1/8
da0<z<8.

13 meter

Var bil

X meter 5 meter 8 — X meter
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En annan bil far plats om var bil star tidigt (X < 3) eller sent (X > 5) i fickan. Med siffror

3

3 8
P ({annan bil far plats}) = P({X <3} U{X > 5}) = /0 fx(z)dx —&—/5 fx(z)de = 1

3.22 Lat X beskriva livslingden for en transistor. Modell: X r exponentialférdelad med parameter A = 104,
det vill sédga for z > 0 ar

1
— e — —/10000
Fx(@) = e 10000° ’

fx(x) =0o0om x <O0.

a) Vi erhaller

6000 6000

6000
P (X < 6000) = / fx(x)dz = / de M dy = [—e ] T =1—e""0 x0.4512.
0

b) Lat Ay vara hindelsen att transistor k upphor att fungera inom 6000 timmar, k=1,2,3,4,5. Héindelsen
{minst en upphor att fungera} = A3 UAs U---UAs = (AT NASN---NA5)*

det vill siga motsatsen till att nagon upphor att fungera inom 6000 timmar &r att alla fungerar
minst 6000 timmar. Hirav far vi att

P (minst en upphér fungera inom 6000 timmar) = 1 — P (alla fungerar minst 6000 timmar)
och med hjilp av oberoendet mellan transistorerna fas
P (minst en upphor fungera inom 6000 timmar) =1 — P (A7 NA5N---NA})

= 1-P(A})P(A5)---P(A3) =1— (1 —0.4512)° =~ 0.9502.

3.23

0.8

F 0.6

Fx(

021

| | ]
0 1 2 3

T

0
Foérdelningsfunktionen Fx (x) med diskontinuitet i = 1.

a) P(X <5/3)=Fx(5/3)=3+32(53-1)=4.

b) P(X >3/2)=1-P(X<3/2)=1-Fx(3/2)=1- (% +

win
—~
[\SI[9N)
|
[
~—
~
I
Wl

) P(4/3< X <5/3)=Fx(5/3)—Fx(4/3)=(3+3(3-1)-G+3(G5-1) =42
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P(X=1) = P(X<1)-P(X<1)=Fx(l)- lim P(X<h)
= Fx(l)—hlir{l_Fx(h):Fx(l):%.

=0

3.24 Intensiteten Ax (x) for en (positiv) kontinuerlig stokastisk variabel X ges av relationen

_ Ix(@)
Ax () = #X@)

dir fx(x) #r tdthetsfunktionen och Fx(z) dr fordelningsfunktionen for den stokastiska variabeln. Fran
férdelningsfunktionen

1
F =1-—
X(x) (1 + I)C
bestams tathetsfunktionen J
c
pu— —F = —_——
fX(x) dr X(x) (1_~_$)c+1
vilket ger intensiteten
¢/(1+ z)ett ¢
(o) = OB

1/(1+x) 1+
for x > 0.

3.25 Overlevnadsfunktionen R(t) = P (X > t) bestdms ur intensiteten Ax(z) for en (positiv) kontinuerlig
stokastisk variabel genom relationen

R(1) :eXp{—/Ot Ax(2) da:}.

t t
/)\X(a:)da::/ o de =[], =t — 1
0 0

Har dr for ¢ > 0

sa
R(t) = exp{1 — &'}
och foérdelningsfunktionen blir
Fx() =P(X<t)=1-P(X>t)=1-R(t)=1—e'"

for t > 0.
3.26 Den diskreta stokastiska variabeln X &r likformigt fordelad 6ver de mojliga virdena Sx = {1,2,...,6}.

For funktionen y(x) = 2z giller att

1 2 3 4 5 6

y(z): 2 4 6 8 10 12

sa den stokastiska variabeln ¥ = y(X) har mojliga véirden givna av Sy = {2,4,6,8,10, 12} dir

PY=2 = P(X=1)=1 P(Y=8) = P(X=4)=1
P(Y=4) = P(X=2)—1 P(Y=10) = P(X=5)—1
P(Y=6) = P(X=3)=1 P(Y=12) = P(X=6)=1,
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3.27 Den diskreta stokastiska variabeln X &r likformigt fordelad éver de méjliga virdena Sy = {0,1,2,...,9}.

For funktionen y(x) = |x — 3] géller att

T 01 2 3 4 5 6 7 8 9
y): 3 2 1 01 2 3 4 5 6
sa den stokastiska variabeln ¥ = y(X) har mojliga véirden givna av Sy = {0,1,...,6} dér
PY=0) = P(X=3)=4% , P(Y=4) = P(X:7):$
P(Yy=1 = P(X=2+P(X 4):@ P(Y =5) = P(X:g):¥
PY=2) = P(X=1)+P(X 5):@ PY=6) = P(X=9)=%
P(Y=3) = P(X=0)+P(X=6)==2

3.28 Lat X vara likformigt fordelad pa intervallet [—1,1], det vill séiga

1
fX(x):§ —1<z<1

och fx(z) =0 for 6vrigt. Da har X fordelningsfunktion

¢ 0 omt< —1
FX(t):P(XSt)z/ fx(@)de =<8 om-1<t<1
oo )
[0,1

omt>1.

2
Med Y = (X +1)/2 sa ges de mojliga virdena pa Y av Sy = Joch for ¢t € Sy har YV fordelningsfunktion

X +1 2% —1)+1

§t>=P(X§2t—1):FX(2t—1):( g

Fy(t):p(ygt)zp( =t

det vill séiga fy(t) =1 for 0 <¢ <1 ochY é&r likformigt f6rdelad pa intervallet [0, 1].

3.29 Lat X vara en positiv kontinuerlig stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(x) och férdelningsfunktion
Fx(xz). Med Y = 1/X sa éir Y en positiv stokastisk variabel med fordelningsfunktion

Fy(x)=P(Y<m):P(%<x>:P(X>§):1_p(X<§):1_FX(§)

for x > 0. Derivering ger med kedjeregeln

d 1 -1 1 1
o) = v = —ax (3) 57 = e (5)
Med given téthet fx(z) erhalles
1 1 2 1 2
MO = s e ~r Tva 0@

det vill sdiga X och Y har samma fordelning (&r likaférdelade).

3.30 Lat X beskriva den tid som fru Svensson parkerar. Enligt modellen &r X likformigt férdelad pa intervallet
[20,60], det vill sidga

1
fx(x) = 0 20 < z < 60.

Med Y som den avgift fru Svensson betalar i parkeringsavgift ges de mojliga virdena pa Y av Sy =
{14, 16, 18}. Vidare sa dr

30 30
py(14) = PA5<X<30)= [ fx@de= [ fx(z)ds=1.
15 20 4
45 3
py(16) = PEOSX<15)= [ fx(r)dr=>
py(18) = P45< X <60)= fx(x)d$:§.
45
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3.31 Lat X vara exponentialférdelad, det vill siga X har téithetsfunktion
fx(@) =X, x>0

for nagon konstant A > 0. Lat Y = |X| vara heltalsdelen av X. De mojliga viirdena pa Y ges av
Sy ={0,1,2,3,...} och for k € Sy &r

k+1
k

k+1 k+1
P(Y=k) = Pk<X<k+1)= / fx(z)dx :/ Ae M dy = [—e ]
k k
N PO (S DIV [1 . e*’\} _ pk(l —p)

diir p = e~ . Alltsd &r | X | geometriskt fordelad med parameter e~ .

3.32 Lat X beskriva positionen for en jordbdvnings epicentrum i forkastningssprickan. Enligt modellen dr X
likformigt fordelad pa intervallet [—a, a], det vill séiga

fx(x) =

2 —a<zx<a.
a

Med Y som avstandet mellan damm och epicentrum fas med Pythagoras sats
Y =VvX2+d2
De mojliga virdena pa Y dr Sy = [d, vVa? + d?]. For ett t € Sy s dr

Fy(t) = P(Y <t) :P(\/X2+d2 gt) —P(X2<2—d?) :P(|X| <Ve —d2)
P (—\/tQ <X < VP —dQ) - /m fe@)yde = YEZ

/12432 4

Tathetsfunktionen fas genom derivering

d d | Vit2—d? t o
= — = — = O < < 2 2.
fy(t) thy(t) dat [ a ‘| u tQ — dQ, for d =~ t ~ a“ + d

4.1 Sannolikhetsfunktionen for (X,Y") ges av tabellen

pxyUh) 35— ()
0.11 0.09 0.07 0.01 0.28
0.07 0.12 0.12 0.02 0.33
0.02 0.05 0.17 0.05 0.29
0.00 0.02 0.04 0.02 0.08
0.00 0.00 0.01 0.01 0.02

<
=W N = O

py(k) 020 0.28 041 0.11

ddr marginalfdrdelningarna px (j) och py (k) bestdmts ur

px() =D, pxy(.k)  pr(k)= >, pxy(k).

k:(j,k)ESx,y J:(4,k)ESX, Yy

a) Ur den simultana férdelningen far man att

1 3
PX<LY<3)= >  pxy(@k)=> > pxy(ik)=11+.09+.07+ .07+ .12 + .12 = 0.58.



b) En familj &r trangbodd om (X + 2)/Y > 2 och

4 3/2
P(X+2>2Y) = Y pxy(G k) =3 pxv(ik)
(4,k)ESx,y: Jj=0k=1

(j4+2)>2k
= pxy(L,1)+pxyv(2,1)+pxyv(3,1)+pxyv(3,2) +pxy(4,1) +pxyv(4,2) =0.11

a) Med oberoendet mellan X och Y erhalls

P(X=3Y=6)=P(X=3)P(Y =6)=px(3)py(6) = 0.20-0.30 = 0.06.

b) Vidare, med oberoendet sa ér P (X <3,Y <6) =P (X <3)P (Y <6) dir
P(X<3)=P(X=1)+P(X=3)=0.10+0.20=0.30

och
PY<6)=P(Y=2)+P(Y=4)+P(Y =6)=0.10+0.20+ 0.30 = 0.60.

Salunda,
P(X<3Y<6)=P(X<3)P(Y <6)=0.30-0.60=0.18.

4.3 For en tvadimensionell stokastisk variabel (X,Y") giller att

oo _1 oo
L = / / fXYnydyde_/ / E-e’”ﬁydydxz/ E{ery—Q] dx
x 1 €T x o
—c
d =
/1 z a? [2952]1 2’

det vill sdga ¢ = 2.

4.4 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y") har tathetsfunktion

1
72(1+22)(1 +y2)’

fxy(z,y) =

Man bestdammer Fx y(s,t) = P(X <s,Y <t)u

Fxy(s,t) = / / fxy(z,y) dydx—/ / +x2 =D dydzx

1 1 .
= dydx = tan~! d
7-(2‘/_0014_3:2‘/_001_'_2/2 yax 7'('2 _001+$2[an (y)}_oogv

_ L r 1 -1 0 _tan'(t) +7/2 [° 1
B P/_0014—3:2 [tan (t)+§}d$_ 2 /_001+x2dx
tan”!(t) + /2 [tan~1(2)]* _ = (tan=1(s) + 7/2)(tan~1(¢) +7r/2).

7T2 —o00 7T2

Ur Fx y(z,y) kan de marginella fordelningsfunktionerna bestdmmas

tan~!(x) —|—7T/2.

Fx(z)=P(X <z)=P(X <zY <o0)=Fxy(z,00) = -
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P4 samma siitt erhalls Fy (y) = P (Y < y) = P(X <00,V <y) = Fx.y(c0,y) = 2 W2 Doriveras
de marginella fordelningsfunktionerna erhalls de marginella téthetsfunktionerna:

d d tan™1(z) + /2 1
= —F = — =

dx x(@) dx T m(1 + 22?)
och fy(y) = m Notera att fxy(z,y) = fx(x)fy(y) for alla (z,y) varfor de stokastiska variablerna
X och Y ar oberoende.

fx(x)

4.5 Ur tabellen har man att
P(Y=k)=P(X=j,Y =ki) + P(X = jo,Y = ki) + P(X = j3,Y = ky) = .03+ .04 + .03 = 0.10.
Med oberoendet fas P (X =4, Y =k1) =P (X =j) P (Y = k1), j = j1,J2,J3, vilket ger
P(X =j,Y =k) _0.03

(X =71) P(Y =ky) 010 ~ 03
, P(X=j,Y=k) 004
P(X =7 = = =04
(X = jz2) P(Y = ki) 0.10 ~ 040
. P(X=js,Y=Fk) 003
P(X =j3) = Py —k) 010~ 0.30.

Pa samma sitt ar
P(X=j,Y=k) 015

P(Y =ky) = PIX =) = 030 = 050

och slutligen
P(Y=ks)=1-P(Y #ks)=1—(P(Y =ky)+ P (Y =k)) =1—0.10 — 0.50 = 0.40.

Ur marginalférdelningarna bestdms P (X = j,Y =k) =P (X =j)P(Y =k):
ki ko kg
j110.03 0.15 0.12

jo | 0.04 0.20 0.16
j3 1 0.03 015 0.12

4.6

0 >
0 10 =
Paret av vintetider (X,Y") for de tva bussarna &r likformigt
fordelat over rektangeln [0, 10] x [0, 8].
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Da X har fx(x) =1/10 f6r 0 <2z <10 och Y har fy(y) =1/8 fér 0 <y < 8 och X och Y &r oberoende

sa Ar L1 )
fxy(zy) = fx(2)- fr(y) = 108 %0
for (x,y) € [0,10] x [0, §].
Alternativ 1: Enligt definitionen
10
P(X+Y >16) = // nyxydydx—/ / fxv(z,y) dyde
16—z

(z,y):x+y>16

10 10 9 10
r—8 1 |z 1
—dydz—/ —dm:—[——Sx} = —.
/ /16 - 3 80 80 | 2 s 40

Alternativ 2: Ur figuren. Under likformig férdelning att fa ett utfall i det omarkerade omradet, x +y >
16, ges som forhallandet mellan areorna. Rektangeln har area 10 - 8 = 80. Triangeln med hérn i
(10,6), (10,8) och (8,8) har area 2 -2/2 = 2. Sannolikheten #r alltsa

2
P(X+Y >16)= & = 5.

4.7 Da X har fx(z) =1/4for 0 <z <4 ochY har fy(y) =1/6 for 0 <y <6 och X och Y &r oberoende sa
ar
fxy(@y) = fx(x) - fr(y) =
for (z,y) € [0,4] x [0,6]. Bestdm P (X <Y).

Alternativ 1: Enligt definitionen

P(X<Y) = //fxya:ydydx—//nya:ydydx—//—dydz

<y
4 2
6—2x 1 T 2
= —d = — —_ = —.
/0 YY) [695 2}0 3

Alternativ 2: Ur figuren. Under likformig fordelning att fa ett utfall i det markerade omradet ges som
forhallandet mellan areorna. Rektangeln har area 4 - 6 = 24. Triangeln med hérn i (0,0), (4,4) och
(4,0) har area 4 - 4/2 = 8. Sannolikheten &r alltsa

PX<Y)="1T"=12

4.8
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13%

120(

1300

Paret av tider (X,Y) d& de tva personerna kommer till
motesplatsen dr likformigt fordelat Over kvadraten med
sidlangd 1 timme = 60 minuter.

Med enheten timmar, dr fx(z) =1,0 <z <1, fy(y) =1, 0 <y <1, och med oberoendet fx y(z,y) =
Fxle)fyly) =1-1=1for (z,) € [0,1] x [0, 1]

De tva personerna mots om |X — Y| < 1/3 timme. Under likformig fordelning att fa ett utfall i det
markerade omradet ges som forhallandet mellan areorna. Kvadraten har area 1 -1 = 1. Trianglarna med

kateter av lingd 40 minuter = 2/3 timme har vardera area 2 - 2/2 = 2. Alltsd &r

1 2 5
PlXx-V|<i)=1-2.2-2
<| |<3) 99

4.9 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y") har simultan téthet

(2y + c)e= (V)

fX7Y(x7y) = 1+C

for x >0,y > 0.

a) Marginalférdelningarna bestdms ur

fx(@) = /,Oofxy(x,y)dy:/o 1+c(xy+6)e’(”y)dy: 1+ceiw/0 (xy +c)e™ dy
B 1—|—Ce <[(xy+c)e y(_l)]o +/0 e ydy) B 1—|—Ce (C—i—\[xe y(_l)]O)
- c+a:e_r
e+l
Oo > 1 _ ct+y _
_ dr = (E+Y) g = Y.
fr(y) /_Oofxy(x,y) x /0 1+C(xy+c)e T=——e
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b) Dac=0 &r
fx(@) - frly) =z ye ¥ =ay-e ") = fyy(2,y)

for x > 0 och y > 0. Alltsa &r fx(x)fyv(y) = fx,v(x,y) for alla  och y s& X och Y dr oberoende.
Om c#0saér fx(z)fy(y) # fx,y(x,y), det vill siga X och Y &r ej oberoende.

4.10 For x > 0 och y > 0 ar den simultana téithetsfunktionen

2
fX,Y(%y) = m

Nu ar
) oo 2 1 y=ee 1
@ = [ = | gt = [—WL_O TR

Av symmetriskil maste X och Y ha samma fordelning sd fy(y) = 1/(1 + y)? for y > 0. Notera att
fxy(z,y) # fx(z)fy(y) sa de stokastiska variablerna X och Y &r beroende.

b) Den simultana férdelningsfunktionen fas for s > 0, ¢ > 0 som

t

s t s t 2 s 1
) dady = _°  dedy= |——— | 4
/,oo/,oofX’Y(x y) do dy /0/0 Aratyr /0 { (1+$+y)2}0 Y
1

_ / I 1 dy:[_ L1 }
o I+y)? (A+t+y)? I+y 1+t+yl,
1 1 1

l+t+s 1+t 1+s

FX7Y(87t)

De marginella fordelningsfunktionerna fas som griansvirden

1
Fx(x) = FX7y($,OO):].—1+x

1
Fy(y) = FX,Y(OQ?J):l—m-

Ett sitt att visa att Fx y(z,y) > Fx(z)Fy (y) (vilket visar att X och Y &r beroende) #r foljande:

1 1 1 1 1
Fxy(z,y) = Fx(@)Fy(y) = [1- 1+z 1+y+ 1+x+y} a (1_ 1+:v) (l_m)
1 1 1 1
l+z+y (Q+z)(1+y) l4+z+y l+z+y+ay

eftersom xy > 0 da > 0 och y > 0.

4.11 Fran den simultana tathetsfunktionen

l+z+y+ nyef(awry)’

yY) = >0,y>0,
fxy(z,y) c13 =0y
bestdms marginalférdelningen med hjélp av partiell integration
o *l1+x+y+cry _ l+x+y+cry _ >
= dy = eI Pty gy = |2 TS T T (e ty) (g
fx(x) [wa,Y(%y) Yy /o 13 e Yy 13 e (1) .

®14+cx —(o+y) 1+x _ l+er (ot 14z _ 1+cx _
+/0 ct+3° i S e R ) e S e o
24+ (c+ Dz _,
—— e 7

c+3
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Av symmetriskil har X och Y samma fordelning sa

24 (c+l)y _

fr(y) cr3 °© v

och de stokastiska variablerna &r oberoende om fx y(x,y) = fx(x)fy (y). Hogerledet kan skrivas

24+ (c+ Dz _, 2+ (c+1)y A2+ Dz +2(c+ )y +(c+ 1)2xyef(w+y)

-y

ctr3 c+3 (c+3)2
Identifiering av koefficienter ger att for oberoende sa skall
4 B 1
(c+3)?2  c¢+3
20c+1) 1
(c+3)2  c¢+3
(c+1)2 c
(c+3)?2  ¢+3

vilket har 16sningen ¢ = 1.

4.12 Lat X beskriva tiden tills person A far napp och Y tiden tills B far napp. Modell: X och Y &r oberoende
och exponentialférdelade med parametrar a resp. b. Da X har fx(x) = ae™® {6r x > 0 och Y har
fy(y) = be™" for y > 0 och X och Y ir oberoende sa &r

fxy(z,y) = fx(@) - fy(y) = ae”*be™

for (z,y) € [0,00) X [0,00). A vinner om A far napp forst, det vill sdiga om X < Y. Sa P (A vinner) =
P (X <Y) och enligt definitionen

<y

/ ae”%p [e7V = dx :/ ae"eb gy — q |e(@tD)® - .
0 b |, 0 a+b], a+b

Om a = 2b #r sannolikheten 2b/(2b + b) = 2/3.

P(X<Y) = / fxv(z,y)dyde :/ / fxv(z,y)dydx :/ / ae”he ™ dydx
0 T 0 x

4.13 Takttagelsen att bollen nuddar nétet om bollens centrum &r nirmre &n avstandet r fran en trad, ger att
sannolikheten for att inte nudda n#t kan skrivas som en kvot mellan triffyta pa avstand r fran trad och
hela traffytan.

a) Den totala triffytan har arean a-a = a?, medan ytan pa avstand 7 fran traden #r (a — 2r)2. Alltsa,

P ({ej nudda niit}) = (""a#)z - (1 - 22)2.

b) En hexagon med sidlingd a kan delas in i 12 trianglar enligt figuren. Triangelns hjd ér (m.h.a.
Pythagoras) v/3a/2 sa triffytan blir v/3a?/8. Ytan pa avstand storre #n r fran triangelns bas &r

(bas) - (hojd) - § = (a/2 — 2)(V3a/2 1)}

sa sannolikheten blir

P ({cf nudda nit}) = 12" WV3e/27 )5 _ <1 2r )2.

V/3a2/8  V3a

(Om man inser att areorna #r proportionerliga mot kvadraterna pa hypotenusorna far man direkt
kvoten (a — 2r/v/3)%/a?.)
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t*s

4.14 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y) har mojliga varden Sxy = {(z,y) 1z =1,2,...,y =
1,2,...,x #y}.

Hindelsen (X,Y) = (z,y) dir y < x betyder att de y — 1 forsta kasten gav 3:or eller mer, vid kast y
erholls en 2:a, under kast y + 1,...,2 — 1 erholls 2:or eller mer och under kast x en 1:a. Pa grund av
oberoende kast har sekvensen sannolikhet

4 4

1 )
6 66 6 6
—— ——
y—1 st z—1—y st

Om z < y har motsvarande sekvens sannolikhet

z—1 st y—1—z St
Alltsa kan den simultana sannolikhetsfunktionen skrivas

4min(z,y)—1 . 5max(z,y)—1—min(z,y) 1 (4) min(z,y) <5) max(z,y)

pX’y(CC,y) = gmax(z,y) - 2_0

for positiva heltal = och y sadana att = # y.

Den simultana fordelningen for (X,Y), for tydlighets skull
ritad som lador istéllet for stolpar.
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4.15 Med Z; = max(X,Y) dir X och Y &r oberoende sa ér
Fz (t)=P((Z4 <t)=P(max(X,Y)<t) =P (X <t,Y <t)=P(X <t)P(Y <t) = Fx(t)Fy(t).
Om X och Y har samma fordelning sa ar
Fz,(t) = Fx(t)Fy (t) = Fx(t)*.

Hér dr X (och Y) likformigt fordelade pa intervallet [0, a] sa for 0 < ¢ < a &r

t tq "
Fe(®) :/_Oofx(a:)da::/o =+
och Fz, (t) = Z—z
Pa liknande sétt far man att med Z_ = min(X,Y’) ddr X och Y &r oberoende sa ér
Fy (t) = P(Z_<t)=1-P(Z_>t)=1-Pmin(X,Y)>t)=1-P(X >t,Y > 1)

= 1-P(X>)P(Y >t)=1-(1-P(X <t))1-P(Y <t)
1= (1 - Fx()(1 - Fy (1)).

Om X och Y har samma fordelning sa ar
Fz, () =1-(1-Fx(t))1 - Fy(t)=1-(1-Fx(t)*

Har erhalls for 0 < ¢ < a att

2
t (a—t)? (2a—1t)t
F, ()y=1-(1—-) =1-— = .
2-(1) ( a) a? a?
4.16 De oberoende stokastiska variablerna X1, ..., X, har tithetsfunktionerna

fx, (@) =XNe ™% >0
med parametrar \; > 0,..., A\, > 0.

Lat Z = min(Xy,...,X,,). Losningen till problemet bygger pa iakttagelsen att om min(Xy,..., X,) > ¢
sa ar alla Xq,...,X, storre adn t. Alltsa,

Fz(t) = P(Z<t)=1-P(Z>t)=1-P(min(X,...,X,) > t)
= 1-P(X1>t,...,X, >t)={oberoende} =1—- P (X; >t)--- P (X, > 1)
L= (1= P(Xy 1)+ (1- P(Xa <0) = 1~ (1- Fx, (1) (1 - Fx, (1))

For en exponentialférdelad stokastisk variabel ar fordelningsfunktionen fér ¢t > 0

t t
Fx,(t) = / fx,(t)dx = / e N dp = [(—1)67)\190}3 =1—e Nt
—00 0
Alltsa &r
Fz(t)=1—(1—Fx, () (1—Fx,(t)) =1—eMt...e7tt =1 oM
didr A =>""_ | \;, den totala intensiteten. Salunda &r

fz(t) = %Fz(t) =Xe M t>0,

det vill sdiga Z = min(X;y,...,X,,) dr exponentialfordelad.
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4.17 Med X1,...,X, som de oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler som beskriver lampornas

brinntider ges belysningens brinntid av Y = min(X3,..., X,,). Samma lésning som i uppgift 4.16 ger att
n

Y #r exponentialfsrdelad med intensitet Ay = > | Ax, = D ; A = n), det vill siga

fz(t) = Aye ™ = phe ™M = 20072 ¢ > 0.

4.18 En stokastisk variabel X med tathetsfunktion

125 —x
fx(x) 50 95 <z <125,
har fordelningsfunktion for ¢ € [95, 125]
t t 27t 2
125 —x 250x — x 250t — t* — 14725
Fx(t)=P(X <t)= dr = dp = | =222~ | — .
x() =P <) /_OOfX(x) v /95 50 7 [ 900 ]95 900
Med n = 8 lopare, vars tider X1, ..., X, beskrivs av oberoende stokastiska variabler, &r tiden da den
sista kommer i mal
Z =max(Xy,...,Xn)

och tiden da den forsta kommer i mal Y = min(Xy, ..., X,).
Med Z enligt ovan sa har Z férdelningsfunktion

Fz(t) = P(Z<t)=P(max(Xy,...,X,)<t)=P(X; <t,..., X, <t)={oberoende}

= PX;<t)---P(X, <t)=Fx,(t)---Fx,(t).

Pa samma sétt har Y fordelningsfunktion
Fy(t) = PY<t)=1-P(Y >t)=1-P(min(Xy,...,X,) > 1)

= 1-P(X1>t,...,X, >t)={oberoende} =1—- P (X; >t)--- P (X, > 1)
C 1 (- P(X <8 (- P(Xn<1) = 1— (1 Fx, (1))~ (1— Fx, ().

Nu dr héndelsen {alla i mal efter 100 minuter} = {Z < 100} sa den s6kta sannolikheten &r

8
11
P (Z <100) = Fz(100) = Fx, (100) - -- Fx, (100) = [Fx(100)]® = <%> ~7.60-107°.
Pa liknande sétt dr héndelsen {ingen i mal efter 100 minuter} = {Y > 100} sa den sokta sannolikheten
ar

8
P (Y >100) =1 — Fy(100) = (1 — Fx, (100)) - -- (1 — Fx, (100)) = (1 — Fx(100))® = (%) ~ 0.0541.

4.19 Om X och Y &r stokastiska variabler med méjliga virden Sx = {0, 1, 2} respektive Sy = {0, 1,2} sa ges
de mojliga virdena pa Z av Sz = {0,1,2,3,4}.
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For dessa viarden har vi att

ps(0) = P(Z=0)=P(X+Y =0)= P (X 0):P(X:0)P(Y:O):%

ps(1) = P(Z=1)=P(X+Y =1)=P({X =0,Y =1} U{X = 1,Y = 0})
- P(X=0P(Y=1)+P(X=1)P( :) 118+é:38—6

p2(2) = P(Z=2)=P(X+Y=2=P({X=0Y=2}U{X=1,Y=1}U{X=2Y =0})
— P(X=0)P(Y =2+ P(X=D)P(Y =1)+P(X =2)P(Y = 0) = :1;2

pz(8) = P(Z=3)=P(X+Y=3)=P{X=1Y=2}U{X=2Y=1})
- P(X=1)P(Y=2+P(X=2)P(Y =1)= 386

pr(4) = P(Z:4):P(X+Y:4):P(X:2,Y:2):P(X:Q)P(Y:2):%.

04

L] |

0 1 2 3
k

Sannolikhetsfunktionen pz(k) for Z = X + Y.

S

4.20 Lat X och Y vara oberoende och geometriskt férdelade med parameter p, det vill sdga

px(k) =py(k) = (1—p)*p, k=0,1,2,...
Da ges de mojliga virdenapa Z = X +Y av Sz = {0,1,2,...} dér for n € Sz &r

pz(n) = P(Z=n)=P(X+Y =n)= <U{X—kY—n—k}>

= Y PX=KPY=n-k)=> 1-pfp-(1-p)"Fp=(n+1)1-p)"p°

k k=0

0.00
0.08 F °
0.07F
0.06 |

0051

-~

T

£0.04¢
0.03 F

0.02 -

0 5 10 15

Sannolikhetsfunktionen fér X + Y diir X och Y i#r oberoende
Geo(0.2)-fordelade stokastiska variabler.
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4.21 Lat p vara sannolikheten att spelare A vinner en spelomgang

Om X beskriver antalet spelomgangar som spelare A vinner av n = 5 oberoende spelomgangar ges mojliga
virden pa X av Sx = {0,1,...,5}. Att héndelsen {X = k} intréiffar betyder att man sett en sekvens
av n spelomgangar varav k vanns av spelare A, och om vi antar att i varje spelomgang vinner nagon av
spelarna, sa vanns n — k spelomgangar av spelare B. En sekvens av £k A ochn — k B

AAA..-ABB---B
—_—

E st n—k st

har sannolikhet p¥(1 — p)"~*. Vi har (}) sddana sekvenser sa

for k=0,1,...,n.

Om A och B har samma vinstsannolikhet, det vill sigap=1—p =1/2 sa ér

P == (F)aatan = (})
for k=0,1,...,n.
Med Y som antalet spelomgangar som spelare B vinner &rY =n—XochZ =X-Y = X—-(n—X) =2X -

n, det vill siga mojliga virden pd Z = X —Y gesav Sy = {-n,—n+2,...,n—2,n} ={-5,-3,-1,1,3,5}
och for k € Sz ar

k+n n .
pz(k):P(Z:k):P(2X—n:k):P<X: . ) - (H_n>2 .
2
¢) Den sokta skillnaden &r |Z| déar de méjliga vérdena ér S|z = {1,3,5} och for k € S|z ar

2

P(Z|=k) = P(Z=k+P(Z=—k) = (é>2”+%ﬁ2”:2<£n>2”: (&)24.

:((nﬁc)/z)

4.22 De stokastiska variablerna X och Y ir oberoende och likformigt fordelade pa talen {1,2,...,n}.

Da ges de mojliga virdena pa X —Y av Sx_y ={-n+1,-n+2,...,n—2,n— 1} och fér | X — Y| &r
motsvarande S|x_y| = {0,1,...,n —2,n—1}. Fér k > 0 ur denna méngd &r

P(X-Y|=k) = P(X-Y=k)+P(X-Y=-k=P(X-Y=k+P(Y—-X=k)
2P (X —Y =k)

eftersom X och Y har samma férdelning. For & = 0 sa &r

P(|X—Y|:0):P(X:Y):P<U{X:i,Y:i}>:ZP(X:i)P(Y:i):Z%-%:%.

Fork=1,2,...,n—1ér

P(X-Y=k=) PX=i,Y=i-k)=Y P(X=i)P(Y=i—k)= i %%: .
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sa
1 omk =0
Pixivi(k) = 2K omk=1,2,...,n—1
0 for ovrigt.

4.23 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med tétheter

fx(z) =2e72"  fy(x) =3¢
for x >0,y > 0.
Summan X + Y har méjliga véirden [0, c0) och for z > 0 &r

/Oo fxy(u,z—u)du= /z Ix(u)fy(z —u)du = /z 267 2U3e3(571) gy

6e*3‘z/ e du = 6e~ % [e¥]5 = 6e % [e” — 1].
0

fxiv(z) =

1 1
2 2.5 3

1
1 1.5

0 0.5

Téathetsfunktionen for X +Y diir X och Y ir oberoende och
exponentialférdelade med olika intensiteter.

4.24 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med tétheter

1 1
fx(@) =~ (Cauchy)  fy(y) = 5 (Likformig)
for —co<x <oooch -1 <y<1.
De mojliga viirdena pa X +Y ges av Sxyy = (—00,00) och
1
1 1 1
- =du

[xyv(z) =

/_ZfX,Y(Z—Uvu)dUZ/_tfx(z—u)fY(U)du:/_l;m 5

o [tan~ (= )], = o= [ran™ (=4 1) — tan ™ (= — 1)]
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0.25

0.2

0.15

fx4v(z)

0.05

0
-10 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10

Téathetsfunktionen for X +Y dér X och Y ir oberoende och X
dr Cauchyfordelad och Y &r likformigt fordelad pa intervallet
(_17 1)

4.25 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med téitheter
fx(z) = e ® (Exponential) fy (y) = 1 (Likformig)

for x > 0 och 0 < y < 1. De mojliga virdena pa X +Y ges av Sxyy = [0,00) och

00 min(1,z)
Fxay () = / Fxw (2 — ) du = / Fx(z — ) iy () du

Om z > 1 sa ér )
Friy(2) = / e Tdu— e )} = [e— 1] e,
0

annars for 0 < z <1 &r
z
fxyy(2) = /0 e T ddu=e "l =1—¢ %
Dessa tva uttryck kan sammantaget skrivas som

Fxiv(z) = [eminw . 1} e .

4.26 Taget ankommer stationen X minuter efter 12:00 och ldmnar stationen X + Y minuter efter 12:00, dock
tidigast 12:07.

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler ddr X &r likformigt fordelad pa [—2, 3] och Y &r
likformigt fordelad pa [3, 5], det vill séiga X och Y har tétheter

fx(x)=é, —2<z<3 fy(y)=%,3<y<5. = fX,y(ﬂC,y)ZfX(x)fy(y):%.

Om X +Y < 7 kommer taget att avga i tid klockan 12:07, det vill sdga forseningen Z kan skrivas
Z =max(X +Y —7,0). Mojliga virden pa Z ges av intervallet Sz = [0, 1]. For 0 < z < 1 sa uppfyller
forseningen Z

3 5
1
P(Z>2z) = PX4+Y-7>z2= // fX7y(x,y)dydm:/ / — dydx
242 Jz4T—x 10
(z,y)iz+y>z+7
3 2 3 2
x—(z+2) 1 [x } (1—2)
————dr=—|=+(z+2)z =
/Z+2 10 10 | 2 s 20
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sa

0 om z <0
Fz(z)=1—-P(Z>2z)= 1—% om0<z<1
1 om z > 1.

1
19/20F

Fz(2)

0 ! I I I 1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Fordelningsfunktionen for forseningen Z. Notera att det-
ta ar en blandférdelning med en diskret komponent,
fordelningsfunktionen gor ett sprang i z = 0 motsvarande
P (Z =0), och en kontinuerliga komponent dér Fz(z) véxer
kontinuerligt.

4.27 Lat X och Y vara oberoende och Poissonférdelade med parametrar 4 respektive pp. Eftersom X > 0
och Y > 0 sa dr de mojliga virdena pa Y, betingat att X +Y =mn, 0,1,...,n. For k = 0,1,...,n ar
enligt definitionen av betingad sannolikhet och oberoende stokastiska variabler

PY=kX+Y=n) PY=kX=n—-k) PY=kKPX=n—-k)

P(Y =kl X+Y =n) = PX+Y=n  PX+Y=n P(X+Y =n)

Fordelningen for X + Y fas med hjalp Binomialteoremet

P(X+Y =n)

P(U{X:laY:n—k}) =Y P(X =kY =n—k) = {oberoende}

k k

= X:P(X:k:)P(Y:n—k:):zn:@e_”-L_ke_“A
- = ! (n—k)!

1 —~  nl n_ (pa+pp)" pu"
— = o~ (patps) " L kyn—k_ \PATPB) —(patps) _ P —p
T : ];)k!(n—k)!“f‘“f* - ¢ e

=(pa+tps)™

det vill sdga X 4+ Y &r Poissonfordelad med parameter = g + pup. Vidare sa dr enligt definitionen av
betingad sannolikhet

k _ p‘nfk _ _
e e Mt nl phu "
Me*(NA‘fNB) k'(n—k)' (,LLA—l—,uB)"

n:
n

- ()G ) = (ra-r

det vill sdiga den betingade fordelningen for YV, givet X + Y = n, dr Bin(n,p),ddr p = up/(1na + 15).

P(Y=KX+Y=n) =

4.28 En partikel registereras med sannolikhet p oberoende av tidigare partiklar. Med X som antalet utséndrade
partiklar, X &r Poissonfordelad med parameter u, sa uppfyller antalet registrerade partiklar Y

P(Y =X =n) = <Z)p<1 —pnk,
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det vill sdga Y &r, betingad X = n, Binomialfordelad.

Med lagen om total sannolikhet fas

P(Y =k = ZP(Y:k|X:n)P(X:n)=Z(Z pr(L—p)n* %e*“
” n=k '

_ 1 n— K 1- .
—en(1-p)

k k
— (HIZ) e Het(1-p) — (“IZ) e HP,

det vill sdga Y &r Poissonfordelad med parameter up.

4.29 Marginalfordelningarna bestdms for x > 0

[x () 2/_ fX,Y(ar,y)dyZ/ e Vdy = [—e_y];o =e 7,

det vill sdga exponentialférdelad med intensitet 1, och

0o y
fet) = [ frrtegydo= [Te s =y
—0o0 0
(en Gammafordelning).
Den betingade tédtheten for Y, givet X =z, ges for 0 <z < y av

-y
Frix—s(y) = %&y) S e,

¢) Den betingade téitheten f6r Y — z, givet X = x, ges for y > 0 av

T+ —(y+z) B
fowIX:w(y) = fX’Yf(j(;) ) = ‘ P =e7Y,

det vill sdga Y — x &r exponentialférdelad, givet X = z. Salunda,

fr-x(y) = /_oo Iy -x1x=2(y) fx (x) dz = /oo e Vfx(x)dr =e? /OOO fx(x)dx =e7Y

0

skillnaden Y — X &r exponentialférdelad med parameter 1.

Lat X7 och X, vara oberoende och exponentialfordelade med parameter 1. Lat X = X; och Y = X7+ Xo.

Da &r den simultana fordelningen for 0 < z <y

fX,Y(xvy) = fX17X1+X2 (mvy) = fX1,X2 (a:,y—x) = {Oberoende} = fX1 (x)fXQ (y—a:) = e—ze—(y—x) =e V.

pa X &r Sx =[0,1] och
fx(x)=2(1—-x) 0<z<1.
Lat A vara hindelsen att en pa mafa vald apparat haller garantitiden ut. Da &r

P (4)

— 00

Il
Ll \
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P(A|X:z)fx(x)dx:/0 (1—3:)-2(1—3:)dx:2/0 (1—x)2dm=2{7

4.30 Lat X vara (den stokastiska) sannolikheten att apparaten gar sénder under garantitiden. Mgjliga véirden



5.1 Lotterna i lotteriet fordelas enligt

vinstbelopp (k kr) | 0 5 20 100
antal lotter 964 30 3 1
P(X =k) 0.964 0.030 0.005 0.001

Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De mojliga virdena pa X #r Sx = {0, 5, 20, 100}.
Det forvantade vinstbeloppet &r

E(X) = > kP(X=k)
k
= 0-P(X=0)+5-P(X=5)420-P (X =20)+100- P (X = 100)
= 0.35.

Variansen kan beriknas pa tva sétt:

Alternativ 1: Ur definitionen
V(X) = E(X-E(X))?) =) (k—035°P(X =k)
k
= (0-0.35)% P(X=0)4(5-0.35)% - P(X =5) + (20 — 0.35)? - P (X = 20)
+ (100 — 0.35)% - P (X = 100)

= 12.628.

Alternativ 2: Via
E(X?) = Y KP(X=k)
k
= 02-P(X=0)+5%P(X =5)+20%- P(X =20) +100?- P (X = 100)
12.75
och sedan

V(X)=FE(X? - (FE(X))*=12.75— 0.35" = 12.628.

Standardavvikelsen fas till D (X) = /V (X) = 3.5535.

Nettovinsten Y ges av
Y =X —0.50.

Vintevirdet och variansen for Y kan bestdmmas pa tre sétt.

Alternativ 1: Ur fordelningen for nettovinsten Y. De mdjliga virdena dr {—0.5, 4.5, 19.5, 99.5} med
sannolikheter 0.964, 0.030, 0.005, 0.001 respektive.

E(Y) = Y kP(Y =k)
k

(—0.5)-P(Y =—05)+45-P(Y =4.5)+19.5- P (Y = 19.5)
+99.5- P (Y =99.5) = —0.15

och

V() = E(Y-E())?) =) (k+0.15)°P (Y =k)
k
(=0.540.15)%- P (Y = —0.5) + - -+ + (99.5 + 0.15)* - P (Y = 99.5) = 12.628.
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Alternativ 2: Via fordelningen for X.

E(Y) = E(X-050)=>Y (k—050)P(X =k)
k
(0= 0.50)P (X = 0) + - + (100 — 0.50) P (X = 100) = —0.15

och
V() = E((Y-E(®Y))?) =E(((X-05)+0.15)%) = E ((X —0.35)°)
= ) (k—0.35°P (X = k) = 12.628.
k

Alternativ 3: Via lineariteten for vantevirden.

E(Y)=F(X-0.50)=F(X)—-0.50=0.35—-0.50=—0.15
och
V)=V (X -050)=V(X)=12.628.

5.2 Uppgiften kan 16sas pa tva sitt.

Alternativ 1: Lat X beskriva antalet steg som en lopare flyttar. Da ar

tarningsresultat | 1 2 3 4 5 6
antal steg |6 2 3 4 5 6

De mojliga virdena pa X ges av Sx = {2,3,4,5,6} dir px(k) =P (X =k)=1/6for k=2,...,5
och px(6) = P(X =6)=1/64+1/6=1/3.

Vintevardet for X dr enligt definitionen

1 1
E(X):kax(k):2.6+3.6+...+5.
k

Alternativ 2: Lat X beskriva resultatet av tdrningskastet. Mojliga virden pa X &ar {1,2,...,6} och
px(k)=1/6 for k=1,...,6. Lat g(z) vara funktionen g : Sx — {2,3,...,6} given av:

térningsresultat (z) |1 2 3 4 5 6
antal steg g(z) |6 2 3 4 5 6
Da dr 111 113
E(g9(X))=>_ g(k)px (k) =6 s 2 o8 o 6= o
k

5.3 Métinstrumentet ger ett métfel X med tidthet fx(x) = 100(1 — 100|z|) for —0.01 < z < 0.01. Da &r

0.01

E(X) = /fo(x)d;v:/ 2 -100(1 — 100|z|) dx

—0.01
= {Symmetriskt intervall, udda integrand} = 0.

Vidare sa ar

0.01
V(X) = E((X-E(X)?) =E(X?) = / 2 fx () dz = / 1000 100k de

0.01
= {Symmetriskt intervall, jimn integrand} = 2/ 22 -100(1 — 100z) dx
0

a3 2417 104
= 200 |—= —100— =
[ 3 4 ]0 6
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sa,

D(X)=+/V(X)=10"2/V6.

5.4 Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tiithetsfunktion fx(z) = 2z/a?, 0 < x < a. DA ir

o ¢ 2 2 [37% 2 [a®—0 2
BC0 - | xfm)d“/ox?—ﬁ[?];ﬁ[ | =3e

— 00

5.5 Lat X vara en diskret stokastisk variabel med mdjliga vérden givna av Sx = {1,2,3,...} och

6 1

Notera att detta &r en giltig férdelning: px (k) > 0 fér k£ € Sx och

px(k)=P(X =k) = E=1,2,...

6 1 61 6 n?
kESx k=1 k=1
——
=n2/6
For denna férdelning dr
O IS DU TP S
m2 k2 72 k
keSx k=1 k=1

eftersom den harmoniska serien dr divergent, alltsa existerar inte vinteviirdet E (X) som annars hade
definierats av vénsterledet.

5.6 Lat X vara tiden som en bil parkeras i parkeringshuset. De mdjliga virdena for X ges av intervallet
Sx =1[0,00) och X har tdthet fx(z) =e™*, det vill siga X dr exponentialférdelad med parameter 1.

Lat Y beskriva kostnaden for att parkera en bil. Da ar Y = 10 + 5X. Hér foljer tre alternativ for att
bestdmma F (V).

Alternativ 1: Via fordelningen fo6r Y. De mdjliga virdena for Y = 10+ 5X ges av Sy = [10, oo). For
t € Sy sa ar fordelningsfunktionen for Y

Fy(t)=P(Y <t)=P(10+5X <t)=P (X < (t—10)/5) = Fx((t —10)/5).

Deriveras denna fas tatheten

d d 1 1 1
= —Fy(t)=—Fx((t—1 = -1 Z = Ze 510,
fr(t) = SFv(t) = SFx (= 10)/5) = fx((t — 10)/5) = ze
for t > 10. Med denna téthet bestdms vintevirdet medelst partiell integration.
o0 1 o0 oo
E(Y) = /tfy(t) dt = / t-e 5710 g — [—te_é(t_w)} +/ e 3710 gy
10 9 . 10 Jio

=10

10+ [—5e~ 410 L =10+[5-0] =15 kv

Alternativ 2: Via fordelningen for X. Eftersom E (g(X)) = [ g(2)fx (z) dz sa &r via partiell integration

E(Y) = E(5+1OX):/

x

(54 10z) fx(x)dx = /OO (54 10z)e " dx
0

= [-(6+10z)e ]’ +/0 10e™*dr =54 10 [—e *] " =5+ 10 = 15 kr.

=5
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Alternativ 3: Via E (X) och riknelagarna for vianteviirden. For X giller att

E(X):/Oo xfx(m)dxz/ooox.e—fdm: [—xe_”]go—k/ooe_””dx: [—e™"] " =1.

0
0

=0

Alltsa

E(Y)=E(10+5X)=10+5E(X) = 1045 = 15 kr.

5.7 Lat X vara en stokastisk variabel med tithet fy(x) = 2e=2% for > 0. DA &r

E(eX) = / eg”fx(a:)da::/o ew2e*2"”dx:2/0 e*"”dx:2[—e*””]°°:2.

0
—00

Kommentar: Funktionen mx (s) = E (e**) kallas for den momentgenererande funktionen till den stokast-
iska variabeln X . Hér beridknades mx (1).

5.8 Den stokastiska variabeln X har fordelningsfunktion F'x(z) =1 — (14 )@ f6r « > 0 och en parameter
a > 0. Har foljer tva alternativ for att berdikna FE (ﬁ)

Alternativ 1: Lat Y = ﬁ Da ges de mojliga vérdena for Y av Sy = (0, 1] och for ¢ € Sy ér

@) = P(Y<t):P<1iX<t):P(X>%—1>:1—FX (%—1)

och véntevirde

00 a 1
By - [ tfy@)dt:/olt.ata—ldt:a[t“] _
0

o a+1 a+1
Alternativ 2: Deriveras fordelningsfunktionen for X fas

fx(x) = %Fx(x) =0—(—a)(1+2) " t=a(l+2)""" z>0.

Nu kan véntevirdet berdknas enligt

1 >~ 1 > 1 a > 1
Bl —— — . = . — - -
<1+X) [w1+x Jx () dz /0 1+2 (1+a:)a+1dm CL/O (1+x)a+2dm

1 -1 7= a
= a -— = .
1+z)tlat+1], a+1

5.9 Om X #r en stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(z) = & da =5 <
likformigt fordelad pa intervallet [—5, 5], s& &r

> ° 1 0 1 ® 1 -1 2 1
E(g(X)):/_mg(m)fx(x)dx=/_5g(a:)ﬁda::/_5(—1)1—0da}+/0 ZEdm—5-1—0+5-E:§.

IN

5, det vill sdga X é&r
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5.10 Lat X beskriva méngden viitska som tappas upp. Da ar

fX(x):(l—:x)Q’ z > 0.

Mingden vitska i kérlet beskrivs av den stokastiska variabeln g(X) dér funktionen g(z) &r

r om0<z<a
g(z) =
a omax > a.

Alternativ 1: Den genomsnittliga vitskeméngden i kérlet &r da

| s ps@rdn = ["gte) oy e

_/"x 1 dﬂ/“a ! dx_/““i_idﬂ[—_lr
I e s a2 Ty YT e,

a

E(9(X))

Il
—
=
—
<
S~—"
+
| —
| I |
+

=In(a+1).

Alternativ 2: Med Y = g(X) sa ges de mojliga virdena pa Y av Sy = [0, a]. Variabeln Y &r en
blandfordelning med en diskret komponent,

P(Y:a):P(X>a):/:ofx(x)dgc:/:o (1+1x)2 do = [1:le]:o: lia,

och en kontinuerlig komponent

fr(@) = fx () = —

(1+2)%

0<z<a.

Vantevéardet berdknas som

@ 1 @ T a atl . 1
P(Y = dr=a - —— " dr=— d
aP( a)—i—/0 zfy(z)dz =a 1—|—a+/0 e i 1+a+/1 " z

a+1
a
m + {ln(z) + ;:| X = ln(a + 1).

E(Y)

5.11 Om E (X) = 81 och V (X) = 81 #r standardavvikelsen D (X) = /V (X) = v/81 = 9 och variationskoef-

ficienten
D(X) 9

E(X) 81

~ 11.1%.

1
9

5.12 Den stokastiska variabeln X har tithetsfunktion fx(x) = 3z~ for > 1. D4 dr vintevirdet

E(X):/OOxfx(x)dx:/loox-idx:?)[l _71])0:;

4 2
oo T T 1

Variansen kan beriknas pa tva sétt.

Alternativ 1: Ur definitionen:

E((X — E(X))?) :/_OO@—E(X))QfX(x)dx:/lm <x—§>2‘_4d9”

o g 2_3 9 _12 _ _ 0
/ (z z+7) de—3 |t -3, =317 _3
1 x4 222 4a3 |,

oo

V(X)

=1
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Alternativ 2: Genom att forst berikna
2 R * 5 3 -17%
E(X?) = x° fx(z)de = ¢ —de=3|—| =3
—00 1

och sedan utnyttja

5.13 Lat X ha téthetsfunktion fx(z) = 2x for 0 <z < 1. Da &r

o0

1
u=E(X)=/ xfx(x)dx=/01x-zxdx:z[%TO:;

Vidare,
e ! #4101
E(X2) :/ 2? fx(x)dx =/ 2?2 dr = 2 [—} =_
oo 0 41, 2
sa )
V) =E(X) - (B =5 (2) =5
2 3 18
varfor 0 = D (X) = /V (X) = 1/V18.
Sannolikheterna i b) och c) kan beréknas pa tva sétt:
Alternativ 1:
pto pto ‘o
P(u—20<X<p+o) = / fX(x)dxz/ Zmda::[J:Q]Z72U=(u—|—o)2—(u—2a)2
n—220 n—220

(w+o)=(n—20)((r+0)+ (n—20)) =30(2u—0)
3 (2 2 1 ):4\/5—1.

Vis\© 3 V18 6
Den andra sannolikheten bestdms pa samma sitt. Notera att p + 20 > 1.
pn+20 1 1
Plu—o<X<pu+20) = / fx(x)dx:/ 2xdx:[x2]uia
pn—o H—o

) 2 1\° 1 22
1—(/1—0’) :1_<§_\/—1—8) 25"-7

Alternativ 2: Genom att f6rst bestdimma fordelningsfunktionen f6r X. For ¢ € [0, 1] &r
t t .
Fx(t):P(XSt)Z/ fx(a:)dajz/ 2xd3::[a:2]ozt2.
—oo 0

Sedan bestdms sannolikheterna enligt, notera att 0 < u — 20, u+ o < 1,

Pu—20<X<pu+o)=Fx(p+o)—Fx(p—20)=(u+0)?—(u—20)32

= ((p+o)—(p—=20))((n+0)+ (n—20)) = 30(2p - 0)

S (22 L)

V18 3 V18 6

och, notera att 0 < p— 0 <1< p+ 20,

)
@%
[\}

2 1\° 1
P(,u—a<X<u+20):FX(;H-QJ)—FX(M—U):1—(u—a)2:1—<§—\/—1_8) :54—
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5.14 Vi beréknar V (X?) genom att utnyttja
V(X?) = B (X)) — (B (X?)".
Om X &r likformigt fordelad pa intervallet [0, 1] sa dr fx(z) =1,0 <z <1, och
3

o0 1
R S
0 0

— 00

Pa samma sitt ar

— 00

(Generellt &r E (X*) =1/(k+1).) Alltsa ar

V(X?) = E(XY) - (B(X?) =

5.15 Lat X beskriva resultatet vid méitningen av surhetsgrad med en pH-meter. Da &r
X = (surhetsgrad) + (miitfel) = 5.8+ Y

dir mitfelet Y ér en stokastisk variabel med E (V') = d (det systematiska felet) och D (Y') = o. Notera att
Y kan skrivas Y = d + e dér det slumpméissiga felet € ér en stokastisk variabel med E (¢) =0, D (¢) = 0.

Med riknelagarna for vinteviarden och varianser erhalls
E(X)=FE((84+Y)=584+FE(Y)=584d=6.2

om d = 0.4, och
V(X)=V(84+Y)=V(Y)=0?

sa D (X) =0 =0.05.
5.16 Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med simultan fordelning:

; J
px.y (4, k) 0 1 2 py(k)
i 1 0.1 0.2 0.3 0.6
2 04 0 O 0.4

px(j) 05 02 0.3

ddr marginalfdrdelningarna px (j) och py (k) bestdmts ur

px()= >, pxyGk) pv(R)= D pxy (k)

ki(.k) €8x,y J:(i,k)ESX v

Da ar
EX)=Yj px(j)=0-05+1-0.2+2-0.3 =08
J
och
EY)=k-py(k)=1-06+2-04=14
k

Vidare,

E(XY) =" jkpxy(i.k) = (0:1)-0.14+(0-2)-0.4+(1-1)-0.2+(1-2)-0+(2:1)-0.3+(2:2)-0 = 0.2+0.6 = 0.8
(7:k)
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sa kovariansen fas till

C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=08—-08-14=-0.32.

5.17 Lat X beskriva vérdet av det forsta och Y virdet av det andra pa mafa valda myntet. Da ar Sx = Sy =
{1,5} och

Nu ar
PY=1X=5)=1 P(Y=5X=5=0

(X = z) ger den simultana fordelningen:

px,y (4, k) T 5 py(R)

1 [1/3 1/3] 2/3
5 |1/3 o] 1/3

px(j) 2/3 1/3

Notera att X och Y har samma fordelning.

Nu ar
E(X) =Y jpxl) =13 +5 5 =5 = B(Y)
och 5 1
E(XQ)ZZJ'Q px(j) =17 §+52'§:9
> ) ) 7\° 32
V(X)=E(X?) - (E(X)) :9—(5) =5 =V).

Nu &r , . 1 1 1 11

E(XY) =) jkpxy (k) =(1-1) 3+ (1:5) 2+ (1) 3+(5:5) 0=+

(4:F)

sa kovariansen fas till

C(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) = % - 4_99 _ _19_6,
Korrelationen p (X,Y) bestims av
C(X,Y) 16/9 1

pXY) = VOV (Y) 32/ 2

5.18 De mojliga virdena pa (X,Y) dr (0,1), (0,—1), (—1,0) och (1,0) med sannolikhet 1/4 vardera. De mojliga
virdena pa X dr —1, 0, 1 med sannolikhet 1/4, 1/441/4 = 1/2 och 1/4 respektive. Notera att X och Y
Ar beroende stokastiska variabler. Detta kan visas formellt genom att till exempel visa att

P(X=1Y=1)=0+# =P(X=1)P(Y=1).

1
4

R
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Nu ar ) ) .
E(X)=;kpx(k)=(—l)-1+0-§+1-Z=0.

Av symmetriskél har Y samma fordelning sa E (Y') = 0. Nu &r

CIXY) = B(X B ~B(¥)=B(XY)= Y i) P(X=i¥ =)
= OO (D)0 +(1-0)7 =0,

Korrelationen p (X,Y) =C (X,Y) /\/V (X)V (V) =0.
5.19 Lat X beskriva positionen efter ett hopp och Y positionen efter tva hopp.
Alternativ 1: De mdjliga véirdena pa (X,Y) ges av (—1,—2), (—1,0), (1,0) och (1,2) med sannolikhet

1/4 vardera. De méjliga vérdena for X &r —1 och 1 med sannolikhet 1/2 vardera medan fér Y &r
vérdena —2, 0 och 2 med sannolikhet 1/4, 1/2 och 1/4 respektive.

Nu ar
E(X) = kax(k):—l-%+1é:0
k
V(X) = E(X-EX))?) =E(X?)=> kpx(k) =
k
1 1 1
EY) = ;kpy<k):_2'1+0'5+2'120
V() = E(Y-EY)?)=E(Y?) =) kpy(k)=2
k
CX,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y)))=E(XY)=Z(i-j)~P(X=ivY=j)
= (DD HODFHO G H2 1 =1
Alltsa ar XY ) )
p(X,Y)Z ( ’ )

VOV (YY) Vi V2

Alternativ 2: Lat X; och X5 vara forflyttningarna i tidsteg 1 och 2. Da &r

P(Xizl)ZP(Xiz—l):%

och X7 och X5 ar oberoende. Vidare,

och
V(X)=E(Xi-E(X;)?) =E(X})=> KP(X;=k) =1
Nuédr X = X; ochY = X; + X5 och

CX)YY) = C(X1,X1+X0)=C(X1,X1)+C (X1, X)) =V (X1) =1,

=V (X1) =0

V)=V (Xi+X2)=V(X1)+V(Xz) =2
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5.20

5.21

Sa

C(X,Y) 1 1
X,Y) = _ _
P V) Vi2 V3
Lat (X,Y) ha simultan téthet
1
fxy(@y) =—e" >0 —r<y<z

2z
Eftersom de mojliga virdena pa Y beror pa X &r de stokastiska variablerna beroende. For att visa detta
formellt kan man se att obetingat ges de méojliga viirdena pa Y av Sy = (—o0,00) och motsvarande for
X dr Sx = [0,00). Dessa virden har positiva tétheter, dvs fx(z) > 0 och fy(y) > 0 for z € Sx och
y € Sy, men fxy(zr,y) =0day > x sa alltsd dr fx y(x,y) # fx(x)fy(y) vilket visar att X och YV &r
beroende.

Vi noterar att "

= — oz = Qv . — —T _ 4%
Ix(@) /_oo Jxy(@y)dy /_r 21° dy =2z % €

det vill siga X #r exponentialfordelad med intensitet 1. Alltsa dr F (X) = 1. Av symmetriskél dr E (V) =
0.

Slutligen
E(XY):/ / xy-—e_zdydx:—/ e_I/ ydy dr =0
0 —x 2z 2 0 —x
——
=0

saC(X,)Y)=FE(XY)-E(X)E(Y)=0-1-0=0. Detta medfor att p(X,Y) = 0 och variablerna &r
okorrelerade men ej oberoende.

Notera att for att 16sa uppgiften behover inte varianserna V' (X) och V (Y') bestdmmas. Vill man rékna ut
dessa ir V (X) = 1 (eftersom X #r exponentialfordelad med parameter Loch V (Y) = E (Y?)—(E (Y))? =
E (Y?) dér

2 _ o zQi_x _E/OOQ—I _1_2—100 E/OO —x
E(Y?) = / ygoe dydx—3 ; e dx—g[we }0—1-3 | xe "dx

2 —x] 2 Oo—r _z_—zoo_z
2 [ae ]0+§/0 e rdr =2 e =2

sa V(Y) = 2/3. Observera att E (Y2) beriknades genom att utnyttja den simultana fordelningen
fx,v(z,y) och inte med marginalférdelningen fy (y).

Il
(en)
4

|

Lat X; vara antalet test som behévs vid grupp i. Da ges de mojliga virdena pa X; av {1, k+ 1} och
P(X;=1) = P(Alla k lampor hela) = (1 - p)* P(X;=k+1)=1-P(X;=1)=1-(1-p)"~.

Alltsa ar
EX)=1-(1-p)"+k+1)-1-(1-p"*) =FE+1)—k(1-p*

Det totala antalet test som behovs ar
X=X1+Xo+ -+ X,
dar Xq,..., X, ir oberoende stokastiska variabler. Nu &r
EX)=E(X1+ - +Xa)=E(X1)+--+E(X,) =n[(k+1) - k(1-p)"*]
och med Y = X/(nk) ar

1 1 1 1
EY)=E(—X)=—FE(X)=—"- D—-k(1-p*l=1+--(1-pht
() = B (X)) = B OO = o on (6 1) = k(1= =14+ 3 = (1=p)
Bestdmning av vilket k& som ger minimum f6r givna p lostes numeriskt och féljande tabell erholls.
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Felsannolikhet, p  k: E(Y) minimal mkinE (Y)

0.05 5 0.42622
0.01 11 0.19557
0.001 32 0.062759
0.0001 101 0.019951

120

17)(

081

< oo

50.6* X « x X

041 oo 27

0.2

0 ; ~‘1 é E‘% l‘l) 1‘2 14 16 18 20
Gruppstorlek, &

Det forvantade antalet forsok som maste goras vid gruppstor-

lek k da p = 0.05. Den forvintade antalet dr som lagst for

k =5 vilket ger E (Y) ~ 0.426.
5.22 Lat X1, Xo och X3 vara oberoende och F (X;) =2 och D (X;)=3fori=1,2,3. Med Y =3X; —2X, +
X3 — 6 sa ér
EY)=F@BX;1-2Xo+X3—-6)=3E(X1)—2FE(X2)+E(X3)—-6=3-2—-2-2+2—-6=-2.

Vidare, for i = 1,2, 3 sa ar

och
V() = V(3BX1—2Xs+ X3 —-6) =V (3X1 —2X, + X3) = {oberoende}
V (3X1) + V (=2Xa) + V (X3) = 32V (X1) + (—=2)°V (X2) + V (X3)
= 9-94+4-949=126
sa

D(Y)=/V(Y)=126.

5.23 Lat X beskriva lingden av en typisk planka. Modell: X har viintevirde F(X) = 2 och D(X) =0 =
5-1073. Da n = 10 plankor sagas till, 1t Y beskriva plankornas sammanlagda lingd om. ..

1.) ... alla plankorna ségas pa samma gang. Da dr Y = 10X och
E(Y)=FE(10X)=10E(X)=10-2=20

och
V(Y)=V(10X) = 10*V (X) = 10002

och

DY) =+/V(Y) =100 = 0.05.

2.) ... plankorna sagas till individuellt och far oberoende lingder Xi,...,X,,. DadrY = Egl X, och

10 10
E(Y)=FE <ZXi> => E(X;)=10-2=20
i=1 i=1
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och
10

10
VY)=V <Z Xi> = {oberoende} = » "V (X;) = 105>

=1

och

D(Y)=+/V(Y)= V100 ~ 0.0158.
b) Metoden i 2 ger mindre standardavvikelse fér den totala lingden Y.
5.24 Lat X, Y och Z vara oberoende stokastiska variabler sadana att
EX+Y)=1, E(X-2)=—-4, E(Y -2)=-3.
Da ar

2E(X) = EQX)=E(X+Y)+(X-2)— (Y - 2))
= E(X+Y)+E(X-Z2)-E(Y-Z)=1-4+3=0,

det vill siiga FE (X) = 0. Detta medfor att
EWM)=EY)+EX)=E(X+Y)=1

och
E(Z)=E(2)~E(X)=(-1)(E(X) - E(2)) = (-)E(X — Z) = (~1)(-4) = 4,

b) D4 alla variabler ér oberoende sa ér de automatisk okorrelerade varfér
VIX+Y)=V(X)+V(Y)=44+3="T7#25,

VIX-Y)=VX+(-1)Y)=VX)+V((-1)Y)=V(X)+ (-1)?V (V) =T.

Av samma anledning som X —Y och X +Y har samma varians maste (X +Y) —Z och (X +Y)+ Z
ha samma varians, varfor

VXY 2) =V X4+Y+2)=VX)+V¥)+V(Z2)=4+3+12=19.
Salunda, det forsta pastaendet by &r falskt, de tva andra (b och b3) dr sanna.

5.25 Lat X; och Xs beskriva resultaten av tva oberoende térningskast. Da dar P (X; =k) = 1/6 for k =

1,2,...,6 och
6
B(X)=Y kP(X=h)=1=35
k=1
och )
V(X)) = B (X?) —(E(X»Q:;HP(sz)—(s 5>2=f—2

for ¢ = 1,2. Summan X = X; 4+ X, har vintevérde
EX)=E(X1+Xo)=E(X1))+E(Xy) =7

och varians 4
V(X)=V (X1 + X3) = {oberoende} =V (X;) + V (X3) = 5

For produkten Y = X; Xs giller

49

E (X1X53) = {oberoende} = F (X1) E (X3) = T
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Variansen #r lite krangligare, men upprepad anvindning av V (Z) = E (Z 2) —(E(2))? ger

2 2 22 49)*
V(X1X2) = E((X1X2)?) — (E(X1X2))* =E (X7X3) - (I) = {oberoende}

2401
16

E(X7) B (X3) -

Men E (X7) = V(X1) + (B (X1)? = 3 + (1)° = % sa

91 91 2401 11515
V) =VaXe) =55~ 95 = Tag

Slutligen
C(X,Y) = E(XY)~ E(X)E(Y) = E((X: + X2) X1 Xa) = E (X3 + X5) F (X1 X)

dar
E((X1+ X2)X1X2) = E(X{X2+ X5X1) = {oberoende}
91 7 91 7 637
= FE(X?)E(X E(XAH\E(X))=2Z -+ 2. - =2
(1)(2)+(2)(1)62+62 o
dvs 637 _ 49 245
C(X,Y)=E((X1+ X2)X1Xs) — E (X1 + X2) E (X1 X3) = - 7. T =T
Korrelationen fas till
C(X,Y 245/12 42
pXY) = VV ((X)V)(Y) e /11515 “Var
\/? CTlax

5.26 Vi later X 4 och Xp vara tva stokastiska variabler sadana att
E(Xa)=FE(Xp)=p och V(X4)=03%, V(Xp)=0%.
MedY =aX4 +bXp sa ar
E(Y)=FE(aXa+bXp)=aFE (X4)+bE(XB)=ap+bu=(a+d)p

vilket ger E(Y) = pom a+ b = 1. Uttrycker viaibfarviatt a=1—-boch Y = (1 — )X 4 + bXp.
Variansen for Y ges av

V(Y) = V((1-b)Xa+0bXp)={oberoende} = (1 —b)?V (X4) + bV (Xp)
= (1-10)%0% +b%0%.

Denna minimeras med avseende pa b genom losning av

0= %V (Y) = —2(1—b)o% +2bog =2 [(05 + 0B)b— 0]

vilket ger
2

(72 (72
b=—4 _ och Y=(1-0)X4+bXp= B__x 4 _Xp.
o4+ 0% ¢ (1-0)Xa+bX5 o4+ 0% A+ai+a% b

Kontroll av andraderivatan ger att detta verkligen &r ett minimum.
5.27 Lat X;, Xo,..., X, beskriva personens vinst under n = 12 méanader. Med modellen att
E(X;)=-05, D(X;) =+V15, 1=1,2,....n
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och att Xi,..., X, &r oberoende (okorrelerade ricker) é#r den totala vinsten under n méanader ¥ =
X1+ -+ X,. Har ar

EY)=F <§:Xi> = iE(Xl) =12-(-0.5)=-6
i=1 i=1
och

i=1

V{Y)=V <i Xi) = {oberoende} = iv (X)) =12- (\/1—5)2 — 180.
i=1

5.28 Vi vet att korrelationen p (X,Y) =C (X,Y) //V (X)V (V) uppfyller —1 < p(X,Y) < 1. Alltsa &r
—A=—y/V(X)V(Y) < CX)Y) < VV(X)V(Y)=4

Detta medfor att

V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2C (X,Y) =17+ 2C (X,Y)

{ <174+2-4=125
=17

>17-2-4=09.

5.29 For den stokastiska variabeln X ar

EX)=0 V(X)=1 E(X%) =2 V(X?)=4

Alternativ 1: Da &r
VX+X?)=V(X)+V (X% +2C(X,X?)=1+4+2C(X,X?) =5+2C(X,X?).

Nu &ar
E(X-X*)=F(X?% =2

och
E(X)E(X?)=0-E(X?) =0

varfér C' (X, X?) = E (X - X?) — E(X) E (X?) = 2 och séledes

V(X+X?)=5+2C(X,X?)=5+2-2=09.

Alternativ 2: Vi bestimmer forst F (Xk), k=1,2,3,4 ur det givna.

E(X) = 0

E(X?) = VX)+(E(X))?=1+0=1

E(X3) = 2

E(XY) = E(X?»)=V(X)+(E(X?))?2=4+1=

Med detta far vi att

V(X+X?) = E(X+X*))—(E(X+X?))?=E(X*+2X°+X") - (E(X)+ E (X?))?
= E(X*)+2E(X®)+E(X") - (0+1)*=1+2-2+5-1=09.
5.30 Lat skolbarnens vikter beskrivas av de oberoende stokastiska variablerna X1,..., X,, med vintevirde 36

och standardavvikelse 3. Det aritmetiska medelviardet av n skolbarns vikter beskrivs av

>x
i=1

o8

)_(:

S|



dar

_ 1 n 1
E(X)=F (- X1> ==Y E(X;))=E(X)=36kg
n =1 n =1
och
- 1 & 1 & V(X)
ViX)=V|- X; | ={ob de} = — V(X;) = .
( ) <n; ) {oberoende} nQ; (X3) -
Alltsa ar D (X)
—_ - 3
D(X)=4/V(X)= = — =V3kg
5.31 Lat Xi,..., X, vara oberoende stokastiska variabler som beskriver en bestdmning av smiltpunkten for
matfett dir D (X;) = 2,4 = 1,...,n. Det aritmetiska medelviirdet av n smiltpunktsbestimningar beskrivs
av
- 1<
X == X;
dar

sa,

Kravet D (X) < 0.4 ger n > (2/0.4)? = 25.
5.32 Beteckna E (X) = pi, och E (Y) = p,,. Upprepad anvéindning av V (Z) = E (Z%) — (E (Z))? ger

V(XY) = E((XY)?)—(E(XY))>=E(X’Y?) — (E(XY))* = {oberoende}
E(X*)E(Y?)—(E(X)E(Y))?=E(X*)E (Y?) — p2p,
(V(X) +@2)(V (V) + py) — gy
VX)V(Y)+V(X) 2+ V (V) 2+ 22 — 24
= VX)VY)+mV (X)+p2V(Y).
Generellt sett &r V (XY) # V (X)V (Y), men likhet géller om p, = py = 0.

5.33 Vi utnyttjar forst att

CX+Y,X-Y) = CX,X-Y)+C(Y,X-Y)
= CX,X)-CX,)Y)+CoY, X)-C,Y)=V(X)-V(Y).
—— ———  —\—
=V (X) =C(X,Y) V(Y)
Nu ar
VIX+Y)V(X-Y) = VX)+VY)+20(X,Y)(V(X)+V (Y)—-2C(X,Y))
= (V@X))P+ V) +2V(X)V(Y) = (V(X)+V(Y))?

sa,
. CX4Y.X-Y) V(X)) V(Y)  V(X)-V
pXFYX Y)_\/V(X+Y)V(X—Y)_\/(V(X)+V(Y))2_V(X)+V(Y)'
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5.34 Beteckna V (X) = o2. Forst har vi att

= 1
Z ) = {okorrelerade} = s Z V(X

3|'—‘

C(Xn,Xn) =V (X, <

Nu ar

C (X X) =

3|'—‘

n 1 k 1 n k
Z Engj :%ZZ (Xi, X;)

Om Xi,..., X, &r okorrelerade dr C' (X, X;) = 0 for j # ¢ och

n k k k
1 1 1 o2
— C(Xi, X;)=— (X, X4) V(X)) = —  ko?=2
nkZZ( a2 k;unka a
sa,
- = — _ o o2 o2
C (X, Xy = X) = C (X, X)) = C (X, Xp) = — = — =0
vilket skulle visas.
5.35 For ¢ = 1,...,6, lat Y; vara antalet paket man maste kopa for att 6ka samlingen fran ¢ — 1 till 4 djur.

Mgojliga virden Y; dr {1,2,3,...}. Ndr man har ¢ — 1 djur dr sannolikheten p; = (n— (i —1))/n att ett kopt
paket innehaller ett nytt djur oberoende av tidigare paket. Alltsa dr Y; for-forsta-gangen-fordelad med
parameter p; vilket medfor att E (Y;) = 1/p;. Nu ér det totala antalet képta paket Y =Y+ Yo+ -+ Y5

dar
1 1 1
EY) = EMi+Yo+---+Y)=EW)+EY2)+ - +E(Ys) = —+—+--+—
P1 D2 Pe
6
6 6 6 1
= -4 — - = — =14.7.
6+6 1+ 1 6Zk 7
k=1
0.09
0.08 -
0.07 -
,\U.OG* [0}
TU.OEB*
=
2004

0.03 -

0.02 -

<01 1] e

5 10 15 20 25 30 35 40
. Antal paket, k
Fordelningen for antalet paket man &ar tvungen att kopa for

att samla alla 6 plastdjur. Vanteviardet i fordelningen &r 14.7.

5.36 Lat Uy,...,U, vara de positionerna for punkterna. Da &r Uy, ..., U, oberoende och likformigt férdelade
pa intervallet [0, 1], det vill séiga

vilket medfor att

och



sa V(U)=E(U?) — (E(U))? =1/3—1/4=1/12. De fyra trianglarna har tillsammans area T dér

(1—U4)-U1+(1—U1)-U2+(1—U2)-U3+(1—U3)-U4

T = 5 5 : .
Dai# j éar
E((1-U;)U;) = E(U;) — E(U;U;) = {oberoende} = E (U;) — E(U;) E (U;) = % _ % ) % _ %
och o
E((1-U)U)=E(WU) - E(Uf)=5-3=¢
sa . , 1 1 1
E(T) = 3E((1=U)lh) + 5 E((1 = U)U2) + SE((1 = U2)Us) + 5B ((1 = Us)Us) = 5.

Fyrhorningen har area A = 1 —T sa E(A) = 1 — E(T) = 1/2. For att bestimma V (T") och D (T)
utnyttjas att V (T) = E (T?) — (E (T))*. Definiera Uy = Uy s& kan man skriva

4 2 4 4
E ((QT)Q) = F ((Z(l — Uz_l)U1> ) =F ( Z(l - Ui—l)Ui(l — Uj_l)Uj)
4 41_ o
= DY D) E(-U)Ui(1-U;_1)Uj).
i=1 j=1

Vi skiljer pa fallen ¢ = j, |i — j| = 1 och |i — j| > 1.

e Dai=jar

E((1 = U Ui(1 = Up)Uy) = B (1= Uit PU2) = B (1= U ?) B (U2) = 5 -5 = 5
e Dai=j—14r
E(Q-Ui)Ui(1 = U;-)U;) = E(( = Uim)Ui(1 = Ui)Uita)
= E(1-U_)EU(1-U))E ) = % . é _ % _ 21_4.

Samma véntevérde fas da i — 1 = j.

e Dii—j|>14ar
E(1-Ui)Ui(1-U;-)U) = EQ-Ui) E(G) EQA-Uj-) EWUs) = 5 -5 55 = 15-

Salunda fas

L 1 1 137
AE (T?) = E ((27)?) = ZZE((I—Ui_l)Ui(l—Uj_l)Uj) =4 g8 gt =56

och ,
V(T)=E (T?) - (E(T))* = % — (%) = ﬁ

sa D(T) =1/12.
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Us

1-0Us

U,

1-Us
% Area A
1-U, % /V 2 Us

U1 1-— Ul
Arean A bestdms som kvadratens
area (1) minus trianglarnas totala
area.

5.37 Lat Y;, i = 1,...,n, vara stokastiska variabler sadana att

v — 1 om lapp med nummer ¢ dras i omgang ¢
' 0 annars.

Dadr P(Y; =1)=1/noch

1
E(Y;) = PY,=k)=0-P(Y; = 1-PY;=1)=—.
(Vi) Xk:k (Yi=k)=0-P(Y; =0) + ( )=
MedY =Y, +Y5+---+Y, saéar
1
E(Y):E(Y1+Y2+---+Yn):E(Y1)+E(Y2)+---+E(Yn)=n-5:1.

For att berdkna variansen maste beroendet mellan variablerna redas ut. Forst berdknar vi

B(Y2) =Y K P(i=k) =0 P(Yi=0)+ 1% P(Y,=1)=
n
k
och 1 1 1
YY) =V(Y)=E((Y?) - (BEY)’ =~ - — =
O Y =V () = E(¥2) ~ (BO)P =+ - o ="
Tag nu ¢ # j. Da &ar
1 1
PY,=1Y,=1)=PY;,=1Y,=1)P(Y,;=1)= - —.
(V=LY =)= PFi= 1= )P =1)= —
Salunda &r
1
E(YiYJ)—ZM‘P(Yi—/ﬁYj—)—1'1'P(Yz‘—1ayj—1)—m'
(k1)
Alltsa &r
COLY) = E(YY,) —EM)E(Y) = — 1.1 __1
R B ! nn—=1) n on n2(n-—1)
Nu ar
V() = V(Zm>=c VD Vi | =3 D CY) =3 CMY)+) > C(V.Y)
i=1 =1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
J#i
= n-n_Ql—i—n(n—l)-#:l—l—i—l:l



5.38 Lat pu, = E(N) och p, = E(X). Genom att betinga pa N far man att

E(éXi N=n> :E<§Xi

Sa enligt lagen om total forvéintan erhalles

n

N=n> =Y E(XiIN=n)=> E(X;)=npu,

i=1 i=1

Nzn)P(N:n):ZnuwP(N:n):,uwZnP(N:n)

E(N)
=  Hzfn.

Lat Y =N X, Dadir V(Y) = E(Y?) — (E(Y))? dér

N 2 N N

E(Y?)=E <ZX> =E[> > XX,

i=1 i=1 j=1

Betingat N =n ar
E(Y?IN =n) =) Y E(X;X;) =nE (X*) +n(n— 1)y =nV (X) +n’p
i=1 j=1

Alltsa &r enligt lagen om total forvintan

E(Y?) = ZE (Y2IN=n) P(N =n) = Z(nV (X) +n2u2)P (N =n) =V (X) pn + p2E (N?)

n n

och saledes ar
V(Y) =V (X) pn + 13E (N?)) = (popin)® =V (X) prn + p2V (N).

Med virden
,uz:10,D(X)=5 ,un:77V(N):7

fas
E(Y) = finpia =70 V(Y) =V (X) ptn + 2V (N) = 25 - 7+ 100 - 7 = 875,

dt vill séiga D (V) = v/875 ~ 29.58.

6.1 Lat Z vara N(0,1) med fordelningsfunktion ® (z) = P(Z < z). Da ér

a) P(Z <1.82)=®(1.82) = 0.9656.
b) P(Z < —0.35) = ®(—0.35) = 1 — & (0.35) = 1 — 0.6368 = 0.3632.

¢) P(-1.2<Z<05)=P(-1.2<Z<05) =®(05)—®(—1.2) = (0.5) — (1— ®(1.2)) = 0.6915 —
(1 —0.8849) = 0.5764.

d) asadan att 0.05=P(Z >a)=1—P(a) =1 — D (Ag.05), vilket ger a = Ay 05 = 1.6449.

e) a>0sadanatt 095 =P (|Z|<a)=1—-(P(Z<—-a)+P(Z>a))=1—(P(—a)+(1—-P(a))) =
1-(1-® (a)+1—-2 (a)) = 2® (a)— 1. Vilket ger @ (a) = 0.975 eller 1 —® (a) = 0.025 = 1—P (Ap.025)
sa a = /\0.025 = 1.9600.
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6.2

Lat Z vara N(0,1) med fordelningsfunktion ® (z) = P (Z < z). Da &r

P(021<X <029 = &(0.29)— & (0.21) = 0.61409 — 0.58317 = 0.030926
P(-021 < X <029) = ®(0.29) — ®(—0.21) = & (0.29) — [1 — ® (0.21)] = 0.61409 — 0.41683
= 0.19726
P(-029< X <—021) = ®&(-0.21)—&(—0.29) =[1— ®(0.21)] — [1 — ®(0.29)]

= $(0.29) — ®(0.21) = P(0.21 < X < 0.29) = 0.030926

6.3 Om X &r N(0,1) sa &r F(X) =0 och D (X) =1, det vill siga V (X) = 1. Alltsa &r
EY)=E@BX+2)=3E(X)+2=3-0+2=2

och
VY)=V(@BX+2)=VEX)=3*V(X)=9-1=9

sa D (Y) = 3. Notera att Y dr N(2,3).

6.4 Lat X vara N(u,0) med p =5 och o =2. Da ér Z = (X — u)/o N(0,1) och

a)
X - - 1
P(XSG):P< p_ b “):P(Zg-):cb(o.s)zo.ﬁgm
o o 2
b)
P18<X <72 = P(1.8<X<7.2)=P<1'8_“<X_“<7'2_“)
g (o g
= P(-16<Z<11)=®(L1) - ®(~1.6) = d(1.1) — (1 — & (1.6))
—  0.80953.

¢) a sadan att P (X < a) = 0.05 bestidms ur

X_“§u>zp<zga_“)
g g g

- o () e ()

a—p

1—®(Xoos5) = 0.05

P(Xga):P<

Alltsa ar

= X0.05
eller
a=u— )\0_050’ =5-1.6449-2 =1.7103.

6.5 Lat X vara N(u,0) med = —1 och 0 =0.01. Da &r Z = (X — p)/o N(0,1) och saledes

64



X—p  0.99—
P(X <099) = P( U“< - “):P(Z<199):<1>(199)m1

X—p  —099—
P(X <—099) = P( U“< 093 u):P(Z<1):<I>(1)zO.84134
P(X>-099) = 1-P(X<-099)=1—P(X < —0.99)~1—0.84134 = 0.15866

P(-1.3< X < —1.03)

= B(-3)— D (-30)=[1—®(3)] - [L— & (30)] = D (30) — B (3)
1 —0.99865 = 0.0013499.

13-pu X-—p _ —1.03—
P( Sop Xop 108 “):P(—3O<Z§—3)

6.6 Lat X vara N(u,0) med g = 20 och 0 = 3. D4 dr (X — u)/o N(0,1). Bestdm z sa att

0.01=P(Xgm):P(X_“gx_“>:q><x_“):1-@(—”3_“).

g g g g

Kvantilen Mg o1 = 2.3263 &r sadan att 1 — ® (Ag.01) = 0.01 det vill séiga

T —p

Ao.o1 = —

eller
r=u— /\0.010’ =20-2.3263 -3 = 13.021.

6.7 Lat X vara N(u,0) med =180 och 0 =5. Da dr Z = (X — u)/o N(0,1). D4 &r

X—p_ 10—p

P(X >170) = P( >:P(Z>—2):1—P(Z<—2):1—<I>(—2)

= 1-[1-®(2)]=®(2) = 0.97725.

Vidare sa ar

170 — p < X —pu < 200 — w
o o o
= ®(4)—[1—D(2)] ~=0.99997 — 1+ 0.97725 = 0.97722.

P (170 < X < 200) = P< >:P(—2<Z<4):<I>(4)—<I>(—2)

6.8 Lat X beskriva méingden kaffe i siicken, X dr N(u, o) dér g = 35 och o = 0.5.
a) D4 #r sannolikheten att séicken réicker till minst 36 burkar

P(X—u236—u):1_(b<36—u)
o o o

1—®(2)=1-0.97725 = 0.02275.

P (X > 36)

b) Da &r sannolikheten att sécken ricker till 34 men inte till 36 burkar

P(34< X <36) = P(34_“’§X_“<36_”):@(2)—@(—2)
g ag ag
= 3(2) - (1-B(2)=28(2)—1=2-0.97725— 1 = 0.9545.
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Tétheten fx(x) for N(35,0.5).

6.9 Lat X vara N(u,0) med p = 0.5kg och 0 = 0.003kg. Da ér Z = (X — u)/o N(0,1) och

P (X >0.495) = P(X;“ > 0'49(57_“) :P(Zz-%) =1-0 (—g) —1- [1-@(2)]
o (5/3) = 0.95221.

Vi soker nu d sa att
PO5-d<X<05+d)=1-qa.

Da ar

S5—d—p _ X-— 5+d—
l-a = P(0~5—dSXSO.5+d):P(O5 d=p _ P 05+d u)

g g

_ p<_§<Z<é> :q><ﬂ) _q)(_é) :2q><é> _1
o o o o o
eller 1 — ® (d/o) = a/2. Eftersom 1 — ® (A\o/2) = /2 &r d/o = Ay 2 eller d = A\, /20. Sélunda erhalles

1-« >\a 2 d [kg]

0.50 0.67449 2.0235-1073
0.95 1.9600  5.8799-1073
0.99 25758  7.7275-1073

6.10 Lat X beskriva en kulas diameter. Med modellen att X dr N(u, o) sa kan de givna antagandena formuleras

023 = P(X§4.9)=P(X_“ 49_“’):(1)(4'97_“):1—@(“_4'9):1—‘1>(>\0_23)

g g g g

X — 0- V- =
@ 5.0 M>:q><50 “’):1—(1)(” 50)21—‘I’(>\0-59)
o ag

(o g

IN

059 = P(X<5.0) :P(

IN

Ur tabell far man att )\0.23 = 0.7388 och )\0_59 = —/\1_0_59 = —/\0.41 = —0.2275. Alltsa &r

-4.9 _ _ 99 0.1 Xg.23+XAo. _
{ T T B et ger { BT TS Aeaese - 19765
—=5.0 0.1 —
K > = )\0_59 g Noo23—Doso 0.1035
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diameter, x

Téathetsfunktionen for kullagrenas diametrar.

6.11

6.12 Lat X beskriva vikten av en typisk person. Modell: X &r N(70,10). Lat Y beskriva vikten for n = 10
personer,
Y:X1+X2+"'+Xn;

dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da dr Y normalférdelad med vintevirde
p=E({Y)=E (ZX) =Y E(X;)=nE(X)=10-70 =700
i=1 i=1
och varians

2=V Y)=V <Z Xi> = {oberoende} = > "V (X;) = nV (X) = 10- 10> = 1000
=1 =1
dvs Y &r N(u, o) = N(700,+/1000). Sokt &r
Y — _
P (Y > 800) = P < p o, 800 ’“‘) —1-0 (\/1—0) = 0.0007827.

g g

6.13 Lat X och Y vara oberoende didr X &r N(1,1) och Y #r N(—1,2).

a) Da ar. ..

e ... X +Y normalférdelad med vintevirde E (X +Y)=FE (X)+E(Y) =1+ (—1) = 0 och varians
V(X +Y) = {oberoende} = V (X) + V (V) = 12 + 22 = 5, det vill siiga D (X +Y) = /5. Alltsa
X +Y € N(0,v5).

e ... X —Y normalférdelad med vintevirde E(X —Y)=FE(X)—E(Y) =1—(-1) = 2 och varians
V(X —Y) = {oberoende} = V (X) + (=1)2V (V) = 12 + 22 = 5, det vill siiga D (X —Y) = /5.
Alltsa X —Y € N(2,V5).

Notera att ndr X och Y dr oberoende (okorrelerade) sa har X +Y och X — Y samma varians.
6.14

6.15 Lat X beskriva tiden till reld 1 16ser ut och Y den for reld 2. Modell: X &r N(1,0.1) och Y &r N(1.5,0.2)
dédr X och Y &r oberoende stokastiska variabler. Reld 2 1ser ut fore reld 1 om Y < X eller, omformulerat,
daY — X <0. Med W =Y — X sa & W normalfordelad med vintevirde

p=E(W)=E(Y -X)=E(Y)-E(X)=15-1=05
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och varians

dvs W &r N(0.5,+/0.05). Alltsa,

o> =V (W) =V (Y — X) = {oberoende} = V (V) + (-=1)*V (X) = 0.22 + 0.1* = 0.05

P(Y — X <0)

P(W<0):P<WG_“ < O?%) :@(—u/a):(b(—\/g)

1-@ (\/5) — 1—0.9873 = 0.0127.

6.16 Lat X och Y vara oberoende dir X &r N(150,3) och Y ar N(100,4).

6.17

6.18

6.19

a) Da ér. ..

o ... X + Y normalférdelad med vintevirde E(X +Y) = E(X)+ E(Y) = 150 4+ 100 = 250 och
varians V (X +Y) = {oberoende} = V (X) + V (V) = 32 + 4% = 25, det vill siga D (X +Y) = 5.

Alltsa X +Y € N(250, 5).

e ... X —Y normalférdelad med vintevirde E (X —Y) = E(X)—FE (Y) = 150—100 = 50 och varians
V(X —Y) = {oberoende} = V (X) + (—1)?V (V) = 32 + 42 = 25, det vill siga D (X —Y) = 5.

Alltsa X — Y € N(50,5).

N(125,2.5).

b) Lat Z vara N(0, 1). Nu dr

{

P(X 4Y < 242.6)

P(|X — Y| < 40)

X-Y
— — 125
2

>?)

. (X +Y)/2 normalférdelad med véntevirde E ((X +Y)/2) = E (X +Y) = 125 och varians
VEX+Y) = B)PVX+Y) = 2, det vill siga D ((X +Y)/2) =

2.5. Alltsa (X +Y)/2 €

, ((X +Y) —250 _ 242.6 250
5 5
1— ®(1.48) ~ 1 — 0.9306 = 0.0694,
~40-50 _ (X -Y)-50 40—50)
5 5 5
P(—450< Z < —2) = & (—2) — & (—4.50)
[1—®(2)] - [L — ® (4.50)] ~ 0.02275 — 3.4 - 1070 = 0.022747

X-Y
- 5 XY 95
Y ) on p(B BB
. 2.5 2.5
1_

(@(2)-[1-2(@2))

) =P(Z <—148)=®(—1.48)

P(—40<X—Y<40):P(

IN

X
1—P<—5§

1-P(-2<2<2)=1-(2(2)-2(-2)) =
2(1— @ (2)) ~ 2(1 — 0.9772) = 0.0455.

6.20 Lat X beskriva vikten i ton av en typisk jarnvigsvagn. Modell: X har E (X) =10 och D (X) = 0.5. Lat

Y beskriva vikten for n = 25 vagnar,

Y=X1+Xo+ -+ Xy,
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6.21

6.22

dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da har Y vintevirde
uw=E(Y)=F (in> = iE(Xi) =nE(X)=25-10=250
i=1 i=1
och varians
=V Y)=V (i Xi> = {oberoende} = i V(X;) =nV (X)=25-(0.5)% =25/4
i=1

=1

dvs D (Y) = 5/2 ton. Enligt Centrala griinsvirdessatsen dr Y approximativt N(u, o) = N(250, 2.5). Sokt
ar
Y — 255 —
2 [
g g

P(Y>255):P< )z1—¢(2)20.02275.

Lat X beskriva antalet barn i férskolealder i ett hushall. Modell: X har sannolikhetsfunktion
px(0) =040 px(1)=0.20 px(2)=0.30 px(3)=0.10.

Da ar
E(X)=Y kP(X=k) =0-040+---3-0.10=1.1
k

h
> V(X)=E((X-E(X))?) =) (k- 11)*P (X = k) = 1.09.
k

Lat Y beskriva antalet barn i férskolealdern i ett omrade med n = 1000 hushall,
Y:X1+X2+"'+Xn;

diar X4,...,X,, dr oberoende och férdelade som X. Da har Y vintevirde

p=E(Y)=E (iX) = iE(Xi) —nE(X)=1000-1.1= 1100
i=1 i=1
och varians
=V ({Y)=V <i XZ') = {oberoende} = i V (X;) =nV (X) = 1000 - 1.09 = 1090.
i=1 =1
dvs D (Y) = v/1090 barn. Enligt CGS #r Y approximativt N(u, o) = N(1100, v/1090). Vi soker y sa att

P (Y < y) = 0.90.

Y — _ _
1—®(Aoo) =0.10 = P(Y>y):P<—M>u>z1—<I><u).
ag

g g

Alltsa &ar approximativt
—— = Ao.10
o

eller
y=p+ X100 = 1100 4 1.2816 - v/1090 = 1142.3.

Alltsa, bygg 1143 platser.
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6.23 Lat X1, Xo,..., X,, n = 50, beskriva livslingderna for elektronroren. Modell: X; &r oberoende och expo-
nentialférdelade med véntevirde 200 (intensitet 1/200). Den totala tiden som lagret ricker beskrivs av
T =", X, som har viéintevirde

p=E(T)=E (Z&) =Y E(X;) = 50200 = 10000
i=1 i=1

och varians

2 2 6
2=V(T) =V [ Xi| ={ober} =3 V(X;)=50-200% =2 10°.
=200?
Vi siker tiden ¢ sadan att P (T >t) = 0.90. Enligt Centrala grinsviirdessatsen ér T approximativt
normalfordelat och

T— t— t—
0.90:P(T>t):P( N>—N)z1_¢<_u>7
o o
dvs (t - ,U,)/O' ~ )\0.90 = —)\0‘10 = —1.2816, eller

t~ p— Xo.100 = 10000 — 1.2816 - 1414.2 = 8187.6 timmar.

6.24

6.25 Lat X beskriva vikten fér en magnecyltablett. Modell: X #r en stokastisk variabel med E (X) = 0.65 och
D (X) = 0.02 [gram].

a) Lat Y beskriva den sammanlagda vikten av n = 100 tabletter. Da éir Y = X7+ -4+ X, diir X4,..., X,
Ar oberoende och fordelade som X. Vidare sa ar

EY)=E(Xi+ - +X,)=FE(X1)+ -+ E(X,) =065+ +0.65 = 65 gram
och
V(Y)=V (X4 -+ X,) = {oberoende} = V (X;) +--- + V (X,,) = 0.02% + - - - +0.02? = 0.04 gram?,
det vill séiga D (Y) = 0.2 gram.

b) Enligt Centrala grinsviirdessatsen dr Y approximativt normalférdelad med vinteviirde p = 65 och
standardavvikelse o = 0.2. Alltsa dr

Y - 3- 3-
P(Y<65.3):P< U“g%i “)z@(@%):@(lw):o.%m.

6.26 Lat X beskriva vikten fér en magnecyltablett. Modell: X #r en stokastisk variabel med E (X) = 0.65 och
D (X) = 0.02 [gram].

Lat Y beskriva den sammanlagda vikten av n = 99 tabletter. Da dr Y = X7 4+ --- + X, dir Xy,..., X,
Ar oberoende och fordelade som X. Vidare sa ar

p=EY)=E(Xi+--+X,)=E(Xy)+---+FE(X,) =065+ +0.65 = 64.35 gram
och
V(Y)=V(X1+--+ X,) = {oberoende} = V (X1)+---+V (X,,) = 0.022+- - - +0.02% = 0.0396 gram?,

det vill siga 0 = D (Y') = 0.1990. Enligt Centrala grinsvirdessatsen dr Y approximativt normalférdelad
med véntevérde p och standardavvikelse o.
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Alltsa asken innehaller minst 100 tabletter om

Y — _ _
P(Y <65) =P <TM < Gif“) ~ <y> = & (3.266) ~ 0.9995.

6.27
6.28
6.29

7.1 Lat X beskriva antalet defekta bland de n = 15 utvalda. Modell: enheter ar defekta oberoende av varandra
med sannolikhet p = 0.10 s& X &r Bin(n, p), det vill séiga

for k=0,1,2,...,n. Da &r
E(X)=np=15-0.10=1.5

och
V(X)=np(l —p)=15-0.10-0.90 = 1.35,

dvs D (X) = /V (X) = 1.1619. Vidare sa &r
P(X>3)=P(X>4)=)_ <Z>pk(1 — p)"*F = 0.055556
k=4
alternativt

3
P(X>3)=1-P(X<3)=1-)_ <Z>pk(1 —p)" % =1 -0.94444 = 0.055556.
k=0

7.2 Lat Y beskriva antalet klave en person far i 2 oberoende slantsinglingar. Da &r Y binomialférdelad, Y &r
Bin(2,1/2).

Att en person far samma resultat i bada sina kast har sannolikhet

1 1 1
p = P ({Bada krona} U {Bada klave}) = P(Y =0)+ P (Y =2) = 1 + 1=

Personer singlar oberoende av varandra sa av n = 15 personer beskrivs antalet personer med samma
resultat i sina bada kast av den stokastiska variabeln X som &r Bin(n, p) = Bin(15,0.5).

7.3
7.4
7.5

7.6 a) Ett forsok lyckas med sannolikheten p = 0.80. Av n = 12 oberoende forsok lat X beskriva antalet
lyckade. Da dr X binomialférdelad, Bin(n,p) = Bin(12,0.80).

b) Ett forsok misslyckas med sannolikheten ¢ = 1 — p = 0.20. Av n = 12 oberoende forsok ér antalet
misslyckade forsck Y = n — X binomialférdelad, Bin(n, ¢) = Bin(12, 0.20).
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c¢) Nu ar

Y
o
A
~
A
=
Il

P(Y=2)+P(Y =3)+P(Y =4)

<Z> ¢(1-p)" "+ <§> (1 -p)" "+ <Z> g'(L—p)"™

= 0.28347 + 0.23622 4 0.13288 = 0.65257.

d) En liknande utrikning som i ¢) kan anviindas for att bestimma P (7 < X < 10). Vi kan dven utnyttja
sambandet mellan X och Y, sambandet mellan antalet lyckade och antalet misslyckade forsok: X +Y = n.
Alltsa
P7T<X<10) = PX=8+P(X=9)+P(X=10)
PY=n-8+P Y =n-9+PX =n-10)
P(Y=4)+P(Y =3)+P((Y =2)=0.65257.

7.7 Antag att ett fro gror med sannolikhet p = 0.75 oberoende av andra fron. Av n = 15 sadda frén lat X
beskriva antalet fron som gror. Da dr X binomialférdelad, X &r Bin(n,p) och

13 13
P(0.65n < X <0.90n) =P (9.75< X <135)= Y P(X=k) = »_ <Z>pk(1 —p)"F =0.77145.
k=10 k=10

Om man har tillgang till tabell for fordelningsfunktionen for binomialférdelningen kan man utnyttja den
for att bestimma sannolikheten ovan.

P(0.65n < X <0.90n) = P (9 < X < 13) = Fx(13) — Fx(9) = 0.91982 — 0.14837 = 0.77145.

7.8

7.9 (Jamfoér med uppgift 7.2.)

Lat Y beskriva antalet klave i fem slantsinglingar. Da dr Y binomialfordelad, Y &r Bin(5,1/2). Att en
person far samma resultat i alla fem kast har sannolikhet

5 5
p = P ({Alla krona} U {Alla klave}) = P(Y =0)+ P (Y =5) = <%> + (%) _1_ i

a) Personer singlar oberoende av varandra sa av n = 48 personer beskrivs antalet personer med samma
resultat i sina bada kast av den stokastiska variabeln X som &r Bin(n, p) = Bin(48,1/16).

b) I binomialférdelningen sa dr

1 115 45
E(X)—np—48~1—6—3 V(X)_np(l_p)_48-ﬁl_6_1_6'

¢) Tumregeln for normalapproximation av binomialférdelningen &r att V (X) = np(1 — p) > 10. Hér &r
V (X) ~ 2.81 sa normalapproximation vore oldmpligt. Tumregeln fér Poissonapproximation av binomi-
alfordelningen dr att p < 0.10. Hér dr p = 1/16 sa Poissonapproximation &r inte oldmpligt.
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Till vanster &r bmomlalfordelnmgen inritad med tétheten for en normalfordelnlng med samma
vantevirde och varians. Arean av binomialfordelningens staplar stimmer daligt 6verens med
motsvarande area under normalférdelningkurvan.

Till hoger &r binomialfordelningen (gra staplar) inritade tillsammans med Poissonfordelningen
(vita staplar). Det dr en hyffsad verensstdmmelse mellan fordelningarna.

d) For binomialférdelningen har man att

3 3
P(X<3)=> P(X= :Z<> p)"F =0.64731.
k=0 =0

Med Poissonapproximation, ;. = np = 3, erhalls

3 3
P(X<3)=Y P(X=k~Y e =064723.

Pa samma sitt kan sannolikheten

4
P(X>4)=1-P(X<4)=1-)Y_ (Z)pk(l —p)" " =1-0.82083 = 0.17917
k=0

approximeras med

k
S _
1— ﬁe #1 —0.81526 = 0.18474.
k=0

4
7.10
7.11
7.12

7.13 Lat X beskriva antalet defekta byggelement bland n = 1000 stycken. Modell: Ett byggelement &r defekt
med sannolikhet p = 0.10 och oberoende av andra byggelement. X ir Bin(n, p). Da ér

120 120
P(BO<X<1200= Y P(X=k=>_ <Z>pk(l —p)"F = 0.96948.
k=80 k=80

Med approximation. Vi vet att

Da V (X) > 10 dr approximation av binomialférdelningen med normalférdelningen tillaten, dvs X &r
approximativt N(u, o) = N(100, v/90). D4 ir

P(80< X <120) = P<80_”< X—p 120—u> %(I)(lZO—u) _(I)(SO—M)

o o - o o o

® (20/\/%) 1 = 0.96499.
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Med halvkorrektion far man svaret

P (80 < X < 120)

P(795< X <120.5) = P (
g g g

120.5 — 5—
~ & (M) 3 (M) — 20 (20.5/\/%) — 1 = 0.96930.

g g

79.5 — p < X—u < 120.5—,u)

7.14

7.15 Antag att en tillverkad enheter dr defekt med sannolikhet p = 0.005 oberoende av andra tillverkade
enheter. Av n = 100 tillverkade enheter lat X beskriva antalet defekta. Da #r X binomialférdelad, X &r
Bin(n, p) och

3 3
q=P(X>3)=1-P(X<3)=1-) P(X=k=1-)_ <Z>pk(l—p)"_k =1-0.99833 = 0.00167.
k=0 k=0

Eftersom p < 0.10 &r en Poissonapproximation av binomialférdelningen tillaten och approximativt erhalles
med pu=np=0.5

3

P(X>3)=1-P(X<3)=1-) P(X=k)

k=0 k=0

2
—
|
(]
=

e " =1-0.99825 = 0.00175.

Alltsa dr en kartong med 100 enheter dalig med sannolikhet ¢ oberoende av andra kartonger. Av m =
10000 kartonger ér antalet daliga kartonger, Y, binomialférdelat, det vill siga Y &r Bin(m, ¢). Alltsa dr

25 25
m
P(Y>25)=1-P(Y<25)=1- P(Y=k)=1-— k(1 —q)™ % =1-0.97871 = 0.02129.
(V=21 P <29 =1- 3P0 =b %(,{)um

Eftersom ¢ < 0.10 dr en Poissonapproximation av binomialférdelningen tillaten och approximativt erhalles
med po = mq = 16.733

25 25

k
P(Y>25)=1-P(Y <25)=1-Y P(Y=k~1- Z“—few =1-0.97862 = 0.02138.
k=0 k=0 k!

An enklare dr formodligen att utnyttja normalapproximation av binomialférdelningen. Hir &r V (Y) =
mq(l — ¢) ~ 16.7 > 10 sa normalapproximation kan goras. Med pe = mq och 0 = y/mgq(1 — ¢) erhalles

Y — 25 —
M2 > M2
g g

2 —
P(Y>25)=P ( ) ~1— <M> =1-®(2.0228) = 1 — 0.97845 = 0.02155.

g

7.16 (Jamfor med uppgift 2.21). Av N = 100 distinkta enheter &r s = 6 defekta, det vill siiga andelen defekta
enheter dr p = 6%. Av n = 5 pa mafa utvalda enheter 1at X vara antalet defekta om urvalet skedde utan
aterlaggning. Da dr X hypergeometriskt fordelad och

#satt att vilja #satt att vilja

k bland de de- | [ 5 — k bland de <Z> < 94k)

fekta hela 5—

( ) #sétt att vilja 5 bland alla 100
5
for k=0,1,...,5. Med andelen p som parameter ar
N-—-n 100 -5
E(X)=np=5-0.06=0.30 V(X) —np(l—p)N_1 =5-0.06-0.94 100 =1 = 0.27061
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dvs D (X) = /V (X) = 0.5202. Vidare sa &r

54891018 + 18297006 435643

P(X<1)=P(X=0+P(X=1 75287520 448140

= 0.97211.

7.17 1 en population av storlek N &r andelen p mén, det vill sdga antalet mén i populationen &r Np. Om n

7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

personer viljs pa mafa dr antalet utvalda mén, X,

e hypergeometriskt fordelat om urvalet sker utan aterliggning. Da ar

N-—n

EX)=np V(X)=np(l-p)—7-

e binomialfordelat om urvalet sker med aterlaggning. Da &r

EX)=np V(X)=np(l-p).

Med vérden n = 100, p = 0.60 erhalles

vV (X)
E(X) med utan
N =200 60 24 12.06
N =1000 60 24 21.62

a) For att hypergeometrisk fordelning skall kunna approximeras med binomialférdelning skall populatio-
nens storlek NV vara mycket stérre dn urvalsstorleken n. Vi kréver att n/N < 0.10. Hér dr n/N = 0.01 sa
approximationen &r tillaten.

b) For att hypergeometrisk fordelning skall kunna approximeras med normalférdelning skall variansen
inte vara for liten. Vi kriiver att V (X) = np(1 — p)d2 > 10. Hér &r variansen 78 si approximationen r
tillaten.

c¢) Tvastegsapproximation. Eftersom n/N = 0.05 < 0.10 sa kan fordelningen approximeras med binomi-
alférdelningen. Denna binomialférdelning later sig approximeras med normalfordelningen om dess varians
np(l —p) > 10. Hér dr np(1l — p) = 345 sa normalapproximationen &r tillaten. (Béttre dr dock att gora
approximationen i ett steg och anviéinda np(1 — p)d? som varians i normalférdelningen.

d) Enstegsapproximation. Approximationen #r tillaten om p + n/N < 0.10. Hér édr p + n/N = 0.065 sa
approximationen ir tillaten.

Tvastegsapproximation. Eftersom n/N = 0.025 < 0.10 sa kan fordelningen approximeras med binomi-
alférdelningen. Denna binomialférdelning later sig approximeras med Poissonférdelningen om p < 0.10.
Hér &r p = 0.04 sa Poissonapproximationen &r tillaten.

For en Poissonfoérdelad stokastisk variabel X med parameter p dr E (X) = g och V (X) = p. Variation-
skoefficienten

&=
s
=
=

[\



vilket ger = 4. Da ar
0
P(X =0)= %e_“ — e " = 0.018316.

7.23

7.24 Lat Xq,..., X4 beskriva antalet samtal till telefon 1,... 4 under tidsintervallet. Modell: X; dr oberoende
och Poissonfordelade med véntevirden

E(X1)=EX2)=FE(X3)=1 E(X4)=0.5.
Med Y som det totala antalet samtal till kontoret &r
Y=X1+Xo+ X35+ X4
en Poissonfordelad stokastisk variabel med véntevéarde
m=E{Y)=E(X1+Xo+Xs+Xy4)=FE(X1)+ E(X2)+ E(X3)+ E(X4) =3.5.
Sokt &r
2 2 ok
P(Y>3) = 1-P(Y<3)=1-P(Y<2)=1-» P(Y=k=1- ,;k_ -

k=0
1-0.32085 = 0.67915.

7.25

7.26 Lat X beskriva antalet blodkroppar i 1mm? blod hos personen. D4 #r X Poissonfordelad med parameter

A = 6000. D &r
4999 4999 A N \
P(X <5000)= Y P(X=k) = e =110 0,
k=0

Eftersom A > 15 &r normalapproximation av Poissonfordelningen tillaten. Med normalapproximation fas,

X — X  5000—\ 5000 — A
P(X < 5000)=P < =¢| —— ") =d(-12.91)=2.0-10"38.
( ) < VA N2\ ) ( VA ) ( )

Antalet blodkroppar i en ml = 1000 mm?® blod #r Poissonférdelat med vinteviirde 1000)\. Dessa blandas
upp i en viitska om 1 liter = 10° mm®. Om en mm? viitska plockas ut ansétter vi modellen att varje
blodkropp i vitskan har sannolikheten p = 1/10° tas med i urvalet. Antalet blodkroppar i urvalet, Y,
blir d& Poissonfordelat med parameter u = (1000\)p = 6. Da &r

P(Y <5) =) P(Y 24:

k=0 k=0

k

=

~H =10.28506.

=

7.27 Lat X4,..., X, beskriva antalet larm under dagar 1, ..., n. Modell: X; 4r oberoende och Poissonférdelade.

Det totala antalet larm under ett ar ar
n

V=) X,

i=1

en summa av oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler, alltsa dr Y Poissonfordelad med parameter

1
= (ZX>_nE i) =365 5 =182.5.
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Nu ar

200 200
I
P(Y>200):1—P(Y§2OO):1—ZP(Y:k)zl—zﬁe“:1—0.9071720.09283.
k=0 k=0

Eftersom p > 15 sa kan fordelningen for Y approximeras med en normalférdelning, N(yu, /j). Da ér

Y —p 200 - 200 —
p 20 “) ~ 1 —<I>< w0 "‘) =1— ®(1.2954) = 1 — 0.90241 = 0.09759.
Vi Vi Vi

An bittre blir approximationen om man utnyttjar halvkorrektion. D4 &r

Y—u> 200.5—u> Nl_q)<200.5—u

P(Y>200):P<

P (Y > 200)

P(Y >2005)= P < ) =1— ®(1.3324)

= 1-0.90864 = 0.09136.

7.28 Lat X beskriva antalet flygplan av n = 100 som totalhavererar under ett ar. Modell: plan totalhavererar
med sannolikhet p = 0.008 och oberoende av varandra. X #r Bin(n,p). Forsikringsbolagest vinst ges av

Y =n-10* — X10° = 105(1 — X).

Hindelsen Y < 0 dr samma héndelse som X > 1 och

P(Y <0) 1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))

1— <<g>p0(1 _p)ioo 4 (T)pl(l —p)99) — 1 —0.80908 = 0.19092.

Poissonapproximation av Binomialférdelningen gar bra om p < 0.10, sa hir kan X s#gas vara approxi-
mativt Poissonférdelad med parameter p = E (X) =np = 0.8. Da &ar
10 ml
1-(P(X=0+P(X=1)=1- (ae” + Te“) =1-0.80879 = 0.19121.

7.29

7.30

7.31 Lat X vara Poissonfordelad med parameter A och beskriva antalet dgg som insekten ligger. Varje dgg
kldcks med sannolikhet p oberoende av andra dgg. Lat Y vara antalet dgg som kliacks. Da ar Sy =

{0,1,2,3,...} och givet att X = n &r antalet dgg som klicks binomialférdelat, Bin(n,p). Alltsa, for
k=0,1,2,... &ar

[e%e) [e%e) n B An ~
PY =k = ZP(Y:k|X:n)P(X:n):Z<k>pk(1—p)” ’“-Fe A
n=~k n=~k ’
@V A A0 ) S A=)t N iy
= e n—k! K Do e e
n=k n=0
—eX(1-p)
(2 e T
= me e

det vill sdga Y &r Poissonfordelad med parameter p = pA.
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