8. NAGRA SPECIELLA KONTINUERLIGA
SANNOLIKHETSFORDELNINGAR

8.1 Normalfordelningen

Den kanske viktigaste och mest kéinda sannolikhetsfordelning ar den s k nor-

malférdelningen. Den har en mycket stor betydelse som modell for manga

fenomen och anvénds flitigt inom statistiken. Normalfordelningens tathets-

funktion beskriver en jamn kurva med en bestamd, karakteristisk form, ”klock-
formen”, se figur 8.1
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Figur 8.1 Normalférdelningens tathetsfunktion

Allmént galler for normalfordelningens tathetsfunktion att den ar symmetrisk
kring ett mittvarde. Detta mittvarde ar fordelningens vantevarde. Nor-
malférdelningens vantevarde brukar symboliseras med den grekiska bokstaven
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p (my). Fordelningens varians brukar symboliseras med o2 (sigma kvadrat).
Standardavvikelsen &r alltsa . De sa kallade svansarna gar asymptotiskt
mot z-axeln, vilket innebér att kurvan narmar sig x-axeln utan att skara
den.

Arean mellan kurvan for tathetsfunktionen och z-axeln representerar totala
sannolikheten, som givervis ar lika med 1. Mellan p och p + o, dar o ar
fordelningens standardavvikelse, ligger ungefar 34 % av fordelningsarean, se
figur 8.2
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Figur 8.2 For normalférdelningen &r sannolikheten ungefér 0,34 att fa en
observation mellan y och p+ o

Matematiskt uttryckt &r normalfordelningens tathetsfunktion
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Den matematiskt insatte inser att kurvan ar entydigt bestamd om fordelningens
vantevarde och varians ar kdnda storheter. Man anvéander ofta beteckningen



X ~ N (u,0?) for att ange att en stokastisk variabel X dr normalférdelad
med vintevirdet p och variansen o?. Om g och o2 dr kinda, exempelvis
p =1 och 0% = 4 skriver vi X ~ N (u = 1,02 = 4) for att beteckna att X
ar en normalférdelad stokastisk variabel med vantevardet 1 och variansen 4.
Om det inte finns nagon risk for missforstand skriver vi kortare X ~ N (1,4).

Tva normalférdelningar som har samma vanteviarde och samma varians ar
saledes identiska. Figur 8.3 a) illustrerar tva normalférdelningar med samma
véinteviarde men med olika varianser, medan figur 8.3 b) illustrerar tva nor-
malférdelningar med olika vantevarden men med samma varianser.

Normalférdelningen ar en teoretisk konstruktion. Inom de tillampade veten-
skaperna existerar knappast nagra fordelningar som Gverensstdmmer med
normalfordelningen i strikt matematisk mening. Daremot kan normalfordelningen
ofta med fordel anvandas som en approximation till andra fordelningar. Vi
talar da om en approximativt normalférdelad stokastisk variabel. Ett viktigt
exempel pa detta dr att binomialférdelningen under vissa villkor kan ap-
proximeras med normalfordelningen. Detta kommer att diskuteras narmare

1 avsnitt 8.3.

En foérutsattning som kravs for vissa inferensmetoder ar att de stokastiska
variabler som vi arbetar med &r normalfordelade eller atminstone approxi-
mativt normalférdelade.

Normalférdelningen har stor beydelse inom inferensteorin ocksa darfor att
de sa kallade samplingfordelningarnas form néarmar sig normalférdelningens
form, under vissa villkor, da stickprovsstorleken 6kar. Samplingférdelningarna
behandlas i kapitel 15.

Ofta kan det vara av varde att veta hur stor andel av arean under tathetsfunktionen
som ligger till vanster om ett visst variabelvarde, t ex vardet x. Vi erinrar oss

att arean till vanster om x representerar sannolikheten att variabeln antar

ett virde som &r mindre &n eller lika med x, dvs P (X < z).
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Figur 8.3 a) Tva normalférdelningar med samma véantevirde men med olika
varianser
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b) Tva normalférdelningar med olika vantevirden men med samma varians

For att enkelt kunna avlasa sannolikheten att en normalfordelad stokastisk
variabel skall anta ett viarde som ar mindre an eller lika med ett visst givet
tal, kan man anvanda diagram over normalfordelningens fordelningsfunktion,
se figur 8.4. Kurvan beskriver hur andelen av fordelningsarean till vanster
om variabelviardet x ¢kar da x gar fran —oo till +o00. Salunda avlaser vi
att for x = p ar andelen till vanster om z lika med 0,50. Detta innebér att



sannolikheten &ar 0,50 att en normalfordelad stokastisk variabel skall anta ett
varde som ar mindre an eller lika med p, P (X < pu) = F (u) = 0,50.

Senare kommer vi att berdkna dessa andelar (sannolikheter) med hjilp av

en tabell.
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Figur 8.4 Sannolikheten att en normalférdelad stokastisk variabel X antar
ett virde som ar mindre an eller lika med ett tal x ar en funktin av x

8.2 Den standardiserade normalfordelningen

I det hér avsnittet studerar vi en speciell variabeltransformation utford pa
normalférdelningen. Denna transformaton ar ofta av stor nytta da man
skall berakna sannolikheter for normalfordelade stokastiska vriabler. Lat
darfor X vara en normalférdelad stokastisk variabel med véntevardet u
och variansen o?. Genom att bilda den stokastiska variabeln ¥ = X — p
"flyttar” vi fordelningen sa att den blir symmetrisk kring noll i stéllet for
kring vantevardet u, se figur 8.5. Med andra ord, férdelningen for Y far
vantevardet 0.
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Figur 8.5 Fordelningen blir symmetrisk kring noll da vantevardet
subtraheras fran en normalfordelad stokastisk variabel.

Om vi darefter dividerar Y med standardavvikelsen o, dvs vi bildar en ny
stokastisk variabel Z = %, finner vi att den nya stokastiska variabeln Z
har vantevardet 0 och standardavvikelsen 1. Denna ” Z-transformation” kan
vi gora utan att normalférdelningen mister sina allmanna egenskaper.

Da varje normalférdelning entydigt bestams av sitt vantevarde och sin var-
ians innebér det att varje normalfordelning later sig transformaras till den
entydligt bestdmda normalférdelningen med vanteviardet 0 och variansen 1.
Denna normalférdelning kallas den standardiserade normalfordelningen. FEn
vanlig beteckning for denna ar N (0, 1).

Den standardiserade normalférdelningens fordelningsfunktion anvénds sa ofta
sa att den har en egen beteckning. Den betecknas med ® (z) och finns
tabellerad sa att man kan se hur stor andel av fordelningsarean som &r
beldgen till vanster om ett visst z-varde. En forkortad tabell over nor-
malférdelningens férdelningsfunktion visas i tabell 8.1., medan en mer utforlig
tabell finns i tabellbilagan.



z  P(z)

-3.0 0.001
-2.9 0.002
—2:,0 0,(;23
—1:,0 0.1:59
0?0 0.5200
0i8 0.7:88
2:0 0,5;77
2i9 0.5;98
3.0 0.999

Tabell 8.1 Den standardiserade normalfordelningens fordelningsfunktion

Av tabell 8.1 framgar att ® (z) = 0,159 for z = —1, dvs z = —1 skér av 15.9
% av fordelningsytan for en standard normalférdelning. Vi kan tolka detta
som att sannolikheten att den stokastiska variabeln Z skall anta ett varde
mindre an eller lika med -1 &ar lika med 0.159,

P(Z<-1)=®(-1)~0,159.

Vi skall nu ge nagra exempel pa berakningar av sannolikheter i samband med
normalférdelningen.

Exempel 8.1

Vid det slumpmaéssiga forsdket att bestamma vikten i gram av en viss typ
av konserver foreligger en normalférdelning med vantevéardet p = 300 g och
standardavvikelsen o = 10 g. Vi soker sannolikheten for att en slumpmassigt
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vald konserv har en vikt som understiger 320 g. For att berakna denna san-
nolikhet anvénder vi Z-transformationen. z-vardet 320 motsvarar z-vardet
050 = 2. Andelen av fordelningsarean till vénster om 2 &r 0,977 (se
tabell). Detta kan mer formellt skrivas

o 10
= P(Z<2)=d(2)~0,977.

X - 20 —
P(X <320) = P( i 32 300>

Pa samma sétt berdknar vi sannolikheten att vikten hos en slumpmassigt
vald konserv har en vikt som understiger 280 g genom

X —pu < 280 — 300
o = 10
= P(Z<-2)=d(-2)~0,023.

P(X <280) = P(

Sannolikheten att konservvikten ligger mellan 280 g och 320 g kan vi salunda
fa genom

®(2) — ®(—2) ~ 0,977 — 0,023 = 0,954. W

Exempel 8.2

Vi skall nu vinda pa fragestallningen fran foregaende exempel och berdkna
den vikt z sadan att det ar en sannolikhet av 0,995 att konservvikten skall
vara mindre an z. Vi far

¢ (z) =0,995
vilket innebar 200
l’ J—
d = )
( 10 ) 0,995

Men
d (2,58) ~ 0,995

och alltsa ar

x — 300
~ 2,58
10 ’
vilket ger
r~325,8. 1



Pa grund av symmetriskél inser man att

O(—2)=1—-o(2).

Vi har nu diskuterat nagra av normalfordelningens matematiska egenskaper
och visat hur man med hjalp av z-transformationen kan berdkna sanno-
likheter. Normalfordelningen ar en matematisk modell som ofta anvands
inom statistiken for att beskriva olika slumpmassiga forsok. Det &r naturligt
att fraga sig i vilka typer av situationer som normalférdelningen kan vara
en anviandbar modell. En typ av modell dar normalférdelningen brukar
forekomma ar den s k matfelsmodellen. Den bygger pa situationen att
méatningar av nagon fysikalisk storhet skall utféras. Da vi gor métningar
intraffar det ofta att vi inte erhaller exakt det riktiga vardet. Det métvérde
vi erhaller beror inte bara av det sokta vérdet, utan det beror dven av en
rad slumpmassiga faktorer vilka astadkommer fel i var métning. Differ-
ensen mellan det sanna sokta vardet och det uppmétta vardet utgor salunda
ett matfel och detta maétfel ar den sammanlagda effekten av ett stort an-
tal slumpmassiga faktorer som paverkar métningen. Métfelet kan alltsa be-
traktas som en stokastisk variabel. Den kan vara positiv eller negativ och
dess virde kan vara av varierande storlek. Savida inga systematiska matfel
forekommer blir det forvantade méatfelet lika med noll. De métfel som upp-
kommer pa detta satt antas ofta vara normalférdelade. Om X ar det erhallna,
matvardet och p det sanna vardet kan vi uttrycka detta matematiskt som

X=p+e

dér den grekiska bokstaven e (epsilon) representerar métfelet och vi antar

att métfelet ar normalférdelad med véntevirdet 0 och variansen o2,

ENN(O,O'Q).

En annan typ av modeller dar normalférdelningen ofta kommer till anvandning
ar da matvarden varierar i en population. T ex betraktas kroppslangden hos
manniskor ofta som normalférdelad. Om man da véljer en person slumpmaéssigt
och maéter langden kommer den resulterande stokastiska variabeln att vara
normalfordelad.



Ovning 8.1

Forklara vad vantevardet p och standardavvikelsen o berdttar om en nor-
malférdelning.

Ovning 8.2

Forklara hur man berdknar ett z-varde som svarar mot ett varde hos en
normalférdelad stokastisk variabel. Vad séger z-vardet?

évning 8.3

En stokastisk variabel X dr normalférdelad N (u = 50,02 = 100). Berikna
med hjalp av tabell

a) P(X < 65). b) P(X <25). ¢) P(X >35). d) P(X > 70).
e) P (40 < X < 60). f) P(|X — 50| < 20). g) P(|X — 50| > 15).

Ovning 8.4
Vilka varden i en standard normalférdelning definierar

a) de storsta 25 % av populationen. b) de storsta 75 %. ¢) de minsta 25 %.
d) de mittersta 90 % av populationen.

(")Vﬂing 8.5

Antag att taxeringsvérdet hos smahus i ett omrade foljer en normalférdelning
med vantevardet 170 000 kr och standardavvikelsen 300 000 kr. Hur stor
andel av smahusen i omradet har ett taxeringsvarde som oOverstiger 2 000
0007

(")Vﬂing 8.6

Antag att kolesterolvardet hos vuxna kvinnor kan beskrivas av en normalférdelning
med véntevérdet 180 mg/dl och standardavvikelsen 25 mg/dl.

a) Hur stor andel vuxna kvinnor har ett kolesterolvirde 6ver 200 mg/dl? b)
Hur stor andel vuxna kvinnor har ett kolesterolvirde mellan 150 mg/dl och
170 mg/dl?
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Ovning 8.7

Vikten i gram av en viss konservtyp ar normalfordelad med standardavvikelsen
o = 10. Vantevardet 1 kan man reglera genom att justera installningen hos
pafyllnadsmaskinen. Vilket &r det minsta tillatna vardet pa g om man vill
att hogst 5 % av konserverna far ha en vikt understigande 300 gram?

Ovning 8.8

Enligt en modell ar den arliga utdelningen hos en aktie i foretag A nor-
malfordelad med vandevardet 6,2 % och standardavvikelsen 10,3 %. Enligt
samma modell ar utdelningen hos en aktie i foretag B normalférdelad med
vantevardet 2,6 % med standardavvikelsen 4,3 %. Bestam sannolikheten att

a) En aktien i foretag A ger en positiv utdelning. b) An aktie i foretag B ger
en positiv utdelning. c¢) En aktien i féretag A ge en utdelning som é&r storre
dn 10 %. d) En aktie i foretag A ger storre utdelning &n en aktie i féretag B.

8.3 Normalfordelningen som approximation av
binomialfordelningen

Lat X vara en binomialfordelad stokastisk variabel med parametrarna n och
p. Bilda den standardiserade stokastiska variabeln

X —np

Vnp(1—p)

I figurerna 8.6 och 8.7 visas fordelningen for Z da X ~ bin (n = 24,p = 1/3)
respektive X ~ bin(n =48,p=1/3). Fran figurerna verkar det som om
fordelningen for Z liknar normalfordelningen. Likheten tycks ocksa bli béttre
dan okar. Fordelningen for Z narmar sig den standardiserade normalfordelningen
dan okar. Detta ar ett specialfall av den mer generella centrala gransvardessatsen
som diskuteras langre fram.

Att fordelningen ”liknar” normalférdelningen innebar att normalférdelningen
kan anvandas som approximation till binomialfordelningen under vissa vil-
lkor. Approximationen blir battre da n ckar och &r i allmédnhet god om np > 5
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da p < 0.5 respektive n (1 —p) > 5 da p > 0.5. Tack vare denna approxima-
tion ar det mojligt att berdkna sannolikheter, atminstone approximativt, for
binomialférdelade stokastiska variabler da n ar sa stort att fordelningen inte

finns tabellerad.

0,154

0,104

f(2)

0,05+

Figur 8.6 Frekvensfunktionen for binomialférdelningen med n=24 och
p=1/3 efter z-transformation
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Figur 8.7 Frekvensfunktionen fér biomialférdelningen med n=46 och p=1/3
efter z-transformation
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En detalj som komplicerar approximationen ar att binomialférdelningen ar
diskret medan normalférdelningen &ar kontinuerlig. Vill vi t ex berdkna
P (X =x), dir x ar ett tal, far vi

X —np T —np X —np

PX=xz)=P = =P|Z=——=

( ) (\/np(l—p) \/np(l—p)) < np(l—p))’
men, om Z ar en kontinuerlig stokastisk variabel blir denna sannolikhet
noll, oavsett viardet pa z. Eftersom X &r binomialférdelad och endast kan
anta heltalsvirden géller det att P (X =z) = P (x - % < X<z+ %) Vi
later darfor P (X = x) approximeras av arean under normalférdelningens
tathetsfunktion i ett intervall, se figur 8.8. Med formler far vi

1 1
P(X=1) = P(x—§§X§w+§)

= P

x—%—np< X —np <x+%—np
Vnp(L—p) = \/mp(L—p) = /e (1 - p)
_ p x—%—np <z x+%—np)

Vnp(l—p) : vnp(1—p)
- x+%—np> _q)(x—%—np>'
np (1 —p) np (1 —p)

Tekniken att pa det hér sittet bilda ett intervall kring det tal man ar in-
tresserad av kallas kontinuitetskorrektion.

Exempel 8.3

Antag att X ~ bin(n =20,p=0,45). Enligt binomialférdelningstabellen
galler det att
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Figur 8.8 P (X = ) i binomialférdelningen approximeras med den
skuggade arean i normalférdelningen.

Eftersom np = 20 - 0,45 = 9 > 5 kan vi anvanda normalférdelningen for att
approximera denna sannolikhet. Vi far

543 —20-0,45 5-3—20-0,45
P(X=5 = & — &
/200,45 - (1 —0,45) V/20-0,45 - (1 —0,45)

~ O (—1,57) — ®(—2,02) ~ 0,0582 — 0, 0217 = 0, 0365,

dvs med fyra decimaler stammer approximationen exakt.

I det har fallet da den sokta sannolikheten fanns tabellerad ar det ingen storre
idé att arbeta med en approximation om man inte, som har, vill jamfora
approximationen med tabellvirdet for att se hur bra approximationen &r.

Normalt anvéinds approximationen da sannolikheterna inte finns tabellerad.
|

Da sannolikheter av typen P (X < x) skall berdknas anvéinds kontinuitetsko-
rrektionen pa motsvarande sitt, dvs

P(X <) = p(ngﬁz):p(

X +3—np < T4 3 —np
2 2

Vnp(1—p) = /np(1—p)
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_ plz< P2 g FE2 P )
np (1 —p) np (1 —p)

Ovning 8.9

a) Forklara varfor det kan vara av intresse att approximera en binomi-
alfordelning med en normalférdelning. b) Vilka villkor maste vara upp-
fyllda for att en binomialfordelning skall kunna approximeras med en nor-
malfordelning? c¢) Forklara hur man gér en kontinuitetskorrektion.

Ovning 8.10
Antag att X ~ bin (n = 80,p = 1/3). Berdkna sannolikheterna
a) P(X =27). b) P(X <20). ¢c) P(25 < X <28).

(")Vﬂing 8.11

En reklamfirma genomforde en kampanj for att introducera en ny produkt.
Néar kampanjen var slutford havdade firman att 20 % av malgruppen kénde
till den nya produkten. For att kontrollera detta drog produktens tillverkare
ett slumpmaéssigt urval om 1000 personer fran malgruppen och fann att 150
personer kande till produkten.

a) Antag att reklamfirmans pastaende ar riktigt. Bestdm forvéntat virde
och standardavvikelse for antal personer i urvalet som kanner till produkten.
b) Bestdm sannolikheten att 150 personer eller firre i ett urval om 1000
personer kanner till den nya produkten. c) Ar det rimligt for tillverkaren att
tro pa reklamfirmans pastaende? Forklara!
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8.4 Exponentialfordelningen

Antag att antalet ganger en viss héndelse intraffar i ett tidsintervall ar Pois-
sonfordelad med parametern \ och lat X vara tiden mellan tva sadana
héndelser. Man kan da visa att X &r en kontinuerlig stokastisk variabel

med tathetsfunktionen
e ™M for x>0
fla)= { 0 annars.

En sadan fordelning kallas exponentialfordelningen med parametern A\. En
graf over téathetsfunktionen for en exponentialférdelning visas i figur 8.9.
Fordelningsfunktionen fér en exponentialfordelad stokastisk variabel &r

F(X)=1-e"

Om X ar en exponentialfordelad stokastisk variabel med parametern \ beteck-
nar vi det vanligen med X ~ exp (A). Véntevardet och variansen i en expo-
nentialférdelning ges av

1 1
Tiden mellan tva handelser ar alltsa i medeltal ett delat med antal hédndelser
i ett tidsintervall. Om, t ex, det intraffar i medeltal fyra handelser under en

timme ar det i medeltal 15 minuter mellan varje handelse.

Platx<h)
o a b

x

Figur 8.9. Tathetsfunktionen fér en exponentialférdelning.
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Exempel 8.4

Antag att antal patienter som kommer till en akutmottagning under en viss
tidsperiod &ar Poissonfordelad. Vi vet da att tiden mellan tva ankomster, X,
ar exponentialfordelad. Det har visat sig att det kommer i medeltal atta
patienter per timme, dvs A = 8. Sannolikheten att man far vinta hogst tio
minuter (dvs 1/6 timme) mellan tva patienter ar darfor

1 1
P (X < 6) =F (6) =1—e%5%0,7364.

Sannolikheten att man far vénta minst fem minuter (1/12 timme) ar pa
motsvarande satt
1 1
P(X>=)=1-F(=)=1-(1-¢%12)~0,5134.
( ~ 12> (12> (1=eF) =0,

Sannolikheten att det tar mellan fem och tio minuter mellan ankomsten av
tva patienter ar darfor

P (1—12 <X< %) ~0,7364 — 0,5134 = 0, 2230.

Ovning 8.12
Antag att en stkastisk variabel X &r exponentialfordelad med A = 2.

a) Vilka virden kan X anta? b) Rita grafen av téthetsfunktionen. c¢) Bestdm
P(X <1). d) Bestam P (0,25 < X <1). e) Bestdm P (X > 2). f) Berdkna
vantevirde och standardavvikelse for X. g) Bestdm sannolikheten att X
avviker hogst en standardavvikelse fran vantevérdet.

Ovning 8.13

For ett tillverkningsforetag galler att antal driftstopp i produktione ar i
medeltal tva per 500 timmar. Lar X beteckna tiden mellan tva driftstopp.
a) Bestdm vintevirdet av X. b) Bestdm sannolikheten att tiden mellan tva
driftstopp ar mellan 100 och 300 timmar.
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8.5 x’-fordelningen

Lat X7, Xs,..., X, vara n stycken oberoende normalfordelade stokastiska
variabler, alla med vintevirdet 1 och variansen 2. Vi vet da att variablerna

X, —

g

Zi= fori=1,2,...,n

ar oberoende normalfordelade stokastiska variabler med vantevardet noll och
variansen ett. Bilda en ny stokastisk variabel x? genom att kvadrera de
stokastiska variablerna Z;, dvs berikna Z? for i = 1,2,...,n och summera

kvadraterna N . )
2 _ 2 _ (Xi —n)
vy ey
i=1 i=1
x? siges da vara y2-fordelad med n frihetsgrader. Vi betecknar denna fordelning
med symbolen x? (n). Antalet termer i summan, n, kallas fordelningens fri-
hetsgradtal.

x2-férdelningen forekommer i flera tillimpningar vi kommer att studera och
spelar en viktig roll i inferensteorin. I figur 8.10 visas y2-fordelningens
tathetsfunktion vid nagra olika frihetsgradtal. Observera att den stokastiska
variabeln y? inte kan anta negativa virden. Om antalet frihetsgrader n ar
storre an tva, sa har tathetsfunktionen ett maximum for vardet n — 2. Man
kan visa att

E(Xz) =n
V(3 = o

Dé antalet frihetsgrader 6kar, blir y2-fordelningen mer symmetrisk. For stora
varden pa frihetsgradtalet liknar y2-fordelningen normalférdelningen. Vi kan
da approximera y2-fordelningen med normalférdelningen. Approximationen
blir battre da frihetsgradtalet okar. y2-fordelningen finns tabellerad for ett
antal frihetsgrader.
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Figur 8.10 y2-fordelningens tathetsfunktion for frihetsgradtalen n=1, n=2,
n=4 och n=6.

Exempel 8.5

Vi vill bestédmma det tal K som ar sadant att P (x* > K) = 0,05, dir x? ar
en y>-fordelad stokastisk variabel med 10 frihetsgrader, se figur 8.11.

Eftersom P (x? > K)+ P (x* < K) = 1, ar vart problem detsamma som att
berikna det tal K som ar sadant att P (x* < K) = 0,95. I tabellen ser vi
att P(x? <18,3) ~ 0,95. Alltsa, vart sokta tal ar K ~ 18, 3.
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Figur 8.11 y2-fordelningen med 10 frihetsgrader. K ar det tal som &r
sadant att P (x* > K) = 0,05

8.6 t-fordelningen

Vi skall betrakta ytterligare en fordelning som &r av stor betydelse i tillampningar
av inferensteori. Fordelningen kallas ¢-fordelningen eller Students ¢-férdelning.
Lat Z vara en standardiserad normalférdelad stokastisk variabel och 1at y?
vara en y>-fordelad stokastisk variabel med v frihetsgrader. (v ar den grekiska
bokstaven "ny”). Antag att Z och x? ér stokastiskt oberoende och bilda en

ny stokastisk variabel T" genom

Da sdges T vara en t-fordelad stokastisk variabel med v frihetsgrader. Vi
betecknar denna fordelning med t (v). I figur 8.12 visas téthetsfunktionen for
t-fordelningen med v = 5 frihetsgrader. I figuren visas dven tathetsfunktionen
for den standardiserade normalférdelningen. De tva fordelningarna ser tamligen
lika ut. Normalférdelningens tathetsfunktion antar dock storre varden néara
noll medan ¢-férdelningens tathetsfunktion har ”tjockre svansar”. Man kan
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visa att da antalet frihesgrader okar blir ¢-férdelningen mer och mer lik den
standardserade normalférdelningen. ¢-fordelningen finns tabellerad for nagra
frihetsgrader.

| |
T T

-5 -25 0 25 5

Figur 8.12 Tathetsfunktionerna for ¢-fordelningen med v = 5 frihetsgrader
och for den standardiserade normalférdelningen

Exempel 8.6

Lat T vara en t-fordelad stokastisk variabel med 10 frihetsgrader (se figur
8.13). Vi vill bestdmma ett tal K sadant att P (7 > K) = 0,025. Vi vet
att vart problem ar detsamma som att bestimma det tal K som ar sadant
att P (T < K)=0,975. Ur tabellen far vi att P (T < 2,228) ~ 0,975. Vart
sokta tal ar alltsa K = 2,228.

Om vi i stallet studerat en standardiserad normalférdelad stokastisk vari-
abel Z sa ger P(Z > K) = 0,025 ett annat viarde pa K, ndmligen det
som bestdms av @ (K) = 0,975, dvs K ~ 1,96. Det storre virdet for ¢-
fordelningen beror tydligen pa t-fordelningens ”tjockare svansar”. [ |
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Figur 8.13 t-fordelningen med 10 frihetsgrader. K &r det tal som &r sadant
att P (T > K) =0,025

(")VIIiIlg 8.14

En tillverkare av blekmedel 6nskar reglera sin pafyllnadsmaskin sa att i det
langa loppet endast en flaska av 100 innehaller mer blekmendel &n 2,46 dl.
Antag att volymen blekmedel vid en pafyllning kan approximeras med en
normalfordelning med standardavvikelsen 0,2 dl. Vad maste véntevirdet
vara for att tillverkarens 6nskemal skall vara uppfyllda?

évning 8.15

En forpackningsmaskin fyller i medeltal 5,2 hg kaffe i halvkilospaket. Genom
erfarenhet vet man att vikten av kaffe i en burk &ar approximativt nor-
malfordelad med standardavvikelsen 10 g.

a) Hur manga burkar i ett pari om 100.000 burkar férvéntas innehalla mindre
dn 1/2 kilo kaffe?

b) Vad maste medelvikten vara om i medeltal endast en burk av 500 in-
nehaller mindre &n 1/2 kg kaffe?
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