7. NAGRA SPECIELLA DISKRETA
SANNOLIKHETSFORDELNINGAR

Nagra sannolikhetsférdelningar forekommer ofta i tillampade problem. Efter-
som de forekommer ofta har de fatt speciella namn. I detta kapitel skall vi
studera nagra vanliga diskreta fordelningar.

7.1 Binomialfordelningen

En diskret sannolikhetsfordelning som forekommer ofta i tillampningar ar bi-
nomialférdelningen. Den beskriver antal ganger en viss handelse intraffar da
ett slumpmassigt experiment upprepas. For att definiera binomialférdelningen
kan vi forst tanka pa ett slumpmassigt forsok som har tva mojliga utfall. Det
kan t ex vara en kund i en butik som antingen koper en utbjuden vara eller
inte. Tva andra exempel pa forsok med tva mojliga utfall &r en student som
klarat en tentamen eller inte och en tillverkad produkt som fungerar enligt
specifikationerna eller inte. Ett sadant forsok brukar kallas Bernoulliforsok
och allméant brukar utfallen kallas ”lyckad” respektive ”inte lyckad”. Hér
anvinder vi ocksa beteckningarna A respektive A for de tva utfallen.

Exempel 7.1

Antag att vi vet att 20 % av alla kunder som far ett visst rabatterbjudande
i en affar utnyttjar erbjudandet. Att se om en slumpmaéssigt vald kund
utnyttjar rabatterbjudandet eller inte ar alltsa ett Bernoulltforsok. Om A far
beteckna hindelsen att kunden utnyttjar rabatterbjudandet ar alltsa P (A) =
0,20 och foljaktligen P (Z) = 0,80, dir A betecknar hindelsen att kunden
inte utnyttjar rabatterbjudandet. |

Antag nu att vi har ett Bernoulliférsék med P (A) = p, dér p ar nagot givet
tal. Antag vidare att vi upprepar Bernoulliforsoket ett antal ganger, sag
n ganger, och att upprepningarna ar oberoende av varandra. Antal ganger
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som handelsen A intréaffar ar da en stokastisk variabel. Lat oss beteckna den
stokastiska variabeln med X. De varden som X kan anta ar tydligen O, 1,
2,...,n och sannolikhetsfordelningen for X kallas binomialférdelningen med
parametrarna n och p. Vi betecknar detta med X ~ bin (n,p).

Exempel 7.1 (fortsdttning)

Lat oss igen betrakta exemplet med rabatterbjudandet. I varje forsok har
vi sannolikheten 0,2 for att handelsen ”kunden utnyttjar erbjudandet” skall
intraffa. Om vi har tva kunder som har fatt rabatterbjudandet kan vi se det
som tva upprepningar av Bernoulliférséket (n = 2) och rabatterbjudandet
kan tydligen utnyttjas av 0, 1 eller 2 kunder.

Lat A beteckna héndelsen att en kund utnyttjar rabatterbjudandet i ett
forsok och definiera den stokastiska variabeln X som antalet kunder som
utnyttjar rabatterbjudandet. Later vi (Z, Z) beteckna handelsen ”forsta
kunden utnyttjar inte rabatterbjudandet och andra kunden utnyttjar inte
rabatterbjudandet” far vi

P (ingen utnyttjar rabatterbjudandet) = f (0) = P (Z,Z)
Eftersom de tva forsoken ar oberoende ar

P(A/A)=P(A)-P(A)=0,8-0,8=0,64.

Vidare far vi pa motsvarande sétt
P (en utnyttjar rabatterbjudandet) = f(1) = P ((4, 4) U (4, A))

— P(AA) +P(AA)
0,2-0,8+0,8-0,2=0,32.

Vi kan skriva pa detta siatt och anvanda additionssatsen, ty (A, Z) och (Z, A)
kan inte intraffa samtidigt eftersom den forsta kunden kan inte bade utnyttja
erbjudandet och inte utnyttja erbjudandet.Slutligen far vi

P (bada utnyttjar rabatterbjudandet) = f(2) =P (A, A)=P(A)-P(A)
— 0,2-0,2=0,04.



Vi sammanfattar i foljande tabell

Hindelse z f(z) z-f(x) 22 f(2)
AA 0 064 0 0
AA 1 032 0,32 0,32
A A 1
AA 2 0,04 0,08 0,16

Summa 1,00 0,40 0,48

Tabell 7.1 Frekvensfunktionen f (x) for en binomialférdeladstokastisk
variabel med n = 2 och p = 0, 2.

De tre mojliga utfallen hos den stokastiska variabeln, 0, 1 och 2 kunder,

representerar tillsammans en sdker handelse som intraffar med sannolikheten
L,
fO)+f(1)+f(2)=0,64+0,3240,04 = 1.

Ur tabellen framgar ocksa att
E(X)=0,40

och
V(X)=0,48 — (0,40)> = 0,32. W

Lat nu allmént X vara antal ganger en hindelse A intréaffar. Med beteck-
ningarna P (A) = p och P(A) = q(=1—p) far vi med tva oberoende
upprepningar av forsoket
f0)=q-q=¢
f (1) =pg+qp=2pq
f@)=p-p=p

Om vi gor tre oberoende upprepningar av forsoket kan A intraffa 0, 1, 2
eller 3 ganger och utfallsrummet for X blir dérfér Qx = {0,1,2,3}. Om A
intraffar 0 ganger maste vi fa sekvansen A, A, A av Bernoulliforsok, sa att

fO)=q-q-q=¢



Att A intréaffar 1 gang kan ske pa tre olika sdtt, ndmligen antingen far vi
sekvensen A, A, A, eller A, A, A eller A, A, A, vilket ger sannolikheten

f (1) = paq + qpq + qqp = 3pq®

Pa motsvarande satt finns det tre olika sekvenser av Bernoulliférsok som gor
att A intréffar 2 ganger, namligen A, A, A, A, A, A och A, A, A, vilket ger

f(2) = ppq + pap + qpp = 3p°q

Slutligen kan A intraffa 3 ganger pa bara ett satt, A, A, A, sa att

f@)=p-pp=r"

Dessa termer kan vi helt allmént fa genom formeln

fz) = antal satt som x lyckade kan T e
= férekomma bland n forsok ) P '

Med hjalp av kombinatorik kan man visa att antal satt som x lyckade kan
forekomma bland n forsok ar

()=

dar
zl = 1-2-3-...-x
nl = 1.2-3..
o =1

Lite enklare skriver vi darfor frekvensfunktionen for en binomialfordelad
stokastisk variabel som

o= (Y= e

x!(n — 1)
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For att forenkla berakningar med binomialférdelade stokastiska variabler har
man konstruerat tabeller med sannolikheter. I tabellbilagan finns en tabell
over fordelningsfunktionen for binomialférdelningen for nagra varden pa n
och p. Om X ~ bin(n = 3,p =0,2) kan vi med hjélp av tabellen berdkna t
ex

f()=P(X=1)=P(X <1)— P(X <0)=0,8960 — 0,512 = 0, 3840.

Tabellen ger bara sannolikheter for p < 0,50. Vill vi berdkna sannolikheter
for fordelningar med p > 0,50 kan vi i stéllet definiera variabeln som raknar
antal ganger som komplementhandelsen intraffar. Vi betecknar den variabeln
med Y. Om t ex X ~ bin(n = 3,p = 0,8) och vi vill berdkna P (X =1)
vet vi att om A intréffar en gang maste A intriffa tva ganger, dvs om z = 1
sa ar y = 2. Vidare vet vi att A intréffar med sannolikheten 0,2, dvs Y ~
bin(n=3,p=0,2), sa att

P(X=1)=P(Y =2)=P(Y <2)-P(Y < 1) =0,9920—0, 8960 = 0, 0960.

Allmént galler det att
P(X<z)=P(Y >n—u2x)

dar Y ~ bin (n, q).

Den binomiala fordelningen illustreras i figurerna 7.1 och 7.2. I figur 7.1 visas
vart exempel med rabatterbjudanden med p = 0, 2 och for n = 2, 5 respektive
20 kunder. I figur 7.2 visas ett exempel med p = 0,5. Det sista exemplet
kan forslagsvis hénfora sig till n stycken kast med ett symmetriskt mynt med
registrering av antalet "klave”. Som framgar av figurerna &r férdelningen
symmetrisk for alla varden pa n da p = 0,5. Nar p = 0,2 ar fordelningen
daremot sned. Snedheten blir dock mindre markant da n 6kar. Allmént galler
att fordelningen &ar snedare ju mer p avviker fran 0,5 och mer symmetrisk ju
storre n ar.

I definitionen av en binomialfordelad stokastisk variabel tanker vi oss att vi
gbr oberoende upprepningar av ett Bernoulliférsok. Men vad menar vi da
med att forsoken ar oberoende? Vi kan anknyta till de tidigare exemplen pa
beroende och oberoende samt uttrycka saken sa att vilket par av forsok vi
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an tar ut, sag det i-te och det j-te forsoket, sa skall sannolikheten for att
héndelsen A intraffar i det i-te forsdket vara oberoende av om den intréffar i
det j-te forsoket. Antag att hdndelsen intraffar i det i-te forsoket betecknas
med A;, och i det j-te med A;. Uttryckt i formler har vi oberoende om det
galler att

P (A | A) = P(A).

Att sannolikheten ar konstant 6ver upprepningar innebéar att
P(A)=P(Ay) =...=P(A,).

Huruvida oberoende och konstant sannolikhet foreligger kan vi inte - inte ens
teoretiskt - verkstalla en fullstdndig provning av.

Om vi kastar ett mynt upprepade ganger sa skall utfallet i sdg det 17-e kastet
vara oberoende av utfallen i vart och ett av de foregaende kasten. Vi far t
ex inte gora det 17-e kastet sa att vi bara lyfter upp myntet efter det 16-e
kastet och inte singlar ivag det utan bara kastar det platt pa golvet ungefar
som man kastar varpa. Da &r sannolikheten att fa samma resultat som i 16-e
kastet tydligen storre an 0,5. Varje kast maste vara helt oberoende, dvs vi
maste singla ordentligt.

Man kan visa att om X ar en binomialfordelad stokastisk variabel med para-
metrarna n och p, dvs X ~ bin (n,p), sa kan véntevirdet och variansen for
X enkelt berdaknas genom formlerna

E(X) = np
V(X) = npq.

Vi bryr oss har inte om att bevisa dessa formler.

Exempel 7.1 (fortsittning)

Betrakta exemplet med rabatterbjudanden igen. Parametrarna ar n = 2 och
p = 0,2 och enligt ovanstaende formler far vi

E(X) = n-p=2-0,2=0,4
V(X) = n-p-g=2-0,2-0,8=0,32



vilket Gverensstammer med de vantevardes- och variansberdkningar som re-
dovisas i tabell 7.1. W

6vning 7.1

Lat X vara en binomialfordelad stokastisk variabel. Anvand en tabell for att
finna vardet pa sannolikheten P (X = x) for

a)x=2,n=5p=02
b)x=3,n=5p=0.38
c)x=T7,n=10,p=0.6
d)z=13,n=20,p=0.5

f)vning 7.2

Sannolikheten att en viss typ av glodlampor skall lysa mer an 1000 timmar
ar 0.9. Tre sadana lampor kopplas in i ett belysningsndt. Héandelserna att
de olika lamporna slocknar antas vara oberoende. Berdkna sannolikheten att
efter 1000 timmar

a) ingen lampa lyser

b) exakt en lampa lyser

c¢) minst tva lampor lyser

f)vning 7.3

I en grupp pa tio personer far var och en i uppdrag att pa mafa skriva ner
nagon av siffrorna 0, 1, 2,..., 9. Forsoksledaren tror att personer garna
véljer siffrorna 3 eller 7. Om siffrorna verkligen valdes pa mafa (med lika
sannolikhet for alla siffror), hur stor dr da sannolikheten att fyra personer
eller fler skulle valja nagon av siffrorna 3 eller 77

f)vning 7.4

En tillverkare av rengoringsmedel for golv har utvecklat tva nya produkter, A
och B. Produkterna utprovas bl a genom att 15 hushall anvander dem under



en tidsperiod och sedan anger vilken produkt de tyckte bast om. Antag att
det inte ar nagon skillnad mellan de tva produkterna.

a) Vad ar sannolikheten att produkt A féredras av minst 10 av hushallen?

b) Vad &r sannolikheten att en av produkterna, A eller B, féredras av minst
10 av hushallen?

f)vning 7.5

Antag att man vet att 75 % av alla familjer med en inkomst mindre &n 15.000
per manad har (minst) en TV apparat. Om 12 familjer slumpméssigt véljs ut
for en sociologisk undersokning, vad dr sannolikheten att exakt tio familjer
har TV? (Antag att totala antalet familjer med inkomst under 15.000 kr per
manad &r sa stort att forutsattningarna for binomialmodellen &r approxima-
tivt uppfyllda.)

6vning 7.6

I en tillverkningsprocess ar det kiant att 40 % av alla felaktiga enheter kan
repareras. Vid ett tillfalle levereras sex felaktiga enheter till reparationsavdel-
ningen. Vad ar sannolikheten att minst tre av dessa kan repareras?

f)vning 7.7

Ett foretag har féljande beslutsregel vid kvalitetskontroll av inkopta partier
ramaterial: ”Tag ett slumpmaéssigt urval om 100 enheter. Om urvalet in-
nehaller hogst tva felaktiga enheter accepteras partiet. Om fler &n tva felak-
tiga enheter patraffas atersdnds partiet till leverantéren.”

Berakna sannolikheten att ett parti accepteras om det innehaller
a) 2 % felaktiga enheter

b) 5 % felaktiga enheter

c) 10 % felaktiga enheter.
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7.2 Multinomialfordelningen

I manga tillimpningar kan man identifiera oberoende upprepningar av Bernoul-
liforsok, dvs slumpmasiga forsok med tva mojliga utfall. Antal ganger som
ett av de tva mdjliga forsoken intraffar kan da modelleras med binomi-
alfordelningen pa det sitt vi diskuterade i foregaende vsnitt. En generalis-
ering av denna situation ar nar man har oberoende upprepningar av ett
slumpmassigt forsok med fler an tva mojliga utfall. Ett exempel pa en sadan
situation ar nar en person slumpmassigt véljs och man undersoker vilket
politiskt parti personen skulle résta pa om det var val. Ett annat exempel ar
blodgruppen hos en slumpmassigt vald individ. Enligt ABO-systemet finns
det da fyra mojliga blodgrupper. Vid kvalitetskontroll kan man ibland ha
gladje av att klassificera defekta enheter i olika grupper beroende pa vilket
fel de har. Antal ganger som flera mojliga utfall intraffar modelleras med
den sa kallade multinomialfordelningen. Den fordelningen definieras genom:

1. Ett slumpmassigt forsok har k olika utfall. Sannolikheten att ett visst
utfall intraffar, sag utfall nr ¢, ar p;, ¢ = 1,2,..., k. Observara att p; + ps +
et pe=1

2. n stycken identiska och stolastiskt oberoende upprepningar av det slump-
massiga experiment genomfors. Vi definierar en stolastisk variabel, Y7, som
antal ganger utfall nr 1 intraffar, en annan stokastisk variabel, Y5, som antal
ganger utfall nr 2 intraffar, osv. sa att den stokastiska variabeln Y} ar antal
ganger utfall nr k intraffar. Observera att Y; + Yo+ ...+ Y, =n.

Sannolikhetsfordelningen for Y7, Y5, . . ., Y} kallas multinomialférdelningen och
har den simultana frekvensfunktionen
n!
Y1 ,.Y2

7__%,?1 Y% pik

f(y17y27"'7yk) = yl'yQ'

dar
nty+... +y =1

Manga tillampningar innehaller nagon form av klassificering och ger ddrmed
upphov till multinomialt fordelade stokastiska variabler. Till exempel resul-
terar en klassificering av hushallens inkomster i klasserna ”lag-", ”"mellan-”
och "hog inkomst” i en multinomial sannolikhetsférdelning om vi raknar an-

tal hushall i varje klass. Ett annat exempel ar vilket fardsatt man anvander
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for resor till arbetet. Fardséatten skulle kunna klassificeras i de fem kategori-
erna egen bil, kollektivtrafik, cykel, privat samakning eller annat fardsatt.

Observara att binomialférdelningen ar specialfallet av den multinomiala fordel-
ningen med k = 2.

Exempel 7.2

En brandkar har noterat att 64 % av alla brander sker i villor, 22 % i
lagenheter och 14 % i andra utrymmen. Under ett dygn far man tre utryck-
ningar. Vi vill berdkna sannolikheten att tva av utryckningarna géller brander
i villor, en galler lagenheter och ingen galler andra utrymen.

Vi later Y] vara antal brander i villor, Y5 antal brander i ladgenheter och Y;3
antal brander i ovriga utrymmen. I detta exempel har vi att n = 3, p; = 0,64,
p2 = 0,22 och p3 = 0, 14. Vi soker sannolikheten da y; = 2, yo = 1 och y3 = 0.
Enligt formeln for multinomiala sannolikhetsfordelningens frekvensfunktion
far vi
f(2,1,0) = 3! 0,647 -0,22" - 0,14"
o 211101 ’ ’
= 3-0,4096-0,22-1=0,270336 [ ]

Man kan visa att vantevérde, varians for en multinomialfordelad stokastisk

variabel, Y;, och kovarians for tva multinomialférdelade stokastiska variabler,
YiochYj, i # j, ar
E (Y;) = np;

V (Y:) = npig;
Kov (Y;,Y;) = —npp;

Exempel 7.2 (fortsdttning)

Antag att en brand i en villa i medeltal orsakar skador for 300.000 kr, brand
i en lagenhet orsakar skador for 150.000 kr i medeltal och i 6vriga utrymmen
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30.000 kr i medeltal. Vi soker nu forvantad kostnad som orsakas av tre
brander. Det galler tydligen att forvantat antal brander i villor ar

E(Y;)=3-0,64=1,092.

Eftersom kostnaden i medeltal ar 300.000 kr blir forvantad kostnad fér brander
i villor 300.000-1,92 = 576.000 kr. Pa motsvarande satt blir forvantat antal

brander i lagenheter
E(Y3)=3-0,22=0,66

sa att forvantad kostnad for bréander i lagenheter blir 150.000-0,66 = 99.000
kr. For brander i 6vriga utrymmen far vi forvéntat antal

E(Y;)=3-0,14 = 0,42

och forvantade kostnaden blir 30.000-0,42 = 12.600 kr. Totalt blr den férvantade
kostnaden for tre brander foljaktligen 576.000 4+ 99.000 + 12.600 = 687.600
kr. |

6vning 7.8

Tabellen nedan visar aldersfoérdelningen i en population. Antag att ett slump-
méssigt urval om fem personer dras ur populationen. Bestam sannolikheten
att urvalet kommer att innehalla exakt tva personer i aldern 25-34 ar, tva i
aldern 45-64 och en person 6ver 64 ar.

Alder  Proportion
18-24 0,21
25-34 0,24
35 - 44 0,14
45 - 64 0,26
65 - 0,15

6vning 7.9

I ett stort parti med tillverkade enheter har 10 % av enheterna exakt ett
fel och 5 % har mer &n ett fel. Ovriga enheter &r felfria. Tio enheter viljs
slumpmassigt fran partiet. Lat X; beteckna antal enheter i urvalet med ett
fel och X, antalet enheter med mer an ett fel.
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a) Bestdm sannolikheten att det &r minst en enhet med mer &n ett fel i
urvalet.

b) Bestdm sannolikheten att det &r en enhet med ett fel och en enhet med
mer an ett fel i urvalet.

c¢) Reparationskostnaderna ar 2X; 4+ 5X,. Bestdm véntevérde och vrians for
reparationskostnaden.

7.3 Poissonfordelningen

En viktig typ av problem handlar om att rdkna antal handelser som intraffar
under en viss tid. Det kan t ex vara antal kunder som kommer till ett
betjaningsstalle under en timme, antal tillfallen ett foretag ger information
om sina planer under ett kvartal och antal olyckor av en viss sort under en
vecka. Antal héndelser som intraffar under en viss tidsperiod kan ibland
modelleras med Poissonférdelningen. Ett sitt att tdnka pa problem av detta
slag ar att dela in den tidsperiod man studerar i n stycken delintervall, dar
varje delintervall ar sa kort att hogst en handelse kan intraffa i delintervallet.
Att se om en héandelse intréffar eller inte i ett delintervall blir darfor ett
Bernoulliforsok. Om héndelser i olika delintervall ar stokastiskt oberoende av
varandra och sannolikheten att en handelse intraffar i ett visst delintervall ar
p blir darfor antal handelser under hela tidsperioden binomialférdelad med
parametrarna n och p. Betecknar vi antalet handelser under tidsperioden
med X, far vi alltsa X ~ bin (n,p). Vi tdnker oss nu att vi gor indelningen
i delintervall finare och finare sa att antalet delintervall n ckar. Det ar da
rimligt att tdnka sig att sannolikheten p att en héndelse intraffar minskar.
Vi later n 6ka och p minska pa ett sadant satt att produkten A = np ar
konstant. Man kan da visa att da antalet delintervall gar mot oandligheten,
n — oo, sa gar frekvensfunktionen for antal héndelser under tidsperioden
mot
AT
f(x) = x=0,1,2,...

En stokastisk variabel med denna frekvensfunktion sages vara Poissonférdelad
med parametern A och vi betecknar det med X ~ Po(\). Figur 7.3 visar
frekvensfunktionen for Poissonférdelningen da A = 1, A = 3 respektive A = 5.
Figuren indikerar att Poissonfordelningen ar positivt sned men blir mer och
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mer symmetrisk da A\ blir storre. Man kan visa att for en Poissonfordelad
stokastsk variabel X ar vantevarde och varians lika med

E(X)=2A\
V(X)=2A

Sannolikheter for Poissonfordelade stokastiska variabler kan givetvis beraknas
med hjalp av frekvensfunktionen. Ofta har man stor hjalp av tabeller 6ver
fordelningsfunktionen for Poissonfordelningen med ett antal olika varden pa
parametern . En sadan tabell finns i tabellbilagan.

Exempel 7.3

Antal bilar, X, som kommer till en tunnel under en tvaminutersperiod ar
Poissonférdelad med parametern A = 1, dvs X ~ Po(A =1). Om manga
bilar kommer till tunneln under en kort tidsperiod kan det uppsta problem
med trafiken genom tunneln. Vi soker darfor sannolikheten att tre eller fler
bilar kommer till tunneln under en tvaminutersperiod.

P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,981=0,019

dér sannolikheten P (X < 3) fas ur tabellen 6ver Poissonfordelninges fordel-
ningsfunktion. |

Vi introducerade Poissonfordelningen som ett resultat av en f6ljd av bino-
mialfordelningar da n vixer mot oandligheten och np = A. Dérav foljer
ocksa att Poissonfordelningen kan fungera som en approximation av binomi-
alfordelningen da n ar stort och p ar litet. En tumregel for att approxima-
tionen skall anses vara tillrackligt bra ar att np < 7.

Exempel 7.4

Antag att X ~ bin(n=20,p=0,1). Da &r enligt tabellen 6ver binomi-
alférdelningen
P(X <3)=0,867.
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Eftersom np = 20-0,1 = 2 < 7, n ar férhallandevis stort och p férhallandevis
litet, kan vi forvanta oss att sannolikheten P (X < 3) kan approximeras rel-
ativt bra med en sannolikhet ur Poissonfordelningen. For en stokastisk vari-
abel Y ~ Po (2) far vi ur tabellen 6ver Poissonférdelningen att

P(Y <3)=0,857,

dvs approximationsfelet ar endast 0,01. |

6vning 7.10

Antal besok mellan klockan 12.00 och 13.00 pa en viss hemsida pa Internet
anats vara Poissonfordelad med parametern A = 4. Bestdm sannolikheten
att

a) inga besok gors

b) mer &an tre besok gors

f)vning 7.11

Antal ganger en maskin i en tillverkningsindustri gar sonder och behover
repareras under en manad antas vara Poissonfordelad med parametern \ =
3. En manad gar maskinen sonder sex ganger. Kan man anse att det &r
ovanligt manga ganger och eventuellt en indikation pa att maskinen aldrats
och behover bytas ut?
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