5. BERAKNING AV SANNOLIKHETER

5.1 Additionssatsen

Vi har nu kommit fram till det steg dar vi kan borja att rakna praktiskt med
sannolikheter. Vi skall utveckla olika regler och begrepp som ar nodvandiga
for att praktiskt kunna utféra sannolikhetsberdkningar.

Héndelser symboliseras ofta med stora bokstéver i borjan av alfabetet, t ex
A, B,C, ... Sannolikheten for att handelsen A skall intraffa symboliserar vi
med P (A). Vi har redan konstaterat att

0<P(A) <L
En omojlig handelse har sannolikheten noll. T ex ar sannolikheten att fa en

"sjua” i nasta kast med en vanlig tarning lika med noll. En omdjlig handelse
symboliseras ofta med @ sa att vi far

P (omgjlig hindelse) = P (@) = 0.
En sdker handelse, dvs en héndelse som alltid intréaffar, har sannolikheten

ett. T ex sannolikheten att fa “krona eller klave” vid kast med ett vanligt
mynt ar ett. En sdker hindelse betecknar vi med €2 och vi far att

P (séker hindelse) = P (Q) = 1.

Héndelsen att A eller B, eller att bade A och B intraffar skriver vi som AUB
och dess sannolikhet blir med andra ord

P (A och/eller B intriffar) = P (AU B).

Héandelsen att bade A och B intraffar symboliserar vi med ANB och foljaktligen
skriver vi sannolikheten for den héndelsen som

P(Aoch B)y=P(ANDB).



Héndelsen att A inte intraffar kallas komplementhéndelsen till A och beteck-
nas med A. Darmed skriver vi sannolikheten att A inte intraffar som

P (A intréiffar inte) = P (A).

Nér man loser sannolikhetsteoretiska problem med tva handelser har man
ofta stor hjalp av en sa kallad fyrfaltstabell. I fyrfaltstabellen skriver man
upp sannolikheterna for olika handelser och kombinationer av handelser. Nar
fyrfaltstabellen ar ifylld ar det latt att "plocka ut” de sannolikheter man
behover for eventuella ytterligare berdkningar. Fyrféaltstabellen bestar av tva
rader, tva kolumner och tva marginaler. Uppgifter om handelsen A skrivs in i
den forsta kolumnen och uppgifter om dess komplementhéndelse, A, skrivs in
i den andra kolumnen. Pa motsvarande satt skrivs uppgifter om handelserna
B och B in pa de tva raderna. I marginalerna skriver vi sannolikheterna for
den héndelse for star pa motsvarande rad respektive kolumn.

I de fyra félten i mitten av fyrféltstabellen skrivs sannolikheterna for handelserna
ANB, AN B, AN B och AN B in, se tabell 5.1.

Héandelse A A Marginal
B P(ANB) | P(ANB) P (B)
5 | P(AnB) | P(ANTD) P (B)
Marginal P(A) P (A) P(A)+P(A)=P(B)+P(B)=1

Tabell 5.1 Principen for en fyrfaltstabell

Om ANB eller ANB intraffar, sa maste handelsen A intraffa. Eftersom
handelserna A N B och AN B &r 6msesidigt uteslutande far vi enligt Kol-
mogorovs axiom att

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

dvs sannolikheten i A’s marginal fas genom att summera sannolikheterna i
A’s kolumn. Pa motsvarande satt visar man att varje kolumn respektive rad
summerar till sannolikheterna i marginalerna.

Med hjalp av fyrfaltstabellen skall vi nu utveckla en formel for berdkning av
sannolikheten P (AU B). Om héndelsen A U B intréffar sa maste ocksa en
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av hindelserna AN B, AN B och AN B intriffa. Pa grund av att dessa tre
héndelser ar 6msesidigt uteslutande far vi enligt Kolmogorovs axiom att

P(AUB)=P(ANB)+ P(ANB)+ P(AN B).

Genom att ldgga till och dra ifran P (A N B) fordndras ingenting, dvs
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)+ P(ANB) - P(ANDB).
Men, eftersom -

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
och _

P(B)=P(ANnB)+ P(ANB)
far vi

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Detta ar en av de mest grundliggande formlerna i sannolikhetsldran och
kallas for sannolikhetsldrans additionssats. Om A och B ar dmsesidigt utes-
lutande sa &r AN B en omojlig hindelse, AN B = &, dvs P(ANB) = 0.
Detta ger oss specialfallet

P(AUB)=P(A)+P(B),daANB=2

vilket visar att sannolikhetsldrans additionssats inte star i konflikt med Kol-
mogorovs axiom. (I sjélva verket &r ju satsen héarledd fran Kolmogorovs
axiom.)

Lat nu B vara hindelsen A. Eftersom A N A = @ far vi enligt Kolmogorovs
axiom

P(AUA)=P(A)+P(A).
Men det giller ocksa att AU A = Q och att P () = 1. Dérfor har vi att
1=P(A)+ P (A)

dvs
P(A) =1-P(A).

Speciellt innebér detta att fyrfiltstabellens marginaler summerar till ett (se
tabell 5.1).



Exempel 5.1

Vi ska nu utnyttja additionssatsen for att berdkna sannolikheten att fa minst
en sexa vid kast med tva tarningar. Lat A vara héndelsen att vi far en
sexa pa den ena tdrningen och B vara héndelsen att vi far sexa pa den
andra. Eftersom sannolikheten att fa sexa pa en tdrning &r 1/6 (klassiska
sannolikhetsdefinitionen) och sexa pa bada térningarna ar 1/36 vet vi att

P(AHB):3—16.

Alltsa ar sannolikheten att vi far en sexa pa minst en av tdrningarna

P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
1,1 1. 1
6 6 36 36

Ovning 5.1

Vad ar sannolikheten att fa en femma eller en sexa pa nagon av tarningarna
nar man kastar tva tarningar?

évning 5.2

En person har pa sin vag till arbetet fyra trafikljus och har observerat att
foljande tycks vara en lamplig sannolikhetsmodell for antalet ganger han far
stanna for rott ljus

Q = {0,1,2,3,4}
P(0) = 0.05 P(1)=0.25 P(2)=0.36
P(3) = 0.26, P(4) =0.08
Sok sannolikheten for att han far stanna
a) atminstone tva ganger

b) mer &n tva ganger



c) hogst tva ganger

Ovning 5.3

Antag att proprotionen pojkar bland nyfédda barn &ar 0.512 och att pro-
portionen blaégda bland nyfédda barn ar 0.664. Satt upp en fullstéandig
fyrfaltstabell om man vet att proportionen bladgda pojkar &r 0.340 av hela
populationen.

5.2 Betingad sannolikhet - Multiplikationssatsen

Betingad sannolikhet ar ett viktigt begrepp inom sannolikhetsteorin. Sanno-
likheten for en héndelse A, betingad eller givet en handelse B, ar det samma
som sannolikheten att A intréffar under forutsattning att B intraffar. Den
betingade héndelsen ” A givet B” skrivs A | B. Vi skall nu bestdmma san-
nolikheten P (A | B).

Vi skall betrakta betingade handelser som resultat av ett betingat forsok.
Med ett betingat forsok givet hiandelsen B menar vi ett slumpmassigt forsok
som utfors under den specifika betingelsen att héndelsen B har intraffat.
Lat utfallsrummet till det betingade férsoket betecknas med Q. Om vi vet
att hiandelsen B har intréffat, sa ar de mdjliga utfallen precis de utfall som
bildar B, dvs 25 = B. Darmed &r utfallsrummet for det betingade forsoket
klart. For att bestdmma sannolikheterna i det betingade forscket betraktar
vi fyrfaltstabellen igen, se tabell 5.1. Om héandelsen B skall vara utfallsrum i
det betingade forsoket maste P (B | B) = P (25) = 1. Men sannolikheterna
i B-raden i fyrfaltstabellen summerar ju endast till P (B). Om vi darfor
normerar sannolikheterna i B-raden sa att de summerar till ett, far vi de
sokta betingade sannolikheterna, se tabell 5.2. Vi maste hér forutsiatta att

P(B) #0.
Héandelse A B Marginal
P(ANB — P(AnB P(B
B | P(A|B)= "D P(A|B):% P(B|B) =18 =1

Tabell 5.2 Betingade sannolikheter for hdndelsen A gvet handelsen B



Den betingade sannolikheten for A | B ar saledes

P(ANB)

P(AIB) = ~F

forutsatt att P (B) # 0. Multiplicerar vi bade vénster och hoger led i denna
formel far vi sannolikhetsldrans multiplikationssats:

P(ANnB)=P(A|B)P(B)

Eftersom bendmningarna A och B ar godtyckliga inses latt att det dven foljer
att
P(AnB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A).

Exempel 5.2

Antag att sannolikheten for att ett visst antal olyckor i en fabrik skall intréffa
ar enligt nedanstaende tabell

Antal olyckor 0 1 2 3  Fler én 3
Sannolikhet  0.30 0.36 0.22 0.09 0.03

Vi vill berdkna sannolikheten att fler &n tva olyckor intréffar givet att minst
en olycka intraffar.

P (Fler &n tva | minst en)
P (Fler &n tva och minst en)

P (minst en)
P({3,4,...}n{1,2,3,4,... })

1-P(0)

 P({3,4,...}) P(3)+ P(Fler &n 3)

 1-P((0) 1— P(0)
0.09 4 0.03

= T1—o030 7

Om inga olycksforebyggande atgarder vidtas vid fabriken kommer alltsa i det
langa loppet 17 % av olycksdagarna att ha tre eller fler olyckor. |



Exempel 5.3

Lat A vara héndelsen "pojke” och B hiandelsen "bladgd” i det slumpméssiga
forsoket ”ett nyfott barn studeras med avseende pa kon och 6gonfirg”. Antag
att vi vet att proportionen pojkar ar 0.512 och proportionen bladgda barn
ar 0.664, dvs

P(A) = 0.512
P(B) = 0.664
De resterande sannolikheterna i marginalerna i fyrfaltstabellen ar darfor
P(A) = 1-P(A)=1-0512=0.488
P(B) = 1—-P(B)=1-0.664=0.336.

Lat oss genast skriva in detta i en fyrfaltstabell:

Handelse | A A | marginal
B 0.664

B 0.336
marginal | 0.512 | 0.488 1.000

Antag att vi dessutom vet att proportionen bladgda bland pojkarna ar 0.664,
dvs
P(B|A)=0.664

Ur multiplikationssatsen far vi
P(ANnB)=P(B|A)P(A)=0.664-0.512 =~ 0.340.

Eftersom kolumnerna respektive raderna summeras till margialerna far vi de
andra sannolikheterna genom

P(ANB) = 0.664—0.340 = 0.324

P(ANB) = 0512—0.340 = 0.172

P(ANB) = 0.488—0.324 = 0.164
sa att den kompletta fyrfaltstabellen &r

Handelse | A A | marginal
B 0.340 | 0.324 | 0.664

B 0.172 ] 0.164 | 0.336
marginal | 0.512 | 0.488 1.000




Vi vet nu allt vi behdver veta for att kunna berdkna alla betingade sanno-
likheter for detta forsok. T ex far vi

P(ANB) 0324

5 (Z) = 0.488 ~ (0.664

P(B|A) =

dvs sannolikheten att en flicka ar blaogd ar c:a 0.664.

En konsekvens av denna modell ar alltsa att det ar lika stor sannolikhet att
en flicka &r bladgd som att en pojke &r det. Vi sdger da att handelsen B
(bladgd) &ar oberoende av hdndelsen A (pojke). Oberoende handelser ar ett
mycket viktigt begrepp inom sannolikhetslaran. I nasta avsnitt kommer vi
att mer ingaende diskutera oberoendebegreppet. [

Ovning 5.4

I anslutning till fyrféltstabellen nedan &r givet P (A) = 0.3, P (B) = 0.2 och
P (A | B) =0.5. Komplettera tabellen.

Hindelse | A | A | marginal
B 0.2

B
marginal | 0.3

Ovning 5.5

Antag att talen i nedanstaende fyrfaltstabell ger sannolikheterna for motsvarande

handelser i det slumpmassiga forsoket ”en person valjs slumpmassigt ut och
vi noterar om personen far cancer eller ej respektive roker eller ej”.

Héandelse | Far cancer | Far ej cancer | marginal
Rokare 0.0054 0.1546

Ej rokare 0.0006 0.8394

marginal

Berékna sannolikheten att en rokare far lungcancer och att en icke-rokare far
lungcancer. Hur manga ganger storre sannolikhet 16per rokaren att drabbas
av lungcancer an icke-rookaren?



Ovning 5.6

For att studera alkoholens konsekvenser vid bilkorning studerades ett stort
antal trafikolyckor. Studien visade att 20 % av alla olyckor var svara och
hélften av alla svara olyckor orsakades av onyktra bilférare. Av samtliga
olyckor hade 12 % orsakats av onyktra bilforare. Berakna sannolikheten att
en olycka ar svar, givet att den orsakas av en onykter forare.

Ovning 5.7

a) I en trebarnsfamilj ar alla barnen flickor. Vad é&r sannolikheten att det
fjarde barnet ocksa blir en flicka?

b) Vad &ar sannolikheten att alla barnen i en fyrbarnsfamilj &r flickor?

c¢) Varfor ar sannolikheterna i a) och b) olika?

Ovning 5.8
Lat A vara en héindelse sidan att P (A) # 0. Berdkna P (A | A).

Ovning 5.9

En gronsaksgrossist har utvecklat ett test att kontrollera kvaliteten hos to-
mater. Efter att ha inspekterat ett urval fran ett parti tomater accepteras
eller forkastas hela partiet. Det har visat sig att 15 % av alla testade partier
har forkastats och 6 % av de accepterade partierna har varit daliga. An-
tag att sannolikheten att ett parti ar daligt ar 0.1. Satt upp en fullstéandig
fyrfaltstabell och berikna sannolikheten att ett fullgott parti kommer att
accepteras med den anvanda testmetoden.

Ovning 5.10

a) Antag att en persom har tva mynt i sin ficka. Det ena myntet ar ett
vanligt mynt (med krona pa den ena sidan och klave pa den andra sidan).
Det andra myntet har krona pa bada sidorna. Personen valjer slupmassigt
ut ett av mynten och kastar det. Det visar krona. Vad ar sannolikheten att
myntet ar ett vanligt mynt?



b) Antag att personen kastar myntet en gang till och det visar krona dven
den andra gangen. Vad ar sannolikheten att myntet &r ett vanligt mynt?

Ovning 5.11

Ett stort observationsmaterial skall genomga en automatisk databearbetning.
For att mojliggora denna maste materialet forst kodas och darefter skrivas in
pa en datafil. Fel i samband med kodning och/eller inskrivning férekommer
med frekvensen 5 pa 100 poster pa filen.

I den maskinella bearbetningen ar en automatisk rattningsrutin for att upptacka
fel av ovanndmnda typ inbyggd. Harvid ar sannolikheten for att en felaktig
post kommer att noteras som felaktig lika med 0.95. Vidare ar sannolikheten
for att en felfri post kommer att noteras som felaktig lika med 0.001.

a) Bestdm sannolikheten for att en slumpmaéssigt vald post ur det bearbetade
datamaterialet ar felaktigt om den vid granskning har noterats som felaktig.

b) Bestdm sannolikheten att en post ar felaktig om den vid granskningen
noterades som korrekt.

5.3 Oberoende forsok och handelser

Det ar mycket vasentligt att man haller beroendebegreppet klart for sig. I
den statistiska analysen ar problemet ofta att soka klarlagga om beroende
mellan tva handelser foreligger eller inte - t ex kan man vara intresserad
av att pavisa hur kassationsprocessen i en fabrik beror av den utbildning
man gett de anstéllda eller hur dragstyrkan hos en motor beror pa brénslets
sammansattning. Vidare forutsétter manga statistiska analysmetoder att
oberoende foreligger i sadana avseenden som inte ar foremal for studium, t
ex att det "slumpfel” man gor i en viktbestdmning ar oberoende av det ”fel”
man kan ha gjort i foregaende viktbestamningar.

Vi har tidigare sett exempel pa oberoende héndelser. Om man pa mafa drar
ett kort ur en vanlig kortlek, laser av och lagger tillbaka kortet, blandar leken
samt drar pa nytt, sa ar sannolikheten att fa ett rott kort i andra dragningen
oberoende av vilket kort man fick i den forsta dragningen. Vi har samma
sannolikhet att fa ett rott kort i varje dragning.
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Vad detta innebéar skulle kunna beskrivas pa foljande satt. Lat oss betrakta
tva forsok i vilka hédndelserna A respektive B kan intréffa - sag att A markerar
rott kort i forsta dragningen och B rott kort i andra dragningen. Rent
definitionsmassigt foreligger stoastiskt oberoende om

P(B[A)=P(B),

dvs sannolikheten att B skall intraffa dr densamma vare sig A intraffar
(intraffat) eller ej. Foljaktligen &r

P(B|A)=P(B|A) =P (B)

vid oberoende.

Exempel 5.4

Antag att vi drar ett kort fran en vanlig kortlek, observerar vilket kort det
blev och sedan, utan att ligga tillbaka kortet, drar ett kort till. Om A
betecknar rott kort i forsta dragningen galler tydligen

260 1
522
eftersom det finns 26 roda kort av totalt 52 kort. Lat nu B beteckna rott

kort i andra dragningen. Vid den andra dragningen finns det 51 kort kvar i
kortleken. Om A har intraffat ar 25 av dessa roda, dvs

25
P(BIA) =2,

P (A)

medan om A har intriffat, dvs det forsta kortet var svart, ar 26 kort roda
vid den andra dragningen, dvs
— 26
P(B|A)=—.
(B14)=5
Dérmed drar vi slutsatsen att
P(B|A)+P(B|A)

och det foreligger ett stokastiskt beroende mellan hiandelserna A och B.
Nagot annan var ju heller inte att vénta, eftersom vi inte kan fa det forst
dragna kortet vid den andra dragningen. |

11



Exempel 5.5

Antag att man méter tva kvantitativa variabler (t.ex. inkomst och konsump-
tion hos familjer) och markerar varje individ (familj) i ett diagram av f6ljande

typ

30000,00=

> 20000,00-

10000,00=

T
10000,00

T
20000,00

X

T
30000,00

T
40000,00

Figure 5.1: Fall A

40000,00=

30000,00

N

20000,00=

10000,00

T
10000,00

T
20000,00

X

T
30000,

T
,00 40000,00

Figure 5.2: Fall B

I fall A kan man - i varje fall inte direkt - se nagot samband mellan métvérdena

for de tva variablerna.

Att variabeln X antar ett visst virde tycks inte

paverka sannolikhetsfordelningen for variabeln B. Sa ar det ddremot i fall B.
Ju hogre varde som variabeln X antar desto hogre varde kan man tydligen
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riakna med betriffande Y och omvént. (Ett samband kan naturligtvis ocksa
vara av den karaktdren att hogre varden pa en variabel motsvaras av lagra
vérden pa den andra.) |

Exempel 5.6

Lat oss betrakta det slumpmaéssiga forsoket ”kast med tva téarningar” igen.
A och B far som vanligt vara héndelserna att vi far en sexa pa den ena
respektive den andra térningen. Vi berdknar forst P (B | A), och far

P(A):é
1
P(ANB) = o

_P(AnB) _1/36 1
PB4 = P(A) 1/6 6

Denna sannolikhet 4r samma som da vi inte kdnner resultatet av forsta kastet.

Alltsa ér P(B| A)=P(B). N

Om A och B ér tva stokastiskt oberoende héndelser far vi enligt multiplika-
tionssatsen

P(ANB)=P(A)P(B|A) =P(A)P(B).

Omvént géller det ocksa att om P (AN B) = P (A) P (B) sa &r hindelserna
A och B stokastiskt oberoende.

Exempel 5.7

Sannolikheten att en viss basketspelare kastar ett straffkast i korgen &ar 0.7.
Antag att hon far kasta fyra straffkast under en match. Vi vill berdkna san-
nolikheten att hon kastar alla fyra straffkasten i korgen. Vi antar darfor att
kasten dr oberoende av varandra. (Diskutera rimligheten i detta antagande.)
Vi far

P (alla fyra kasten gar i korgen)
= 0.7-07-07-07=0.7"~02401 W
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Ovning 5.12

Betrakta 6vning 5.5. Ar forekomsten av sjukdomen cancer oberoende av
rokning?

Ovning 5.13

Tre spelare, Andersson, Bertilsson och Carlsson, spelar en tennisturnering.
Varje spelare spelar tva matcher, en match mot var och en av de andra tva
spelarna. Om nagon vinner sina bada matcher réknas han som segrare i
turneringen. Antag att foljande sannolikheter géller

P (Andersson slar Bertilsson) = 0.7
P (Bertilsson slar Carlsson) = 0.8
P (Carlsson slar Andersson) = 0.9
Skriv upp nédvandiga forutsattningar och berdkna sannolikheten att
a) Andersson vinner turneringen
b) Bertilsson vinner turneringen

¢) Ingen vinner turneringen, dvs alla vinner var sin match.

Ovning 5.14

I en verkstadsindustri bearbetas en produkt successivt i fem deloperationer.
Genom ovarsam hantering deformeras vissa av de producerade enheterna.
For varje deloperation ar sannolikheten att en enhet blir deformerad i denna
0.03. De olika deformeringarna upptrader oberoende av varandra. Kontroll
av deformering sker efter femte operationen. Harvid kasseras alla enheter
som har utsatts for minst en deformering.

Berikna sannolikheten att en enhet maste kasseras pa grund av deformering.

Ovning 5.15

Ett varningssystem bestar av tva komponenter K; och Ky som var och en
kan ge signal om en olycka intraffar. Olyckorna ar av sadan art att varn-
ingssystemet kan forstoras. Man raknar med att K; kommer att fungera
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med sannolikheten 0.95 och att Ky kommer att fungera med sannolikheten
0.90. Bada kommer att fungera med sannolikhet 0.89.

a) Berdkna sannolikheten att systemet kommer att fungera vid en olycka.

b) Visa att det inte foreligger stokastiskt oberoende mellan héndelserna att
komponent K; respektive Ky fungerar.

c) Antag att det forelag oberoende mellan de ovan omtalade héndelserna.
Berakna sannolikheten att systemet fungerar om sannolikheterna att K; re-
spektive Ky fungerar fortfarande ar 0.95 respektive 0.90.

d) Berdkna sannolikheten att en olycka som forstor Ky dven kommer att
forstora Ky (ursprungliga forutsittningar om beroende antas gélla).

Ovning 5.16

En investerare har tva aktier. En viss dag kan véardet pa var och en av

aktierna antingen oka (O), vara oféréndrat (O) eller minska (M).

a) Berdkna sannolikheterna att bada aktiernas vérden okar, bada aktiernas
varden minskar och vardet pa exakt en aktie minskar en viss dag om det

galler att P (O> =04, P(O) = 0.2 och P(M) = 0.4. Aktiernas vérden
antas vara stolastiskt oberoende av varandra.

b) Berdkna sannolikheterna i uppgft b) om det géller att P (O) = 0.8,

P(O) = 0.1 och P(M) = 0.1. Vérdet pa aktierna antas fortfarande vara
stokastiskt oberoende av varandra.

Ovning 5.17

Antag att vardet av en aktie (aktie A) en viss dag ar stokastiskt beroende
av vardet av en annan aktie (aktia B) dagen innan. Bestdm sannolikheten
att aktie A Okar sitt varde en viss dag om vi vet att akite B Okade sitt
varde dagen innan. Utfor berdkningan under forutsatning att aktierna ckar
respektive minskar sina vérden en viss dag dr 0.5 (oférandrat vérde antas inte
vara mojligt)..Den simultana sannolikheten att aktie A minskar sitt véarde en
viss dag efter att aktie B har minskat sitt varde ar 0.3.
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Ovning 5.18

Foretaget Rent och snygt (ROS) har marknadsfort sin nya produkt, tvattmedlet
Miljoskyddssapa (Miss), i en TV reklam. I en efterfoljande urvalsunderskn-
ing visar det sig att 21% av de tillfragade har képt Miss, 41% har sett TV
reklamen och 13% av de tillfragade har bade kopt produkten och sett TV
reklamen.

a) Hur stor andel av de tillfragade som har sett TV reklamen har ocksa kopt
tvattmedlet?

b) Med ledning av svaret pa fraga a), kan man siga att TV reklamen har
varit framgangsrik?
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