5. BERAKNING AV SANNOLIKHETER

5.1 Additionssatsen

Vi har nu kommit fram till det steg dar vi kan borja att rakna praktiskt med
sannolikheter. Vi skall utveckla olika regler och begrepp som ar nodvandiga
for att praktiskt kunna utfora sannolikhetsberdkningar.

Héndelser symboliseras ofta med stora bokstéver i borjan av alfabetet, t ex
A, B,C, ... Sannolikheten for att handelsen A skall intraffa symboliserar vi
med P (A). Vi har redan konstaterat att

0<P(A) <L
En omojlig handelse har sannolikheten noll. T ex ar sannolikheten att fa en

"sjua” i nasta kast med en vanlig tarning lika med noll. En omdjlig handelse
symboliseras ofta med @ sa att vi far

P (omgjlig hindelse) = P (@) = 0.
En sdker handelse, dvs en héndelse som alltid intréaffar, har sannolikheten

ett. T ex sannolikheten att fa “krona eller klave” vid kast med ett vanligt
mynt dr ett. En sdker hdndelse betecknar vi med €2 och vi far att

P (séker hindelse) = P (Q) = 1.

Héndelsen att A eller B, eller att bade A och B intraffar skriver vi som AUB
och dess sannolikhet blir med andra ord

P (A och/eller B intriffar) = P (AU B).

Héandelsen att bade A och B intraffar symboliserar vi med ANB och foljaktligen
skriver vi sannolikheten for den héndelsen som

P(Aoch B)y=P(ANDB).



Héndelsen att A inte intraffar kallas komplementhéndelsen till A och beteck-
nas med A. Darmed skriver vi sannolikheten att A inte intraffar som

P (A intréiffar inte) = P (A4).

Néar man loser sannolikhetsteoretiska problem med tva hédndelser har man
ofta stor hjalp av en sa kallad fyrfaltstabell. I fyrfaltstabellen skriver man
upp sannolikheterna for olika handelser och kombinationer av handelser. Nar
fyrfaltstabellen &r ifylld ar det latt att "plocka ut” de sannolikheter man
behover for eventuella ytterligare berakningar. Fyrfaltstabellen bestar av
tva rader, tva kolumner och tva marginaler. Uppgifter om héndelsen A
skrivs in i den forsta kolumnen och uppgifter om dess komplementhéndelse,
A, skrivs in i den andra kolumnen. P& motsvarande sitt skrivs uppgifter
om héndelserna B och B in pa de tva raderna. I marginalerna skriver vi
sannolikheterna for den héindelse som star pa motsvarande rad respektive
kolumn.

I de fyra falten i mitten av fyrfaltstabellen skrivs sannolikheterna for handelserna
ANB, ANB, AN B och AN B in, se tabell 5.1.

Héandelse A A Marginal
B P(AnB) | P(ANB) P (B)
B P(AnB) | P(ANB) P (B)
Marginal P(A) P (A) P(A)+P(A)=P(B)+P(B)=1

Tabell 5.1 Principen for en fyrfaltstabell

Om ANBeller ANB intraffar, sa maste handelsen A intraffa. Eftersom
handelserna A N B och AN B &r 6msesidigt uteslutande far vi enligt Kol-
mogorovs axiom att

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

dvs sannolikheten i A’s marginal fas genom att summera sannolikheterna i
A’s kolumn. Pa motsvarande satt visar man att varje kolumn respektive rad
summerar till sannolikheterna i marginalerna.



Med hjalp av fyrfaltstabellen skall vi nu utveckla en formel fér berakning av
sannolikheten P (AU B). Om héndelsen A U B intréffar sa maste ocksa en
av hindelserna AN B, AN B och AN B intriffa. Pa grund av att dessa tre
héndelser ar 6msesidigt uteslutande far vi enligt Kolmogorovs axiom att

P(AUB)=P(ANB)+ P(ANB) + P(AN B).

Genom att ldgga till och dra ifran P (A N B) fordndras ingenting, dvs
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)+ P(ANB) - P(ANDB).
Men, eftersom B

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
och B

P(B)=P(ANB)+ P(ANB)
far vi

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Detta ar en av de mest grundldggande formlerna i sannolikhetsldran och
kallas for sannolikhetsldrans additionssats. Om A och B ar omsesidigt utes-
lutande sa &r AN B en omojlig hindelse, AN B = &, dvs P(ANB) = 0.
Detta ger oss specialfallet

P(AUB)=P(A)+P(B),daANB=g

vilket visar att sannolikhetslarans additionssats inte star 1 konflikt med Kol-
mogorovs axiom. (I sjélva verket &r ju satsen héarledd fran Kolmogorovs
axiom.)

Lat nu B vara hindelsen A. Eftersom AN A = & far vi enligt Kolmogorovs
axiom

P(AUA)=P(A)+P(A).
Men det giller ocksa att AU A = Q och att P () = 1. Dérfor har vi att
1= P(A)+ P (A)

dvs
PA)=1-P(A).



Speciellt innebér detta att fyrfiltstabellens marginaler summerar till ett (se
tabell 5.1).

Exempel 5.1

Vi ska nu utnyttja additionssatsen for att berdkna sannolikheten att fa minst
en sexa vid kast med tva tarningar. Lat A vara héndelsen att vi far en
sexa pa den ena tarningen och B vara héndelsen att vi far sexa pa den
andra. Eftersom sannolikheten att fa sexa pa en tdrning &r 1/6 (klassiska
sannolikhetsdefinitionen) och sexa pa bada térningarna &ér 1/36 vet vi att

P(AmB):3—16.

Alltsa ar sannolikheten att vi far en sexa pa minst en av tdrningarna

P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
1 1 1 1

= 4 —o= m
66 36 36

Ovning 5.1

Vad ar sannolikheten att fa en femma eller en sexa pa nagon av tarningarna
nar man kastar tva tédrningar?

(")Vﬂing 5.2

Enligt en fordldraforening forekommer for mycket vald och daligt sprak i TV-
program fran en viss kanal. En undersckning som foreningen gjorde visade
att det forekom daligt sprak i 42 % av programmen, 27 % av programmen
inneholl for mycket vald och 10 % av programmen hade bade daligt sprak
och for mycket vald. Hur stor andel av programmen var fri fran bade daligt
sprak och for mycket vald, enligt foreningens bedémning?



Ovning 5.3

Enligt expertbedomningar ar sannolikheten att ett visst fotbollslag vinner
nasta match 10 %. Sannolikheten att laget vinnet d&ven nésta match bedoms
vara 30 % och sannolikheten att laget forlorar bada matcherna ar 65 %. Vad
ar sannolikheten att laget vinner exakt en av matcherna?

5.2 Betingad sannolikhet - Multiplikationssatsen

Betingad sannolikhet &r ett viktigt begrepp inom sannolikhetsteorin. San-
nolikheten for en héandelse A, betingad pa eller givet en handelse B, &ar det
samma som sannolikheten att A intraffar under forutsattning att B intraffar.
Den betingade héndelsen ” A givet B” skrivs A | B. Vi skall nu bestdmma
sannolikheten P (A | B).

Vi skall betrakta betingade héandelser som resultat av ett betingat forsok.
Med ett betingat forsok givet hiandelsen B menar vi ett slumpmassigt forsok
som utfors under den specifika betingelsen att héndelsen B har intraffat.
Lat utfallsrummet till det betingade férsoket betecknas med Q. Om vi vet
att hindelsen B har intréffat, sa ar de mdjliga utfallen precis de utfall som
bildar B, dvs 25 = B. Déarmed &r utfallsrummet for det betingade forsoket
klart. For att bestdmma sannolikheterna i det betingade forscket betraktar
vi fyrfaltstabellen igen, se tabell 5.1. Om héandelsen B skall vara utfallsrum i
det betingade férsoket maste P (B | B) = P ({25) = 1. Men sannolikheterna
i B-raden i fyrfaltstabellen summerar ju endast till P (B). Om vi dérfor
normerar sannolikheterna i B-raden sa att de summerar till ett, far vi de
sokta betingade sannolikheterna, se tabell 5.2. Vi maste hér forutsiatta att

P(B) #0.
Héandelse A B Marginal
P(ANB = P(AnB P(B
B | P(AIB)="0 | P(A|B) = "5 | P(BIB)=fig =1

Tabell 5.2 Betingade sannolikheter for héndelsen A gvet handelsen B

Den betingade sannolikheten for A | B &r saledes
P(ANB)

P(A|B) =~



forutsatt att P (B) # 0. Multiplicerar vi bade vénster och hoger led i denna
formel far vi sannolikhetsldrans multiplikationssats:

P(ANB)=P(A|B)P(B)

Eftersom bendmningarna A och B ar godtyckliga inses latt att det dven foljer
att
P(AnB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A).

Exempel 5.2

Antag att sannolikheten for att ett visst antal olyckor i en fabrik skall intréaffa
ar enligt nedanstaende tabell

Antal olyckor 0 1 2 3  Fler an 3
Sannolikhet  0.80 0.10 0.05 0.03 0.02

Vi vill berdkna sannolikheten att fler &n tva olyckor intréaffar givet att minst
en olycka intraffar.

P (Fler &n tva | minst en)
P (Fler &n tva och minst en)

P (minst en)
P({3,4,...}n{1,2,3,4,...})

1—P(0)
_ P({3,4,...}) P(3)+ P (Fler &n 3)
- 1-P(0) 1—P(0)
0.03 4+ 0.02
= T om0~ 0¥

Om inga olycksforebyggande atgéarder vidtas vid fabriken kommer alltsa i det
langa loppet 25 % av olycksdagarna att ha tre eller fler olyckor. |

Exempel 5.3

Vi skall nu studera expertbedémningarna om fotbollslaget i 6vning 5.3 nagot
mer. Lat darfor A vara handelsen ”laget vinner nésta match” och B héndelsen



”laget vinner annu nédsta match” sa att

P(A) = 0.10
P(B) = 0.30

De resterande sannolikheterna i marginalerna i fyrfaltstabellen ar darfor

P(A) = 1-P(4) =1-0.10=0.90
P(B) = 1-P(B)=1-0.30=0.70.

Lat oss genast skriva in detta i en fyrfaltstabell:

Héndelse | A A | marginal
B 0,30

B 0,70
marginal | 0,10 | 0,90 1,00

Vi vet dessutom att sannolikheten att laget forlorar bada matcherna ar 0,65,

dvs
P(ANB) =065

sa att den kompletta fyrfaltstabellen &ar

Handelse | A A | marginal
B 0,05 | 0,25 0,30

B 0,05 | 0,65 0,70
marginal | 0,10 | 0,90 1,00

Sannolikheten att laget vinner &nnu nasta match givet att laget vinner nésta
match ar darfor

P(ANB) 0,05

PBIA == =010 -

0,50

medan sannolikheten att laget vinner &nnu nasta match givet att laget forlorar
nasta match ar

P(AnB) 0,25
P(4A) 0,9

P(B|A4) = ~ 0,28



Tydligen ar sannolikheten for handelsen B i detta exempel olika om héndelsen
A intréaffar eller om handelsen A inte intraffar. Vi sager da att handelsen B ar
beroende av héndelsen A, betingelsen A spelar roll for hur stor sannolikheten
att handelsen B intréiffar. Om, a andra sidan, det ar lika stor sannolikhet att
handelsen B intraffar oavsett om A intraffar eller inte, sager vi att handelsen
B ar stokastiskt oberoende av héndelsen A. Oberoende hindelser ar ett
mycket viktigt begrepp inom sannolikhetslaran. I nasta avsnitt kommer vi
att mer ingaende diskutera oberoendebegreppet. |

(")VIIiIlg 5.4

I anslutning till fyrféltstabellen nedan &r givet P (A) = 0.3, P (B) = 0.2 och
P(A| B) =0.5. Komplettera tabellen.

Hindelse | A | A | marginal
B 0.2
B

marginal | 0.3

(")VIIiIlg 5.5

Antag att talen i nedanstaende fyrfiltstabell ger sannolikheterna for motsvarande
héndelser i det slumpmassiga forsoket ”en person valjs slumpmassigt ut och
vi noterar om personen far cancer eller ej respektive roker eller ej”.

Héandelse | Far cancer | Far ej cancer | marginal
Rokare 0.0054 0.1546

Ej rokare 0.0006 0.8394

marginal

Berékna sannolikheten att en rokare far lungcancer och att en icke-rokare far
lungcancer. Hur manga ganger storre sannolikhet 16per rokaren att drabbas
av lungcancer an icke-rookaren?

(")VIIiIlg 5.6

For att studera alkoholens konsekvenser vid bilkorning studerades ett stort
antal trafikolyckor. Studien visade att 20 % av alla olyckor var svara och
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hilften av alla svara olyckor orsakades av onyktra bilforare. Av samtliga
olyckor hade 12 % orsakats av onyktra bilforare. Berakna sannolikheten att
en olycka ar svar, givet att den orsakas av en onykter forare.

Ovning 5.7

a) I en trebarnsfamilj dr alla barnen flickor. Vad &r sannolikheten att det
fjarde barnet ocksa blir en flicka?

b) Vad ar sannolikheten att alla barnen i en fyrbarnsfamilj &r flickor?

c) Varfor ar sannolikheterna i a) och b) olika?

(")Vﬂing 5.8
Lat A vara en hindelse sadan att P (A) # 0. Berdkna P (A | A).

Ovning 5.9

En gronsaksgrossist har utvecklat ett test att kontrollera kvaliteten hos to-
mater. Efter att ha inspekterat ett urval fran ett parti tomater accepteras
eller forkastas hela partiet. Det har visat sig att 15 % av alla testade partier
har forkastats och 6 % av de accepterade partierna har varit daliga. An-
tag att sannolikheten att ett parti ar daligt ar 0.1. Satt upp en fullstandig
fyrfaltstabell och berakna sannolikheten att ett fullgott parti kommer att
accepteras med den anvinda testmetoden.

Ovning 5.10

a) Antag att en persom har tva mynt i sin ficka. Det ena myntet ar ett
vanligt mynt (med krona pa den ena sidan och klave pa den andra sidan).
Det andra myntet har krona pa bada sidorna. Personen valjer slupmassigt
ut ett av mynten och kastar det. Det visar krona. Vad ar sannolikheten att
myntet ar ett vanligt mynt?

b) Antag att personen kastar myntet en gang till och det visar krona dven
den andra gangen. Vad ar sannolikheten att myntet ar ett vanligt mynt?



Ovning 5.11

Ett stort observationsmaterial skall genomga en automatisk databearbetning.
For att mojliggora denna maste materialet forst kodas och darefter skrivas in
pa en datafil. Fel i samband med kodning och/eller inskrivning férekommer
med frekvensen 5 pa 100 poster pa filen.

I den maskinella bearbetningen ar en automatisk rattningsrutin for att upptéacka
fel av ovanndmnda typ inbyggd. Sannolikheten for att en felaktig post
upptacks av rattningsrutinen ar 0,95. Vidare ar sannolikheten att en fel-
fri post kommer att tolkas som felaktig av rattningsrutinen lika med 0,001.

a) Bestam sannolikheten for att en slumpmaéssigt vald post ur det bearbetade
datamaterialet ar felaktig om den vid granskningen noterades som felaktig.

b) Bestdm sannolikheten att en post ar felaktig om den vid granskningen
noterades som korrekt.

5.3 Oberoende forsok och handelser

[ manga problemstéllningar vill man klarlagga om beroende mellan tva handelser
foreligger eller inte. Exempelvis kan man vara intresserad av att undersoka
om och i sa fall hur kassationen i en tillverkningsprocess beror av den ut-
bildning man gett de anstallda eller hur konsumenternas képmonster beror
av desra inkomstniva. Vidare forutsitter manga statistiska analysmetoder
att observationer kan goras oberoende av varandra t ex att ett slumpmassigt
matfel man far vid en viktbestdmning ar oberoende av det métfel man kan

fa i andra viktbestamningar.

Vi har tidigare sett exempel pa oberoende handelser. Om man pa mafa drar
ett kort ur en vanlig kortlek, laser av och lagger tillbaka kortet, blandar leken
samt drar ett kort pa nytt, sa dr sannolikheten att fa ett rott kort i andra
dragningen oberoende av vilket kort man fick i den forsta dragningen. Vi
har samma sannolikhet att fa ett rott kort i varje dragning.

Vad detta innebéar skulle kunna beskrivas pa foljande satt. Lat oss betrakta
tva forsok i vilka hédndelserna A respektive B kan intréffa - sag att A markerar
rott kort i forsta dragningen och B rott kort i andra dragningen. Rent
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definitionsmassigt foreligger stoastiskt oberoende om
P(B|A)=P(B),

dvs sannolikheten att B skall intraffa ar densamma vare sig A intraffar
(intraffat) eller ej. Foljaktligen ar

P(B|A) =P (B|A) =P(B)

vid oberoende.

Exempel 5.4

Antag att vi drar ett kort fran en vanlig kortlek, observerar vilket kort det
blev och sedan, utan att ligga tillbaka kortet, drar ett kort till. Om A
betecknar rott kort i forsta dragningen galler tydligen
26 1
P(A)=—=—
52 2
eftersom det finns 26 roda kort av totalt 52 kort. Lat nu B beteckna rott
kort i andra dragningen. Vid den andra dragningen finns det 51 kort kvar i
kortleken. Om A har intraffat ar 25 av dessa roda, dvs
25
P(B|A) =,
51
medan om A har intriffat, dvs det forsta kortet var svart, dr 26 kort roda
vid den andra dragningen, dvs
26

P(BIA) ==,

Déarmed drar vi slutsatsen att
P(B|A)#P(B]|A)

och det foreligger ett stokastiskt beroende mellan héndelserna A och B.
Nagot annan var ju heller inte att vinta, eftersom vi inte kan fa det forst
dragna kortet vid den andra dragningen. |
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Exempel 5.5

I samband med sjotransporter av farligt gods ar det viktigt att ha en upp-
fattning om sannolikheten att en olycka som &r miljoforstérande intraffar.
Antag att man fran studier av sjotrafik bedémer sannolikheten att en olycka
intraffar ar 0,00016. Bland alla olycka som intraffar bedémer man att 2 oly-
ckor av 10000 skadar naturen. Later vi A beteckna héndelsen att en olycka
intraffar och B héndelsen att miljon forstors, har vi alltsa att

P (A) =0,00016

P (B | A) = 0,0002.

Vi soker nu sannolikheten att en olycka som forstor miljon intraffar. Vi ser
att

P (en olycka som forstor miljon intréaffar)
— P(ANB)=P(B|A) - P(A)=0,0002-0,00016 = 0,000000032. W

Exempel 5.6

Lat oss betrakta det slumpmaéssiga forsoket "kast med tva tarningar” igen.
A och B far som vanligt vara hindelserna att vi far en sexa pa den ena
respektive den andra térningen. Vi berdknar forst P (B | A), och far

P(A):é

P(AmB):3—16

P(ANB) 1/36 1
P(A)  — 1/6 6

Denna sannolikhet ar samma som da vi inte kanner resultatet av forsta kastet.
Alltsa ar P (B | A) = P (B). |

P(B|A) =

Om A och B ér tva stokastiskt oberoende héndelser far vi enligt multiplika-
tionssatsen

P(ANB)=P(A)P(B|A) =P(A)P(B).
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Omvént géller det ocksa att om P (AN B) = P (A) P (B) sa &r héndelserna
A och B stokastiskt oberoende.

Exempel 5.7

Sannolikheten att en viss basketspelare kastar ett straffkast i korgen &ar 0.7.
Antag att hon far kasta fyra straffkast under en match. Vi vill berdkna san-
nolikheten att hon kastar alla fyra straffkasten i korgen. Vi antar darfor att
kasten ar oberoende av varandra. (Diskutera rimligheten i detta antagande.)
Vi far

P (alla fyra kasten gar i korgen)
= 0,7-0,7-0,7-0,7=0,7"~0,2401 W

5.4 Tillampningar
5.4.1 Arbetskraft

I det har avsnittet beskriver vi nagra enkla modeller for att studera hur
personer vid vissa tidpunkter kan ha ett arbete och vid vissa tidpunkter sakna
arbete. I den enklaste modellen gor vi forenklingen att en person endast kan
befinna sig i ett av de tva mojliga tillstanden ” Har arbete” respektive ” Saknar
arbete”. Fran en tidpunkt till en annan, t.ex. nista manad eller nésta kvartal
eller nésta ar, kan personen antingen stanna kvar i det tillstand hon eller han
befann sig i eller byta till det andra tillstandet. Héandelserna att stanna kvar
i ett tillstand och att byta till det andra tillstandet antas vara slumpmaéssiga
och ske med vissa sannolikheter, Schematiskt kan modellen representeras
som i figur 5.1. Har representeras de tva tillstanden som cirklar och de
slumpmassiga handelserna, stanna kvar respektive byta tillstand, som pilar.

De betingade sannolikheterna i figuren definieras som

paa = P (Arbete vid nésta tidpunkt | Arbete vid innevarande tidpunkt)
pav = P (Utan arbete vid nésta tidpunkt | Arbete vid innevarande tidpunkt)
pua = P (Arbete vid nésta tidpunkt | Utan arbete vid innev. tidpunkt)
pvv = P (Utan arbete vid nésta tidpunkt | Utan arbete vid innev. tidpunkt).
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Figur 5.1 En enkel modell med tva tillstand

Vi antar nu att alla sannolikheter ar konstanta over tiden och att en handelse
vid en viss tidpunkt ar stokastiskt oberoende av handelser vid andra tidpunk-
ter.

En person som arbetar vid en viss tidpunkt och har ett arbete tva tidsenheter
senare har antingen stannat kvar i tillstandet ” Arbete”, vilket intraffar med
sannolikheten paapaa, eller sa har personen forst bytt till tillstandet ” Utan
arbete” och sedan bytt tillbaka till tillstandet ” Arbete”, vilket intraffar med
sannolikheten p ypya. Eftersom dessa tva mojligheter ar omsesidigt uteslu-
tande handelser, far vi enligt additionssatsen att sannolikheten att en person
som har arbete vid en tidpunkt ocksa har det tva tidsperioder senare ar

p,(i)q = PAAPAA + DAUDPUA-

Om t.ex. paa = 0,95, pay = 0,05, pya = 0,20 och pyy = 0,80 blir

Pl =0,95-0,95+0,05 - 0,20 = 0,9125.

Pa motsvarande sitt kan vi bestamma sannolikheten att en person utan ar-
bete vid en viss tidpunkt kommer att ha arbete tva tidsperioder framat. Da
har personen antingen forst fatt arbete och sedan stannat kvar i tillstandet
” Arbete”, vilket intraffar med sannolikheten pyapaa, eller sa har perso-
nen stannat i tillstandet ”Utan arbete” och sedan bytt till ” Arbete”, vilket
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intraffar med sannolikheten pyypya. Med hjalp av additionssatsen far vi
sedan att sannolikheten at ten person som ar utan arbete vid en viss tid-
punkt kommer att ha ett arbete tva tidsperioder senare ar

p(UQ,)ay = PuAPAA + PUUDPUA-

Med ovanstaende sannolikheter far vi

Pl =0,20-0,95+ 0,80 - 0,20 = 0, 35.

For att studera sannolikheter att ha forflyttat sig mellan olika tillstand efter
tre eller fler tidsperioder far man utreda vilka mojliga vagar det finns mellan
tillstanden och berdkna sannolikheterna for var och en av de méjliga vagarna.
En god hjélp for att genomfora sadana berdkningar dr det som i matematiken
kallas matrisalgebra, nagot som vi inte skall fordjupa oss i hér.

Den enkla modellen med endast tva tillstand, ” Arbete” och ”Utan arbete”,
kan utvidgas till att innehalla fler tillstand. T.ex. kan tillstander ” Studerar”
laggas till, sasom illustreras i Figur 5.2.

Figur 5.2 Modell med tre tillstand
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Med denna modell ser vi att sannolikheten att en person som befinner sig
i tillstandet ”Studerar” kommer att befinna sig i tillstandet ” Arbete” tva
tidsperioder framat ar

pfqa = PssPsa + PsaPaA + PsuPua

Den typ av modeller vi har studerat har, dar individer ror sig mellan olika
tillstand, kallas Markovkedjor och ar en viktig typ av modeller med manga
olika tillampningar.

5.4.2 Tillforlitlighet hos system

Ett kdrnkraftverk ar ett exempel pa en anlaggning dar hundratals system
anvands for att styra, kontrollera och 6vervaka anlaggningen. For liknande
andamal finns manga system i rymdfarjor och flygplan, men &ven adminis-
trativa rutiner kan innehalla system for styrning, kontroll och 6vervakkning.
Varje system kan i sin tur besta av ett stort antal komponenter. Forhoppningsvis
fungerar dessa komponenter tillfredsstéllande sa att hela systemet fungerar
pa avsett satt. Det kan dock intraffa att en komponent av nagon anledning
slutar fungera, nagot som kan orsaka att systemet slutar fungera och som i
sin tur orsakar att hela anldggningen inte fungerar pa avsett satt. I det har
avsnittet skall vi studera nagra enkla fall hur sannolikheten att en kompo-
nent slutar fungera paverkar sannolikheten att systemet den ingar i slutar
fungera.

Vi definierar tillforlitligheten, R (t), hos ett system som sannolikheten att
systemet fungerar tillfredsstallande minst fram till tidpunkten ¢,

R (t) = P (systemet fungerar fram till tidpunkten t),

dar ¢ ar en viss given tidpunkt.

Tillforlitligheten hos systemet beror dels pa tillforlitligheten hos systemets
komponenter och dels pa hur komponenterna dr sammankopplande. Speciellt
forekommer tva typer av samankopplingar av komponenter, seriekoppling
och parallellkoppling. Om ett system med tva komponenter fungerar om
och endast om bada komponenterna fungerar, sager vi att komponenterna ar
seriekopplande. Om vi betecknar komponenterna med A respektive B kan
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vi grafiskt illustrera seriekoppling som i figur 5.3. Infér vi beteckningarna

pa = P (A fungerar fram till tidpunkten t)
pp = P (B fungerar fram till tidpunkten t)

och antar att A och B fungerar stokastiskt oberoende av varandra, kan vi

anvianda multiplikatonssatsen for att fa

R (t) = paps
A E
o0 )

Figur 5.3 System med tva seriekopplade komponenter

Om ett system med tva komponenter fungerar om och endast om minst en
av komponenterna fungerar sager vi att komponenterna ar parallellkopplade.
Parallellkoppling kan grafiskt illustreras som i figur 5.4. I det har fallet kan vi
anvanda additionssatsen for att berdakna systemets tillfallighet. Med samma

beteckningar som ovan far vi alltsa

R(t) = pa+pB — paps

Figur 5.4 System med tva parallellkopplade komponenter
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Figur 5.5 illustrerar hur tillforlitligheten hos ett system med tva komponenter
beror av komponenternas tillforlitlighet. I figuren visas tillférlitligheten for
systemet bade da komponeterna ar seriekopplade och da de ar seriekopplade.
Parallellkopplade komponenter ger tydligen alltid en hogre tillférlitlighet an
seriekopplade, eftersom det récker att en komponent fungerar i ett parallel-
lkopplat system, medan bada komponenterna maste fungera i ett seriekopplat
system.

0757

05T

0257

o | | | |
0 0.25 05 0.75 1

Figur 5.5 Tillforlitligheten for tva komponenter som ar parallellkopplade
respektive seriekopplade

Med hjalp av raknereglerna for seriekoppling och parallellkoppling av tva
komponenter kan tillforlitligheten hos mer komplicerade system med fler
komponenter, berdknas. I figur 5.6 visas ett exempel pa ett system med
fyra komponenter, A, B, C' och D. Har giller att antingen maste bade A
och B fungera eller sa maste bade C' och D fungera, eller sa maste alla fyra
komponenterna fungera for att systemet skall fungera. A och B ar alltsa
seriekopplade och C' och D é&r seriekopplade, medan de tva seriekopplin-
garna i sin tur ar parallellkopplade. Under antagandet att alla komponenter
fungerar oberoende av varandra tillampar vi nu multiplikationssatsen for de
tva seriekopplingarna, dvs de fungerar med sannolikheterna papp respektive
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pepp. For att bestdmma hela systemets tillforlitlighet tillampar vi sedan
additionssatsen med dessa resultat. Detta ger
R(t) = paps + PcPp — PAPBDPCPD-

Om det dessutom galler att p4 = pe och pg = pp kan denna formel forenklas
till
R(t) = paps + paps — PaPh = papp(2 — paps).

A 2
oo D 0-
c D
oo °o-

Figur 5.6 Exempel pa ett system med fyra komponenter

5.4.3 Medicinska test

Inom den medicinska varden forekommer ett stort antal test for att indikera
forekomsten av virus, bakterier, antikroppar etc. Ett test for att indikera
forekomsten av HIV virus fungerar sa att det ger ett positivt resultat med
sakerhet om patienten verkligen har viruset. Om déremot patienten inte har
viruset kan testet d4nda ge ett (falskt) positivt resultat. Antag att ett fal-
skt positivt resultat intraffar med sannolikheten 0,00005, alltsa i fem fall av
100.000. Alla medicinska test ger falska positiva resultat med nagon san-
nolikhet. Aven falskt negativa resultat, dvs. testet ger ingen indikation pa
forekomsten av det man soker, trots att det finns. I det HIV-test vi beskriver
har intraffar falska negativa resultat alltsa med sannolikheten noll.

Antag nu att en person av 10.000 a&r HIV-positiv. For att bestdmma san-
nolikheten att en patient med positivt testresultat verkligen ar HIV-positiv
later vi A beteckna héandelsen att patienten &r HIV-positiv och B beteckna
héndelsen att patienten har ett HIV-positivt test. Da &r alltsa

P (A) = 0,0001
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P(B|A) =1
P (B | A) = 0,00005,
och det foljer det att
P(ANB)=P(B|A)P(A)=1-0,0001 = 0,0001
P(A) =1-P(A)=1-0,0001=0,9999
P(ANB) =P (B|A)P(A)=0,00005-0,9999 ~ 0,00005.

Dérmed kan vi fylla i alla celler i fyrfaltstabellen nedan

Héandelse A A marginal
B 0,0001 | 0,00005 | 0,00015
B 0,0000 | 0,99985 | 0,99985

marginal | 0,0001 | 0,9999 1,00

Den sannolikhet vi soker ar

P(ANB) _ 0,0001 2

P(A|B) = - ==
(415) P(B)  0,00015 3

Vid forsta anblicken verkar testet mycket kansligt eftersom sannolikheten for
ett falskt positivt resultat ar mycket liten. Trots det &r det bara ungefar 2/3
av alla med positivt testresultat som faktiskt bar pa viruset medan 1/3 av
alla med positivt testresultat har inte viruset.

Sanolikheten att en patient med ett positivt test verkligen har sjukdomen,
P (A| B), beror dels pa hur vanlig sjukdomen é&r, P (A), och dels pa hur stor
sannoikheten for falskt positiva testresultat, P (B | Z), ar. Vi studerar nu
forst hur P (A | B) beror av P (A). For att forenkla beteckningarna séitter vi
P (A) = p och later P (B | A) fortfarande vara 0,00005. Den fyrfiltstabell
vi da far ar

Héandelse A A marginal
B P 0,00005(1 — p) | 0,00005+0,99995p
B 0,00000 | 0,99995(1 — p) 0,99995(1 — p)
marginal P 1—p 1,00
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Det framgar da att sannolikheten att en patient med positivt test verkligen
har sjukdomen ar

p
P(A|B)=
(41B) 0,00005 + 0,99995p

PAB) 1T fk

0.757]
0.57

0257

| | | {
1

0 0.0125 0.025 0.0375 0.0

Figur 5.7 Graf éver hur P (A | B) beror av p

En graf 6ver hur P (A | B) beror av p visas i figur 5.7. Om sjukdomen
inte forekommer i populationen, p = 0, ar givetvis sannolikheten noll att
en patient med positivt testresultat ocksa har sjukdomen. Vi ser i figuren
att sannolikheten P (A | B) 6kar mycket snabbt och nédrmar sig ett da p
okar. P (A | B) overstiger 0,99 da p > 0,005. Om alla i populationen bér
pa sjukdomen, dvs. om p = 1, sa &r givetvis dven P (A | B) = 1, alla med
positvt test har sjukdomen. Det ar tydligen for mycket sallsynta sjukdomar
som sannolikheten for falska positiva testresultat ar stor.

Vi fixerar nu P (A) vid det ursprungliga vérdet, 0,0001, och varierar P (B | A),
sannolikheten att fa ett positivt testresultat hos en frisk person. Vi infér
beteckningen P (B | A) = r och far fyrfiltstabelen
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Héandelse A A marginal
B 0,0001 0,9999r 0,0001+0, 99997
B 0,00000 | 0,9999(1 —r) | 0,9999(1 — r)
marginal | 0,0001 0,9999 1,00

Sannolikheten att en patient med positivt testresultat verkligen har sjuk-
domen blir med dessa forutsattningar

P(A|B) = 0,0001
~0,0001 + 0, 99997

I figur 5.8 visas en graf 6ver hur P (A | B) beror av r. Om testet aldrig
visar ett felaktigt resultat, r = 0, kommer alla med positivt testresultat
ocksa att ha sjukdomen, P (A | B) = 1. I figuren visas ocksa att efterhand
som testet blir osékrare, r okar, minskar sannolikheten att en patient med
positivt testresultat verkligen har sjukdomen. Om t.ex. sannolikheten att
testet ar positivt for en frisk person &r ar store an en pa tusen, r > 0,001,
sa ar sannolikheten mindre &n 0,1 att en person med positivt testresultat
har sjukdomen. Risken for falska positiva resultat ar alltsa mycket stor i det
fallet.

PAB) 1T

0.757

057

| | I
t t t {
0 0.00125 0.0025 0.00375 0.0

Figur 5.8 Graf 6ver hur P (A | B) beror av 7.
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Ovning 5.12

Betrakta 6vning 5.5. Ar forekomsten av sjukdomen cancer oberoende av
rokning?

Ovning 5.13

I en galopptavling startar fem héastar. Hastarna och sannolikheteerna for
vinst for var och en av dem visas i tabellen nedan. Just fore loppet stryks
Casiopeja och Sweet Sue ur loppet. Vad ar da sannolikheten att Pollux
vinner loppet?

Hast Slh for vinst
Rigel 0,10
Aldebaran 0,25
Casiopeja 0,15
Sweet Sue 0,30
Pollux 0,20

(")Vﬂing 5.14

Tre spelare, Andersson, Bertilsson och Carlsson, spelar en tennisturnering.
Varje spelare spelar tva matcher, en match mot var och en av de andra tva
spelarna. Om nagon vinner sina bada matcher raknas han som segrare i
turneringen. Antag att foljande sannolikheter géller

P (Andersson slar Bertilsson) = 0,7
P (Bertilsson slar Carlsson) = 0,8
P (Carlsson slar Andersson) = 0,9
Skriv upp nédvandiga forutsattningar och berdkna sannolikheten att
a) Andersson vinner turneringen
b) Bertilsson vinner turneringen

¢) Ingen vinner turneringen, dvs alla vinner var sin match.
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Ovning 5.15

I en verkstadsindustri bearbetas en produkt successivt i fem deloperationer.
Genom ovarsam hantering deformeras vissa av de producerade enheterna.
For varje deloperation ar sannolikheten att en enhet blir deformerad 0,03.
De olika deformeringarna upptrader oberoende av varandra. Kontroll av
deformering sker efter femte operationen. Vid kontrollen kasseras alla enheter
som har utsatts for minst en deformering.

Berikna sannolikheten att en enhet maste kasseras pa grund av deformering.

Ovning 5.16

Vardet pa villor bestams bl.a. villans standard. I ett omrade ar 4 % av
alla villor gjorda av mexitegel och har garage medan 58 % ar gjorda av ett
annat material och saknar garage. Bestdm andelen villor byggda av mexitegel
bland de hus som har garage om man vet att 6 % av alla hus ar byggda av
mexitegel.

évning 5.17

Ett varningssystem bestar av tva komponenter K; och Ky som var och en
kan ge signal om en olycka intraffar. Olyckorna ar av sadan art att varn-
ingssystemet kan forstoras. Man rdaknar med att K; kommer att fungera
med sannolikheten 0,95 och att Ky, kommer att fungera med sannolikheten
0,90. Bada kommer att fungera med sannolikhet 0,89.

a) Berdkna sannolikheten att systemet kommer att fungera vid en olycka.

b) Visa att det inte foreligger stokastiskt oberoende mellan héndelserna att
komponent K; respektive Ky fungerar.

c) Antag att det forelag oberoende mellan de ovan omtalade héndelserna.
Berakna sannolikheten att systemet fungerar om sannolikheterna att K; re-
spektive Ky fungerar fortfarande ar 0,95 respektive 0,90.

d) Berékna sannolikheten att en olycka som forstor Ky dven kommer att
forstora K (ursprungliga forutséttningar om beroende antas gélla).
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Ovning 5.18

En investerare har tva aktier. En viss dag kan vérdet pa var och en av
aktierna antingen oka (O), vara oféréndrat (O) eller minska (M).

a) Berdkna sannolikheterna att (i) bada aktiernas vérden &kar, (i) bada
aktiernas viarden minskar och (i) véirdet pa exakt en aktie minskar en viss

dag om det géller att P <O> =0,4, P(O) =0,20ch P (M) = 0,4. Aktiernas
varden antas vara stolastiskt oberoende av varandra.

b) Berékna sannolikheterna i uppgft a) om det géller att P (O) = 0,8,

P(O) =0,10och P(M) = 0,1. Vérdet pa aktierna antas fortfarande vara
stokastiskt oberoende av varandra.

Ovning 5.19

Antag att vardet av en aktie (aktie A) en viss dag ar stokastiskt beroende
av vardet av en annan aktie (aktie B) dagen innan. Bestdm sannolikheten
att aktie A Okar sitt varde en viss dag om vi vet att akite B okade sitt
varde dagen innan. Utfor berdkningen under forutsatning att aktierna ckar
respektive minskar sina véirden en viss dag ar 0,5 (oférdndrat véirde antas
inte vara mojligt)..Sannolikheten att aktie A minskar sitt vérde en viss dag
och att aktie B har minskat sitt varde dagen innan ar 0,3.

Ovning 5.20

Foretaget Rent och snygt (ROS) har marknadsfort sin nya produkt, tvattmedlet
Miljoskyddssapa (Miss), i en TV reklam. I en efterféljande urvalsundersékning
visar det sig att 21% av de tillfragade har kopt Miss, 41% har sett TV rekla-
men och 13% av de tillfragade har bade kopt produkten och sett TV rekla-
men.

a) Hur stor andel av de tillfragade som har sett TV reklamen har ocksa kopt
tvattmedlet?

b) Med ledning av svaret pa fraga a), kan man siga att TV reklamen har
varit framgangsrik?
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Ovning 5.21

Ett foretag tillverkar sina produkter genom att montera ihop komponenter
som man koper in fran andra tillverkare. Antag att man koper 10 % fran
tillverkare A, 20 % fran tillverkare B och resten fran tillverkare C. Antag
vidare att 3 % av komponenterna fran tillverkare A ar felaktiga, 2 % av
komponenterna fran tillverkare B ar elaktiga och 0,5 % av komponenterna
fran tillverkare C &r felaktiga. Bestdm sannolikheten att en slumpmassigt
vald komponent ar felaktig.
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