3. MODELLER

Manga anvander modellbegreppet synonymt med teoribegreppet. Har anvander
vi modeller som hjalpmedel nar det galler att omvandla teoretiska pastaenden
till provbara hypoteser och nér det giller att losa specifika problem inom
nagot verklighetsomrade. En modell kan saledes vara identisk med en teori,
men bestar oftast av delar fran flera olika teorier. De modeller vi arbe-
tar med har byggs ofta upp dels av teorier om det studerade verklighets-
omradet och dels av teorier om de matinstrument som anvands for att gora
observationer. Pa sa sitt kan vi sdga att en modell beskriver vad vi bor
observera enligt en eller flera teorier. I det har kapitlet diskuterar vi mod-
ellbegreppet nagot narmare och undersoker hur modeller kan anviandas for
att beskriva héndelser och fenomen samt som hjalpmedel for att analysera
observationer. Det typiska for handelser som studeras inom statistiken ar att
”slumpen” har en viss betydelse. Ett exempel ér ett foretag som skall gora
en forsaljningsprognos pa en av sina produkter. Man vet da inte pa férhand
exakt hur stor forsaljningen kommer att bli, utan ”slumpen” kommer att till
viss del bestdmma den forsalda kvantiteten. For oss ar det alltsa sarskilt
intressant att studera modeller av situationer da ”slumpen” inverkar pa re-
sultaten. Sadana modeller beskrivs i avsnitt 3.3. Innan vi tittar narmare
pa modeller behover vi bekanta oss med nagra begrepp som ofta anvéands i
statistiska modeller, nadmligen population, urval och variabel. Detta gor vi i
kapitlets forsta avsnitt.

3.1 Population, urval och variabel

For att mer precist kunna diskutera syftet med statistiska undersokningar och
de grundléggande teorierna om statistiska metoder maste vi inféra begreppen
population, urval och variabel.

Med population menar vi en méngd individer eller objekt (bade konkreta och
abstrakta) som har en eller flera gemensamma egenskaper. Lat oss betrakta
nagra exempel.



Exempel 3.1

Mangden manniskor som ar svenska medborgare ett visst bestamt datum
utgor en population. Individernas gemensamma egenskap ar att de ar sven-
ska medborgare det givna datumet. Individerna har ocksa en méangd andra
egenskaper, t. ex. alder, kon och langd, som kan vara av intresse att studera.
Dessa egenskaper kan dock vara olika for olika individer i populationen. B

Exempel 3.2

Miéngden av alla bostadshus i en viss kommun ett visst datum utgor en popu-
lation. En individ i denna population ar salunda ett bostadshus. Egenskaper
som inte nodvandigtvis ar lika for alla indivder i denna population ar t. ex.
bostadsyta och antal manniskor som bor i huset. |

Exempel 3.3

Miéngden av alla tarningskast som kan goras med en viss tarning utgor en
population. Har ar ett kast med tarningen en individ i populationen. Indi-
viderna i denna population ar abstrakta. Antalet prickar som ar pa ovansidan
tarningen ar en egenskap som kan variera mellan olika kast, dvs mellan olika
individer i populationen. |

Observera att antalet individer i en population kan variera hogst avsevart.
En populatiuon med ett andligt antal individer brukar kallas en andlig pop-
ulation till skillnad fran en oéndlig population som har oéndligt manga indi-
vider. Populationerna i exemplen 3.1 och 3.2 ar alltsa andliga. Populationen
i exempel 3.3 ddremot ar oéndlig eftersom vi, atminstone teoretiskt, kan gora
hur manga kast som helst med en tarning.

Det ar viktigt att den population man vill studera ar noga definierad sa att
det inte uppstar tveksamheter om en individ tillhér populationen eller ej. T.
ex. ar populationen i exempel 3.2 ofullstdndigt definierad. Vad menar vi
med ett bostadshus? Réknas ett radhus som ett bostadshus eller som flera?
Réknas ett hyreshus som ett bostadshus? Det ar syftet med den analys som
vi avser gora som far avgora hur populationen skall definieras. Om vi t. ex.
endast ar intresserade av fristaende villor ar det forstas ingen idé att &ven
lata radhus inga i populationen.



De individer som vi faktiskt observerar ar néstan alltid en del, och oftast en
mycket liten del, av hela populationen. Om alla individerna i en population
observeras, sager vi att vi gor en totalundersokning av populationen. I annat
fall gor vi en urvalsundersokning och de utvalda individerna kallas urval.

Det ar i och for sig majligt att méata langden pa alla svenska man i aldern 20
till 25 ar for att berdkna deras medelldingd. Det vore dock betydligt lattare
om det riackte med att mata langden av individerna i ett relativt litet urval
och anvanda dessa observationer for att dra slutsatser om medellangden hos
individerna i hela populationen.

De egenskaper som kan vara olika hos olika individer i en population kallas
variabler. Vara observationer ér saledes observationer pa en eller flera vari-
abler. Da vi observerar en variabel som kan representeras med tal, t. ex.
langd, pris och alder, kallas variabeln kvantitativ. Ibland har man &ven an-
ledning att studera variabler som inte svarar mot tal, t. ex. kon, ogonfarg
och partisympati. En sadan variabel kallas kvalitativ.

Kvantitativa variabler kan vara kontinuerliga eller diskreta. Kontinuerliga
kvantitativa variabler &r sadana som, eventuellt inom vissa granser, kan anta
vilket varde som helst. Langden av en manniska kan t. ex. vara 174 cm,
182.65 ¢cm och 176.92378504 cm. Daremot kan inte kroppslangden vara nega-
tiv. Inom vissa granser finns det salunda inget tal som inte kan vara lingden
av en manniska. Variabeln ”"kroppslangd” ar darfor en kontinuerlig kvanti-
tativ variabel. Diskreta kvantitativa variabler &r sadana som bara kan anta
vissa virden. Antal prickar som kommer upp da man kastar en tarning kan
bara anta vardena 1, 2, 3, 4, 5 och 6 och ar darfor en diskret kvantitativ
variabel. Eftersom det endast ar kvantitativa variabler som kan vara kontin-
uerliga eller diskreta kommer vi fortsattningsvis att underforstatt mena kon-
tinuerliga kvantitativa respektive diskreta kvantitativa variabler da vi skriver
kontinuerliga respektive diskreta variabler.

6vning 3.1

Forsok att mer precist definiera féljande populationer och avgér om de &r
andliga eller oandliga.

a) Tomatplantorna i ett vixthus da skérden hos varje planta under en viss
tid mats.



b) Fembarnsfamiljer da antal flickor i familjen réknas.
¢) Kommunerna i riket da antalet invanare i kommunerna réknas.

d) Alla 18-aringar i Sverige da man undersoker vilken utbildning hon/han
har.

f)vning 3.2

Avgor om variablerna i 6vning 3.1 &r kvalitativa eller kvantitativa och i
forekommande fall om de ar kontinuerliga eller diskreta.

I en del sammanhang ar det praktiskt att tilldela olika tal till olika kvalitativa
egenskaper. T. ex. kan observationer pa sympatier med ett visst politiskt
parti tilldelas talet ”1” medan Ovriga observationer pa den variabeln, dvs.
sympatier med nagot annat politiskt parti, tilldelas talet ”0”. Genom att
addera alla observationer far vi da antal observerade sympatisorer med det
studerade partiet. Denna kodifiering till tal av kvalitativa egenskaper in-
nebar dock inte att egenskapen har blivit kvantitativ. Valet av tal for att
representera sympatisorer respektive icke-sympatisorer ar helt godtyckligt.
Vi kan lika garna tilldela sympatisorerna talet ”0” och icke-sympatisorerna
talet 71”7. Summan av alla observationerna blir i det fallet antal observerade
icke-sympatisorer, som ju tillsammans med en uppgift om antal observa-
tioner, ger samma information som antalet sympatisorer. Nar vi observerar
en kvantitativ variabel, som t. ex. kroppslangd, har vi ofta flera matskalor
att valja mellan, t. ex. centimeter, meter och tum. Nar matskalan val ar
bestamd ar ocksa de olika individernas matviarden entydigt bestdmda.

3.2 Nagot om modeller och deras anvandning

I det har avsnittet skall vi introducera modellbegreppet och diskutera hur
man kan arbeta med modeller. Formodligen har du tidigare i ditt liv arbetat
med modeller. Téank bara pa din barndom, da du sdkert hade dockor eller
leksaker som du kallade bilar, batar och flygplan. Att leksaker i form av
bilar, batar och flygplan dr modeller accepterar vi nog utan att fundera sa
mycket, men ar dockor modeller? Eftersom vi kan pasta att en leksaksbil
verkligen ar en modell, maste vi ha en uppfattning om vad en modell ar och



vilka egenskaper en modell har. Lat oss tianka efter vad en leksaksbil &r och
vilka egenskaper den har. En leksaksbil ar i vissa avseenden en kopia av en
riktig bil, men det finns en rad viktiga skillnader mellan riktiga bilar och
leksaksbilar. En leksaksbil ar t. ex. mycket mindre och den har oftast ett
enklare utforande an den riktiga bilen. Med enklare utféranden menar vi
sadana saker som att dorrarna och bagageluckan inte kan 6ppnas, ratten inte
kan vridas osv. Det gor ingenting att dorrarna och bagageluckan inte kan
Oppnas, for ingen skall satta sig i leksaksbilen och ingen skall ha nagot bagage
i bagageutrymmet. Allmént ar det sa att leksaksbilen &r forenklad pa alla
punkter dar det inte gor nagot att den &ar foérenklad. Om vi t. ex. skall kora
leksaksbilen ar det viktigt att den har en motor, men om vi inte skall kora
den kan den lika gérna vara utan motor. Sammanfattningsvis kan vi séga
att leksaksbilen ar en forenkling av den riktiga bilen och att leksaksbilen ar
"naturtrogen” pa just de punkter vi vill att den ska ”bete sig” som en riktig
bil.

Vara leksaksmodeller vi hittills har betraktat har alla varit forenklade avbild-
ninger av nagonting som finns i verkligheten och vart anvandningsomrade av
modellen har bestamt vad som kan forenklas. Vi skall nu betrakta nagra an-
dra situationer som inte ar lek och finna att man dven dar har anvandning av
forenklade avbildningar av verkligheten. Lat oss forst betrakta flygplanskon-
struktoren som vill studera ett flygplans aerodynamiska egenskaper, dvs. se
om flygplanet kan flyga. Konstruktoren kan forstas bygga ett riktigt flygplan,
sdtta sig i det, starta motorn och se vad som hénder. Med en stor portion tur
kommer flygplanet att lyfta och flyga och med &nnu mera tur kan flygplanet
ocksa landas och fortfarande vara oskadd. Har konstruktoren otur stortar
planet. Det ar dock tveksamt om det finns nagra flygplanskonstruktorer som
ar n6jda med sin arbetssituation om de maste testa sina konstruktioner pa
det séttet. Finns det da nagon alternativ arbetsmetod? Ja, tack och lov.
Flygplanskonstruktoren kan bygga en modell av sin konstruktion, som till
det yttre ser precis likadan ut som det riktiga flygplanet och som har pre-
cis samma viktfordelning. Sedan kan konstruktoren placera modellen i en
vindtunnel och se vad som hander. Metoden har nagra uppenbara férdelar:

e det ar mycket billigare att bygga en modell ar att bygga ett riktigt
flygplan

e konstruktoren behover inte riskera sitt liv da konstruktionen ska testas



e det ar latt att gora forandringar i modellen for att prova olika alternativ
i konstruktionen

En modell betyder alltsa for oss en forenklad beskrivning av nagot verkligt
och beskrivningen maste vara relevant for det vi ska anvianda modellen for.
Vi har ocksa mojligheten att ersdtta verkligheten med symboler. Om vi t.
ex. inte behover ha en funktionsduglig ratt i en modellbil kan vi mala en ratt
pa instrumentbradan. Den avmalade ratten ar da en symbol for en verklig
ratt.

Vi kommer att flitigt anvanda modeller med symboler i den har framstéallningen.
Dérfor skall vi diskutera dessa begrepp ytterligare nagot. Antag att vi sitter

i en bil och aker med konstant hastighet. Ju langre tid vi aker, desto langre
stracka fardas vi. Tydligen finns det ett samband mellan den tid och det
avstand vi fardas. Fran fysiken vet vi att sambandet &ar

s=uv-t

dar s betyder langden pa den tillryggalagda striackan, v hastigheten och
t den tid vi har fardats. Denna ”formel” anvénder symbolerna s, v och
t for nagonting som finns i verkligheten, namligen tillryggalagd strécka,
fardhastighet och fardtid. Vidare dr den en beskrivning av nagot verkligt,
namligen att om vi fardas med hastigheten v under tiden ¢, sa hinner vi precis
strackan s = v -t. "Formeln” &r alltsa en modell som beskriver tillryggalagd
stracka da vi fardas med en viss hastighet under en viss tid.

Med den terminologi vi introducerade i foregaende avsnitt ar storheterna
stracka, hastighet och tid variabler. Mer precist ar variablerna kvantita-
tiva och kontinuerliga. I modellen symboliseras variablerna med bokstaver,
namligen s, v respektive t. Vi kan alltsa hantera symbolerna s, v, och ¢
som om de vore vanliga tal. I modellen finns ocksa en vanlig matematisk
operation, namligen multiplikation. Modeller som med hjalp av matema-
tiska operationer beskriver hur variabler, symboliserade av bokstéaver, beror
av varandra, kallas matematiska modeller.

Varfor har vi nu bemddat oss att diskutera matematiska modeller? Det finns
flera anledningar till det. Som vi sag i de forsta exemplen pa modeller, ar
det enklare att arbeta med modeller &n med verkligheten sjalv. Detsamma
galler naturligtvis dven for matematiska modeller. De matematiska rela-
tionerna "uttrycker” verklighetens relationer i en forenklad, kompakt och
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anvandbar form. De matematiska relationerna ar anvandbara for numeriska
berakningar. Med den matematiska modellen ovan ar det mojligt att snabbt,
enkelt och billigt att rdkna ut hur lang stracka vi hinner fardas om vi aker
med en viss hastighet under en viss given tid. Alternativet att ta reda pa
det &r att utfora experimentet i verkligheten, dvs. springa, cykla, aka bil
etc. med den givna hastigheten under precis den givna tiden och sedan
méta strackan hur langt vi hann. For att utfora langdmétningen behéver
vi dessutom nagon mattstock. Detta ar betydligt krangligare &n att utfora
berakningen med hjalp av modellen.

6vning 3.3

Diskutera om en fotomodell egentligen ar en modell och i sa fall vad den &r
en modell av.

f)vning 3.4

Diskutera pa vilket sitt modellen ”s = v-t” ar en forenkling av verkligheten.

3.3 Modeller av slumpmassiga forsok

Begreppet forsok innebar allmant att utfora nagot slags handling och sedan
invanta resultatet av den utférda handlingen. Ett exempel ar att kasta ett
mynt eller en tarning och notera resultatet av kastet, dvs. vilken sida av
myntet eller tarningen som kommer upp.

For en del forsok kan vi, innan forsoket utfors, exakt bestamma vad forsoket
kommer att resultera i. Antag t. ex. att vi har en tarning vars sex sidor alla
ar markta med en prick. Om vi kastar tarningen och sedan noterar antalet
prickar pa den sida som kommer upp, vet vi redan fran borjan att forsoket
kommer att ge resultatet ”en prick” darfor att forsoket alltid kommer att ge
det resultatet. Pa motsvarande satt kommer forsoket ”slapp en sten fran en
meters hojd” alltid att resultera i att stenen faller till marken. Ett forsok
som vi i forvag kan bestdmma vad det kommer att resultera i kallas ett de-
terministiskt forsok. For ett deterministiskt forsok ar det alltsa alltid mojligt
att forutsiga resultatet innan forsoket utfors, bara man kanner betingelserna
for forsoket.



Ofta kan man inte kontrollera forsoket (eller betingelserna) sa vl att det blir
ett deterministiskt forsok. Vid varje upprepning av forsoket erhaller man ett
resultat som kan varierar fran gang till gang pa ett sitt som man inte kan
forutse innan forséket utfors (t. ex. upprepade kast med en normal térning).
Man sager att slumpen har inverkan pa forsoksresultatet och man séger att
man utfor ett slumpmdssigt forsék. 1 det hér avsnittet skall vi diskutera
modeller av slumpméssiga forsok.

De olika resultat som ett forsok kan resultera i kallas forsokets olika wutfall.
Ett forsck kan aldrig ge tva olika utfall samtidigt. Bara ett utfall ar mojligt
vid varje upprepning av forscket. Om man kastar en vanlig tarning kan
endast ett av utfallen ”"en prick”, "tva prickar”, ... , ”sex prickar” intréffa.
Forsoket kan inte resultera i tva prickar och fem prickar samtidigt, sa att
"tva prickar och fem prickar” ar inte nagot utfall. Daremot kan utfallet ”tva
prickar” intraffa vid ett kast och utfallet ”fem prickar” intréaffa i nastfoljande
kast.

Betrakta det slumpmassiga forsoket att kasta ett mynt och se vilken sida av
myntet som kommer upp. Vi vet inte vilket utfall det blir, men vi kan tala
om vad det kan bli, dvs. vi kan rdkna upp alla mojliga utfall. Nar vi kastar
ett mynt blir det antingen krona eller klave. Om vi symboliserar utfallet
krona med KR och klave med KL sa &r

KR KL
en upprakning av alla utfall som kan intraffa nar vi utfor forsoket.

En upprakning av vad som kan intraffa vid ett slumpmassigt forsok kallas
for utfallsrum. Tydligen ar utfallsrummet en viktig bit av en modell av ett
slumpmaéssigt forsok.

I fortsdttningen kommer vi att lata ) vara en symbol for utfallsrum och
vi kommer att skriva utfallsrummet med méangdsymboler. I forsoket med

myntkastet far vi alltsa
Q ={KR, KL}.

6vning 3.5

Skriv upp utfallsrummet for forsoket att kasta en tarning. Hur manga utfall
finns det i utfallsrummet?
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Figure 3.1: Utfallsrummet for kast med tva tarningar kan illustreras med en
tvadimensionell punktméangd.

Exempel 3.4

Antag att vi utfor det slumpmaéssiga forsoket att kasta en bla och en rod
tarning och noterar antalet prickar pa tarningarna. For att utreda hur ut-
fallsrummet till detta forsok ser ur maste vi ta reda pa vad som kan intréffa.
Ett utfall som kan intréiffa ar att den bla tarningen visar en prick och den
roda térningen visar tre prickar. Vi kan lata ett talpar, (1,3), symbolisera det
utfallet, sa att det forsta talet visar antal prickar pa den bla tédrningen och
det andra talet visar antal prickar pa den réda téarningen. Pa detta satt kan
vi rdkna upp alla utfall, fran det att bada tdrningarna visar en prick, (1,1),
till att bada tarningarna visar sex prickar, (6,6). Detta ger oss utfallsrummet

Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}

som alltsa har 6-6 = 36 utfall. I det har fallet kan utfallsrummet askadliggoras
med en punktméngd i ett koordinatsystem, se figur 3.1. [



Alla utfallsrum vi har diskuterat hittills har ett andligt antal utfall. FEx-
empelvis har forsoket att singla en slant tva utfall, forsoket att kasta tva
tarningar har 36 utfall osv. Vi sdger att utfallsrummet ar andligt om det
finns ett dndligt antal utfall. Ett utfallsrum som har odndligt manga utfall
kallas odndligt utfallsrum.

Exempel 3.5

Om vi utfor forsoket att kasta ett mynt tills vi far klave for forsta gangen, kan
det intraffa att vi far klave redan i det forsta kastet, (KL), eller vid det andra
kastet, (KR, KL), eller vid det tredje kastet, (KR, KR, KL), osv. Aven om
det inte ar troligt att vi maste kasta myntet hundra ganger innan vi far klave
for forsta gangen, ar det faktiskt mojligt, och utfallet med 99 stycken KR
foljt av ett KL maste tas med i utfallsrummet. Det &r &nnu mindra troligt
att vi far klave forsta gangen vid det tusende kastet, men dven det ar mojligt
och motsvarande utfall maste alltsa noteras i utfallsrummet. Tydligen far vi

Q = {(KL), (KR, KL), (KR, KR, KL),...}

dvs. det finns ett oandligt antal utfall i utfallsrummet. |

Exempel 3.6

Betrakta forsoket att tdnda en glodlampa och observera hur lange lampan
lyser innan den gar sénder. Antag att brinntiden ligger nagonstans mellan
1200 och 1800 timmar. Utfallsrummet ar da ett intervall av tal

Q = {[1200, 1800]} .

Trots att utfallsrummet i det har fallet &r begrénsat, ar det oandligt, eftersom
det finns odndligt manga reella tal i intervallet [1200, 1800]. Om vi ddremot
bara hade mo6jlighet att méata tiden i hela timmar skulle vi observera utfall
fran ett andligt utfallsrum med exakt 601 utfall:

Q = {1200, 1201, 1202,..., 1799, 1800} M

I exempel 3.5 ar utfallsrummet oandligt. Observara att vi kan skriva utfallen
som en f6ljd: (KL), (KR, KL), (KR, KR, KL),... . Vi sdger da att vi har
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ett upprakneligt antal utfall. Ett utfallsrum som har ett dndligt eller ett
upprakneligt odndligt antal utfall kallas diskret. Ett utfallsrum som bestar av
ett intervall av reella tal ar ett kontinuerligt utfallsrum. Att méta brinntiden
for en glodlampa, som i exempel 3.6, ar alltsa ett slumpmaéssigt forsok med
ett kontinuerligt utfallsrum.

f)vning 3.6

a) Skriv upp utfallsrummet f6r det slumpmaéssiga forsoket ”Du spelar tva
tennismatcher mot din larare och skriver upp resultatet av varje match”. Ar
utfallsrummet andligt eller oandligt?

b) Skriv upp utfallsrummet for det slumpmaéssiga forsoket ” Du spelar ett set i
tennis mot din larare och skriver upp gamestéallningen”. (Tiebreak tillampas
ej.) Ar utfallsrummet &ndligt eller odndligt?

6vning 3.7

Nedan beskrivs nagra slumpméssiga forsok. Avgor om forsokens utfallsrum
ar andliga eller oandliga respektive diskreta eller kontinuerliga.

a) En familj véljs slumpméssigt ut och antal barn noteras.

b) En fembarnsfamilj véljs slumpméssigt ut och antal pojkar noteras.
c¢) En fembarnsfamilj véljs slumpméssigt ut och antal barn noteras.
d) En person viljs slumpméssigt ut och personens langd noteras.

e) En person véljs slumpmaéssigt ut och personens alder noteras (flera svar
mojliga).
f) En person viljs slumpmaéssigt ut och personens kén noteras.

g) Snodjupet i Stockholm den 1 januari nésta ar.

Vi har hittills endast diskuterat utfallsrum, dvs. gjort en beskrivning av
vad som ar mojligt att intraffa da ett slumpmaéssigt forsok genomfors. En
modell av ett slumpmassigt forsok maste dven innehalla nagot mer, namligen
en uppgift om hur troligt det ar att de olika utfallen intraffar. En uppgift
om hur troligt det ar att ett utfall intraffar kallas sannolikheten att utfallet
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intraffar. En fullstandig modell 6ver det slumpméssiga forsoket att kasta ett
mynt och se vilken sida som kommer upp kan se ut sa hér:

Q2 ={KR, KL}
"Det ar lika troligt att det blir KR som KL”

f)vning 3.8

Gor en fullstdndig modell av det slumpmassiga forsoket i 6vning 3.5.

6vning 3.9

Gor en fullstandig modell av de slumpmassiga forsoken i 6vning 3.6.

Vi har nu sett att det oftast ar mojligt, och ibland till och med latt, att
skriva upp utfallsrummet for ett slumpmassigt forsok. Daremot ar det ofta
betydligt svarare att ange hur troligt det ar att de olika utfallen intraffar,
dvs. att ange sannolikheter. I néasta tva avsnitt diskuterar sannolikhets-
begreppet lite narmare och nagot om de problem som ar forknippade med
sannolikhetsbegreppet.

3.4 Sannolikhet av ett utfall och en handelse

I foregaende avsnitt sag vi att sannolikheter spelar en viktig roll i modeller
av slumpmassiga forsok. Sannolikheten for ett utfall ar ett tal som uttrycker
hur troligt det ar att utfallet intraffar. For detta dndamal anvéander vi ett
antal symboler. Vi later e symbolisera ett utfall och P (e) symbolisera talet
som anger hur troligt det ar att utfallet e intrdffar. Exempelvis sa later vi
P (KL) vara det tal som anger hur troligt det &r att vi far utfallet KL da vi
utfor det slumpméssiga forsoket “kast med ett mynt”. Talet P (e) kallar vi
for sannolikheten att e intraffar.

I fortsattningen kommer vi inte bara att prata om utfall utan dven om
handelser. En handelse ar en delmangd av utfallsrummet. En héndelse kan
t. ex. vara att vi far ett udda antal prickar da vi kastar en térning. Den
héndelsen bestar da av utfallen ”en prick”, ”tre prickar” och ”fem prickar”.
Om A symboliserar hindelsen "udda antal prickar”, sa symboliserar P (A)
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sannolikheten for handelsen att fa ett udda antal prickar da vi utfor det
slumpmaéssiga forsoket att kasta en tarning.

3.5 Tolkningar av sannolikheter
3.5.1 Den klassiska sannolikhetsdefinitionen

Fragar vi nagon hur stor sannolikheten ar att fa klave nér ett valbalanserat
mynt kastas, svarar formodligen de flesta 50 % eller 1/2. Varfor tycker vi
att det ar ett rimligt svar? Ett argument ar att eftersom det totala antalet
utfall dr tva, sa maste sannolikheten for ett av utfallen vara 1/2. Skriver vi
detta resonemang i symboler, far vi

1

P = )
(e) antal utfall 1 €2

Detta kallas for den klassiska sannolikhetsdefinitionen. Den klassiska sanno-
likhetsdefinitionen fér en héndelse blir analogt

antal utfall som gor att A intréaffar
totala antalet utfall i 2

P(A) =

Exempel 3.7

Antag att vi vill berdkna sannolikheten att fa ett udda antal prickar nar vi
kastar en tarning. Vi vet att det finns tre utfall, ”en prick”, ”tre prickar” och
"fem prickar”, som resulterar i hindelsen "udda antal pricar”. Vi vet ocksa
att det finns sex utfall i utfallsrummet. Detta ger oss att

3
P (udda antal prickar) = 5= 0,5. |

Att berdkna sannolikheten att en handelse intraffar enligt den klassiska san-
nolikhetsdefinitionen handlar alltsa mycket om att rdkna antal utfall som
leder till en viss handelse och att rakna totala antalet utfall i utfallsrummet.
Sadana rakningar brukar kallas for kombinatorik. Vi kommer hér inte att
narmare ga in pa den kombinatoriska teorin.
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Innan vi avslutar det har avsnittet skall vi peka pa en svarighet vi rakar ut for
om vi ohdmmat tillampar den klassiska sannolikhetsdefinitionen. Betrakta
det slumpmassiga forsoket att kasta tva tarningar. Lat A vara héndelsen att
pricksumman blir 5. Det finns da minst tva sétt att berdkna antalet utfall
som leder till hédndelsen A. Ett séitt ar att lata utfallsrummet vara Q =
{(1,1),(1,2),...,(6,6)} som i exempel 3.4. Utfallen som ger pricksumman
5 ar da (1,4), (2,3), (3,2) och (4,1), dvs. fyra utfall ger A. Eftersom totala
antalet utfall ar 36 far vi P(A) = 4/36 = 1/9. Vi kan ocksa hévda att
utfallsrummet &r Q = {2 prickar, 3 prickar,..., 12 prickar}, dvs 11 mdjliga
utfall och ett av dessa dr det som ger hindelsen A. Alltsa dr P (A) = 1/11.

Den klassiska sannolikhetsdefinitionen ger tydligen olika svar pa sannolikheten
beroende pa hur vi definierar utfallsrummet och de utfall som ingar i det.
For att klara av detta problem maste vi kriava att utfallen maste véljas sa
att de ar ”lika mojliga”, dvs. att de &r lika sannolika. Problemet ar nu att
vi da maste anvanda sannolikheter for att definiera sannolikheter, dvs. vi
far ett cirkelresonemang. Ett forsok att radda den klassiska sannolikhets-
definitionen &r genom att anvanda den sa kallade indifferensprincipen. Den
sdger att om det inte finns nagot skal att forvanta nagot speciellt utfall kan
vi saga att utfallen ar lika mo6jliga och den klassiska sannolikhetsdefinitionen
kan anvéndas. Efterhand som vi eventuellt far kunskaper om forsoket kan
det intréaffa att det inte ldngre finns skél att anat att utfallen ar lika mojliga,
vilket anyo innebéar att vi inte kan anvanda den klassiska sannolikhetsdefini-
tionen.

6vning 3.10

Utfallsrummet for forsoket ”valj slumpmassigt en trebarnsfamilj och ob-
servera konen hos barnen” kan besta av utfallen ”bara flickor”, ”bara po-
jkar”, ”tva flickor och en pojke” samt ”en flicka och tva pojkar”. En sadan
uppdelning ar emellertid inte lamplig da den klassiska sannolikhetsdefinitio-
nen skall tillimpas eftersom dessa utfall inte ar lika mojliga. Tar vi daremot
hansyn till den ordning barnen fods i, kan utfallen FFF, FFP, ... , PPP
anses vara lika mojliga. Detta forutsatter att det ar lika mojligt att det
fods en pojke som att det fods en flicka, vilket dock inte &r fallet i verk-
ligheten. Berakna nu med hjialp av den klassiska sannolikhetsdefinitionen
sannolikheten for foljande handelser: Familjen har
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a) minst tva pojkar, b) hogst tva pojkar, ¢) exakt en pojke samt d) exakt
tva pojkar.

6vning 3.11

Ett slumpmassigt forsok bestar i kast med tva tarningar. Sok sannolikheterna
for foljande handelser, om varje utfall tilldelas samma sannolikhet

a) antalet prickar pa bada térningarna ar jamt.
b) antalet prickar pa atminstone en av tdrningarna ar jamt.

c) summan av antalet prickar pa tdrningarna &r jamt.

6vning 3.12

Skriv upp en modell av det slumpméssiga forsoket "kasta en térning och
notera antalet prickar som kommer upp”. Ange sannolikheterna for utfallen
med hjalp av den klassiska sannolikhetsdefinitionen. Vad ar sannolikheten
for utfallet ”sex prickar”?

3.5.2 Relativa frekvensens stabilitet

Vid det har laget borjar vi bli val fortrogna med det slumpmassiga forsoket
att singla slant. Vi betraktar forsoket dn en gang for att demonstrara den
sannolikhetsdefinition vi skall diskutera i detta avsnitt. Om vi gor en lang
serie forsok och noterar varje utfall kommer vi att fa en till synes helt regellos
foljd av utfall. Exempelvis kan vi fa

KR, KR, KL, KR, KL, KL, KR, KL, KL, KL...

Den relativa frekvensen for utfallet KL vid n stycken kast med ett och samma
mynt definieras som

tal ga KL intraff
R, (KL) = antal ganger intra ar'
n
Om vi nu analyserar den relativa frekvensen for utfallet KL kommer vi
snart underfund med att det finns en hel del information att hamta. For

ovanstaende foljd av forsoksresultat far vi foljande foljd av relativa frekvenser
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R,(KL)|0,00 0,00 0,33 0,25 0,40 0,50 0,43 0,50 0,56 0,60

I borjan har foljden av relativa frekvenser kraftiga variationer, men dessa
blir mindra ju langre kastserien blir. Den relativa frekvensen stabiliserar sig
kring ett visst tal da antalet kast Okar.

Om vi gor en ny kastserie kommer forloppet att bli nagot annorlunda, men
det tal som den relativa frekvensen stabiliserar sig kring ar detsamma. Denna
stabilitetsegenskap hos den relativa frekvensen brukar benamnas relativa
frekvensens stabilitet. Det tal som den relativa frekvensen R, (KL) sta-
biliserar sig kring tolkar vi som sannolikheten P (KL). Sannolikheten for
en handelse tolkas alltsa i det har fallet som hur ofta handelsen i medeltal
intraffar i ett mycket stort antal oberoende och identiska upprepningar av
ett slumpmaéssigt forsok.

Exempel 3.8

Vi har anledning att tro att det ar lika troligt att en person ar fodd den
10:de som den 20:e dagen i en manad. Déaremot &r det mindre troligt att en
person ar fodd den 29:e som vanligen inte finns i februari, eller den 30:e som
aldrig finns i februari eller 31:a som saknas i fem manader. Figur 3.2 visar
relativa antalet personer fodda nagon av de forsta tio dagarna i en manad vid
successiv genomgang av ett mycket stort register over personers fodelsedata.
Kurvan har samma allméanna forlopp som da vi kastar ett mynt, dvs den
relativa frekvensen varierar starkt i borjan av sekvensen men stabiliserar sig
efterhand kring ett visst tal. I det har exemplet stabiliserar sig den relativa
frekvensen kring ett viarde som &r nagot storre dn 1/3. |

3.5.3 Sannolikhet som grad av tilltro

Betrakta det slumpméssiga forsoket ”du spelar en tennismatch mot din larare
och noterar vem som vinner”. Hur stor ar sannolikheten att du vinner? For
att bestamma det kan vi inte anvidnda den klassiska sannolikhetsdefinitio-
nen, for vi kan knappast pasta att utfallen ar lika mojliga. Vi kan heller
inte bestamma sannolikheten genom att upprepa forsoket manga ganger och
studera den relativa frekvensen. I och for sig kan du och din larare spela
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Figure 3.2: Relativa frekvensen personer i ett register fédda 1-10 i en manad.
Logskala anvénds pa den vagrata axeln sa att 1 svarar mot n = 10, 2 svarar
mot n = 100 och 3 svarar mot n = 1000.

manga tennismatcher mot varandra, men matcherna kommer inte att ske
under samma betingelser. Tva olika matcher blir tva olika slumpméssiga
forsok snarare én tva upprepningar av samma forsok.

I dagligt tal anvéander vi ofta sannolikheter for att uttrycka var osédkerhet
utan att vi baserar osikerheten pa relativa frekvensen av ett stort antal upp-
repningar av ett forsck. Sannolikheter skall i det har fallet snarare tolkas
som en personlig bedomning av var osdkerhet om mdjliga utfall. Denna
bedomning kan baseras pa var personliga 6vertygelse eller var kunskap om
ett faktiskt sakforhallande, men inte pa egenskaper hos en lang rad av upp-
repningar. Sadana sannolikheter kallar vi for subjektiva sannolikheter och
uttrycker salunda en grad av tilltro till att en viss héndelse skall intréffa.

En tolkning av den subjektivt bestamda sannolikheten att du vinner en ten-
nismatch mot din larare ar 0,8 ar att saga att Mot bakgrund av vad jag tror
och vad jag vet, ar jag beredd att inga ett vad om att vinna tennismatchen.
Jag ar sa saker att jag satsar 8 kr mot 2 kr”. Vi sdger da att din subjektivt

bestdmda sannolikhet att du vinner ar 8%2 = 0,8. Alternativt kan vi sdga
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att den insats jag dr beredd att ge (8 kr) &r lika med sannolikheten (0,8)
multiplicerad med vinsten jag kan vinna i vadet (8 + 2 kr).

En tolkning av den subjektivt bestdmda sannolikheten P (A) ar alltsa ”Jag
dr beredd att inga ett vad om att héndelsen A intriffar (mot att héndelsen
A inte intraffar) med en insats som &ar proportionell mot P (A) mot en in-
sats som &r proportionell mot 1 — P (A). Subjektiva sannolikheter dr dérfor
anvandbara for att uttrycka personliga Overtygelser om vad som kommer
att intraffa och vad som inte kommer att intraffa. Subjektiva sannolikheter
bestams allltsa utifran var egen intuition, kunskap, erfarenhet och utbild-
ning, men ocksa av var egen personlighet, vara asikter, forhoppningar och
farhagor.

Gréansen mellan sannolikheter som grad av tilltro och de andra tva sanno-
likhetsbegreppen kan ibland te sig suddig. Nar t. ex. en prognos om védret
nasta dag rapporterar att sannolikheten for regn ar 0,40 kan det betyda att
i 40 % av fallen da véaderlekslaget har varit identiskt med det nuvarande
sa har det blivit regn nasta dag. Alternativt kan pastaendet vara ett ut-
slag av meteorologens personliga uppfattning och erfarenheter om liknande
vadersituationer. Nar nagon gor ett uttalande om en sannolikhet ar det
darfor nodvandigt att undersoka vilken sorts tolkning man kan ge at utta-
landet.

f)vning 3.13

Diskutera relationerna mellan subjektiva sannolikheter och odds pa en travbana.

3.5.4 Kolmogorovs axiom

For att de sannolikheter vi definierar for olika handelser skall vara menings-
fulla maste de uppfylla vissa rimlighetskrav. Vi vill t. ex. att sannolikheten
for en héndelse som alltid intréffar (intréffar med sékerhet) skall vara lika
med ett. Detta krav, tillsammans med tva andra krav som vi skall diskutera
langre fram, utgor vad som brukar kallas Kolmogorovs axiom.

Lat forst €2 inte bara betyda utfallsrummet, utan dven héndelsen att nagot
av utfallen i utfallsrummet intraffar. Eftersom () ar en upprakning av alla
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mojliga utfall maste handelsen €2 alltid intraffa. Om det finns n stycken utfall
i  far vi enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen

Man kan visa att samma egenskaper géller for sannolikheter definierade som
relativa frekvenser, se 6vning 3.14.

Det tal som star i tdljaren i den klassiska sannolikhetsdefinitionen maste vara
ett positivt heltal eller noll eftersom det talet anger att antal. Detsamma
galler for talet i ndmnaren. Dérav drar vi slutsatsen att sannolikheten for en
héandelse maste vara storre én eller lika med noll. Skriver vi detta i symboler
far vi

P(A) >0

for en héandelse A. I 6vning 3.14 visar vi att motsvarande resultat géller dven
for sannolikheter definierade som relativa frekvenser.

Lat nu A och B vara tva handelser som inte har nagot utfall gemensamt. Om
A intraffar kan da B inte intraffa och vice versa. Sadana héandelser kallas
omsesidigt uteslutande. Det antal utfall som gor att A eller B intraffar maste
da vara lika med antalet utfall som gor att A intraffar plus det antal som
gor att B intraffar. Sannolikheten att A eller B intréffar blir da enligt den
klassiska sannolikhetsdefinitionen

antal utfall som gor att A eller B intraffar
totala antalet utfall i €2
= (antal utfall som gor att A intréffar
+ antal utfall som gor att B intréffar)/totala antalet utfall i
antal utfall som gor att A intraffar

totala antalet utfall i 2
antal utfall som gor att B intraffar

totala antalet utfall i €2
= P(A)+ P(B)

P(Aeller B) =

Aven f6r dessa resultat finns motsvarigheter for sannolikheter definierade som
relativa frekvenser vilket visas i 6vning 3.14.
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Vi har darmed visat foljande tre egenskaper hos sannolikheter enligt den klas-
siska definitionen och for sannolikheter definierade som relativa frekvenser:

P =1
P(A) >0
P(Aeller B) = P(A)+ P(B) da A och B &r 6msesidigt uteslutande.

Dessa tre egenskaper kallas Kolmogorovs axiom. Det ar inte helt sjalvklart
att sannolikheter definierade som grad av tilltro uppfyller Kolmogorovs ax-
iom. Déaremot ar det mojligt att med vissa tillaggsantagenden, t. ex. pa hur
man far formulera sina bud i en vadslagning, kan fa sannolikheter som grad
av tilltro att uppfylla Kolmogorovs axiom.

I de foljande kapitlen skall vi utgaende fran Kolmogorovs axiom visa riakneregler
for sannolikheter och utfora olika sannolikhetsberdkningar. Vi maste dérfor
krava att den sannolikhetsdefinition vi anvander uppfyller Kolmogorovs ax-
iom. Raiknereglerna och berdkningarna kommer da att vara oberoende av
hur sannolikheterna ar definierade.

6vning 3.14

Overtyga dig om att sannolikheter definierade som relativa frekvenser upp-
fyller Kolmogorovs axiom.

3.6 Osannolika handelser och otroliga handelser

Om vi vet att sannolikheten att en héndelse A intraffar &r liten (men inte
nédvandigtvis noll), kan vi tydligen dra slutsatsen att A séllan intraffar. Vid
en forsoksserie dar ett forsok utfors per dag och sannolikheten att A intraffar
ar 0,001, kommer A att intraffa i genomsnitt en gang vart tredje ar. Ar
sannolikheten 0,000001 intraffar A i genomsnitt en gang pa 3000 ar osv.

I manga tillimpningar av sannolikhetsteori spelar hiandelser med sma san-
nolikheter, osannolika handelser, en viktig roll. Om man kan visa att en
héndelse ar osannolik kan man med ” praktisk sakerhet” rakna med att handelsen
inte kommer att intraffa vid ett enda eller ett litet antal upprepningar av
forsoket. Observera dock det faktum att en osannolik handelse inte ar det-
samma som en omojlig handelse. En osannolik héndelse kan mycket val
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intraffa, trots att sannolikheten att den skall intraffa &r liten. I manga
slumpmassiga forsok ar det till och med sa att det alltid dr en osannolik
héndelse som intraffar. Betrakta t. ex. ett lotteri med 10000 lotter. Sanno-
likheten att en viss lott skall bli vinstlott ar da 0,0001, dvs handelsen att just
den lotten blir en vinstlott #r tdmligen osannolik. A andra sidan ar det alltid
en lott med just den sannollikheten att vinna som faktiskt vinner lotteriet!

For att avgora om det ar troligare att en handelse A intrdffar 4&n en annan
héndelse B, kan vi jamfora sannolikheterna P (A) och P (B). Om t. ex.
P (A) ar storre &n P (B) séger vi att A &r troligare &n B. Alternativt kan vi
undersoka kvoten

P(A)

L=——.

P(B)
Om L &r storre dn ett sa maste P (A) vara storre dn P (B) , dvs A &r troligare
dn B, och omvént, om L &r mindre &n ett sa maste P (A) vara mindre &n
P (B), dvs. B ér troligare &n A. For lika sannolika hédndelser ar L lika med
ett.

I exemplet med lotteriet har alla lotter samma sannolikhet att bli vinstlott.
Dérfor ar L lika med ett da vi jamfor tva olika lotter, dvs. alla handelser ar
lika troliga. Antag nu i stallet att en person, Alexander Lucas, koper en lott
och en annan person, Joakim von Anka, koper alla 6vriga 9999 lotter. Lat A
vara handelsen att Alexander Lucas vinner och B héndelsen att Joakim von
Anka vinner. Da ar

P(A)  0,0001

I — —
P(B) ~ 0,9999

~ 0.0001.

Héandelsen A ar alltsa inte bara osannolik, den ar ocksa mycket otrolig jamfort
med handelsen B.

I sannolikhetslarans tillampningar ar det ofta intressant att jamfora san-
nolikheter och bedéma héndelsernas troligheter (pa engelska likelihood) i
forhallande till varandra. Genom sadana jamforelser kan troliga handelser
sorteras fram och otroliga handelser kan lamnas darhan.
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3.7 Nagra exempel pa modeller av slumpmassiga forsok
3.7.1 Forekomsten av en gen

Antag att p-100% av individerna i en population har en viss gen och lat oss
kalla genen A. Det innebar att om vi slumpméssigt valjer ut en individ ur
populationen kommer den valda individen att antingen ha genen eller vara
utan den. Utfallsrummet for detta forsok blir darfor

Q={A A},

dir A betyder att individen har genen och A betyder att individen inte har
genen. Det finns alltsa tva mojliga utfall, A och A, och det ar de utfallen
som raknas upp i utfallsrummet. Sannolikheterna for de tva utfallen ar

P(A) =p
P(Z) = 1—np.

Sannolikhetsmodellen, bestaende av utfallsrum och sannolikheter, ar den-
samma oavsett tolkning av sannolikheter. Daremot ar tolkningen av mo-
dellen olika for den frekventistiska och den subjektiva ansatsen. Med frekven-
tistisk tolkning av sannolikheter sager modellen att i ett stort antal identiska
upprepningar av forsoket att slumpmassigt valja en individ ur populationen
och se om den valda individen har genen eller ej, kommer p-100% av forsoken
att resultera i att vi far en individ som har genen. Om vi ddremot har en
specifik individ framfor oss kan vi inte géra nagot frekventistiskt sannolikhet-
suttalande huruvida individen har genen eller inte. Sannolikheten ar ju da
antingen 1, vilket intraffar om individen har genen, eller 0, vilket intraffar
om individen saknar genen.

Ett subjektivt sannolikhetsuttalande uttrycker vad vi sjalva tror betraffande
om en specifik individ har genen eller ej. I detta fall kan en person hanvisa
t.ex. till sin "magkénsla” och och havda att sannolikheten ar nira 100 % att
individen har genen, medan en annan person kan med motsvarande argument
hivda motsatsen. Bada uttalandena ar lika riktiga, eftersom de uttrycker
personernas subjektiva uppfattningar, och uppfattningar kan ju naturligtvis
vara helt olika.
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3.7.2 Att mata avstand

Antag att avstandet mellan tva punkter ar p meter. Nar avstandet skall
métas med hjélp av ett méatinstrument kan det intréiffa att det uppmatta
avstandet inte blir exakt p utan nagonting i narheten. Anledningen till att
vi inte exakt observerar avstandet beror pa att vi far ett visst sa kallat métfel.
Matfel uppkommer av manga olika orsaker, t.ex. kan det finnas en osakerhet
i matinstrumentet. Matinstrumentet kan ge oss olika resultat beroende pa
den temperatur, luftfuktighet etc. som rader vid mattillfallet.

I en frekventistisk ansats skulle man sédga att det finns ett visst fixt avstand,
1, mellan punkterna och att nar vi méater uppstar ett slumpmaéssigt maétfel.
Lat oss beteckna matfelet med . Det innebar att det matresultat vi far ar
summan av det verkliga, sanna, avstandet och matfelet. Vi kan skriva det
som g + €. En mycket enkel modell for matfelet ar

Q={=-0,1, =0,0; e=0,1}

P(e=-0,1) = 0,3
P(e=0,0) = 0,4
Pe=0,1) = 0,3

I den har mycket forenklade modellen sager vi att matfelets storlek ar ett
av tre mojliga varden, 0,1 meter, 0 meter (alltsa inget maétfel) respektive
0,1 meter. Den frekventistiska tolkningen av sannolikhetsuttalandena ar
att om maétningen utfors ett stort antal ganger kommer det observerade
métvérdet att vara 0,1 meter kortare &n det sanna vérdet (¢ = —0,1) 1 30 %
av méitningarna, det kommer att vara lika med det sanna vérdet (¢ = 0) i 40
% av matningarna och det kommer att vara 0,1 meter langre an det sanna
véardet (¢ = 0,1) 1 30 % av métningarna. For en viss given métning kan vi
dock inte ange nagon frekventistisk tolkning av métfelet och dess storlek.

En subjektiv ansats ger uttalanden om vad modelleraren sjélv tror om avstandet.
Det ar darfor mojligt att tdnka pa avstandet som slumpméssigt sa att en
modell skulle kunna vara

Q={pn=9,9 p=10,0; p=10,1}
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P(p=99) = 0,3
P(p=10,0) = 0,4
P(p=10,1) = 0,3

En tolkning av den har modellen ar att den som skriver modellen tror att
avstandet ar 10 meter och 0,4 &r ett matt pa hur sdker hon aller han ar
pa det uttalandet. Som alternativ tror modelleraren att avstandet ar 9,9
meter eller 10,1 meter och ett matt pa hur sdker hon eller han &r pa det
ar 0,3 for respektive avstand. Ett satt att tolka matten pa sakerhet ar att
modelleraren kan tanka sig inga ett vad och dar satsa 40 % av en tankt vinst
pa att avstandet dr 10 meter. Motsvarande insatser géller for avstanden 9,9
och 10,1 meter.
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