19. BESLUTSTEORI

19.1 Beslutsprocessen

For manga manniskor, forfattaren i synnerhet, borjar dagen med en situ-
ation som kraver ett beslut: véckarklockan ringer, vad gora? Stédnga av
den och sove vidare eller stiga upp? Det ar onekligen mest angendmnt att
ligga kvar i sangen. Vager man in oldgenheten att eventuellt komma sent
till arbetet fordndras dock beslutssituationen och beslutet blir, oftast, att
stiga upp. Ofta stélls vi infor betydligt mer svarlosta beslutsproblem. Som
foretagsledare har vi att fatta beslut om investeringar i nya anlaggningar, in-
vesteringar i produktutveckling, prissattningar, val av produktionsprocesser,
produktionsvolymet etc. Som produktionsledare har vi att fatta beslut om
produktionsprocesser vad avser planerade stopp for service av maskinerna,
kemiska tillsatser i processerna, lagerhallning av reservdelar, kvalitetskontroll
av produkterna etc. Vid sidan av foretagsledaren och produktionsledaren
finns ett stort antal méniskor som stalls infor situationer déar beslut maste
fattas.

Inom beslutsteorin studerar man mur beslut bor fattas for att man skall na
ett i nagon mening bra resultat. Ett bra resultat innebér ofta att t ex vinsten
i ett foretag skall maximeras. I manga tillampningar dr dock andra vérden
an sadana som kan véarderas i kronor och oren inblandade. Man talar da
mer allmént om nyttan av ett beslut. Nyttobegreppet ar forstas lite diffust
och kan uppfattas olika av olika manniskor, t ex upplever en del ménniskor
ett storre vilbehag (storre nytta) da man blir serverad havregrynsgrot dn da
man blir serverad makaroner och korv, medan andra foredrar makaronerna
fore groten. Vad som &r nytta, hur den méts och hur stor den ar i olika
situationer ar problem som vi inte skall fordjupa oss i har. Vi skall har helt
enkelt anta att vi redan har klarat av dessa fragor for de problem vi vill 16sa,
dvs vi har redan givet de nyttor som ar aktuella i var beslutssituation. Med
hjalp av beslutsteorin skall vi sedan fatta ett beslut sadant att var nytta
maximeras.



Beslutsprocessen, dvs arbetsgangen vid beslutsfattande, visas schematiskt i
figur 19.1. Som vanligt skall vi basera vart arbete pa en modell. Dérfor
konstrueras en modell redan i det forsta staget i beslutsprocessen. Mod-
ellen bestar dels av de handlingsalternativ vi har att valja mellan och dels
vilka konsekvenser varje handlingsalternativ kan leda till. Konsekvenserna
definieras da i nyttotermer.

MODELLEONSTRUETION

- Definition av fivtta
- Listning av méjliza handlingsalternativ
- Konsekvenser av handlingsalternativ

INSANLING AV INFORMATION

- Predilitioner av méjliza utfall

BESLUT

- Virdering av handlingsalternatyv
- Val av handlingsalternativ

Figur 19.1 Schema 6ver beslutsprocessen

Exempel 19.1

Antag att vi ar i fard med att laga en omelett. Vi har redan fyra égg i smeten
och funderar pa att sla i ett femte d4gg. Vara handlingsalternativ ar att sla i
ytterligare ett agg respektive att noja sig med en fyra-aggs omelett. Beteckna
handlingsalternativen med A; respeltive As. Konsekvenserna av handlingen
As ar att vi far en fyra-dggs omelett. foregaende kapitel diskuterade vi hur
man kan préva hypoteser om véntevardet i en sannolikhetsférdelning. Hy-
potestestet forutsitter bl a att det medelvd Antag att nyttan av en sadan ar



4. Vi betecknar detta med
U(As) =4

déar U ar forkortning av nytta (engelskans utility). Med handlingen A; far vi
en fem-aggs omelett under forutsattning att det femte agget ar farskt. Det
finns dock en risk att det femte dgget ar surt vilket kommer att spoliera hela
omelettsmeten. Om vi véljer A; vet vi saledes inte vad konsekvensen blir,
antingen far vi en fem-aggs omelett med nyttan 5 eller sa blir vi utan omelett
med nyttan 0, dvs

U(A)) =5eller =0

Sokandet efter tdnkbara handlingsalternativ ar en viktig och ofta besvérlig
del av beslutsprocessen. Likasa dr det ofta svart att kartligga ett han-
dlingsalternativs alla konsekvenser. Vi skall dock inte orda mer om dessa
sporsmal har.

Da vi sedemera stélls infor valet av handlingsalternativ i det sista steget i
beslutsprocessen, forsoker vi valja det alternativ som for med sig den storsta
nyttan. Om vi pa férhand vet vilka konsekvenser varje handlingsalternativ
leder till, sags beslutet ske under sakerhet. Vid beslut under sidkerhet vet vi
alltsa exakt vilken nytta varje handlingsalternativ for med sig. Det alternativ
vi da véljer ar det som svarar mot den storsta nyttan.

Beslut under risk ar den situation vi befinner oss i om vi inte med siakerhet
kanner till vilken konsekvens ett handlingsalternativ leder till, men vi kan
ange en sannolikhetsfordelning 6ver vad som kan intraffa da de olika han-
dlingsalternativen valjs. Utfallen i en sadan sannolikhetsmodell, som alltsa
ar handlingsalternativens konsekvenser, brukar kallas naturtillstand.

Exempel 19.2

Antag att A; ar ett av de handlingsalternativ vi har att vélja pa vid beslut
under risk. Om vi véljer A; intréffar naturtillstandet S; med sannolikheten
p och naturtillstandet S; med sannolikheten 1 — p. En sannolikhetsmodell
over naturtillstanden &ar salunda



{Q:{sj,sk}
P(S;) =p, P(Sk) =1—p

Antag att vi far nyttan u,; om S; intréffar och nyttan u;, om Sy, intraffar. Vi
kan da definiera en stokastisk variabel U; som den nytta vi far om vi véljer
handlingsalternativet A;. Sannolikhetsférdelningen for U; ar ddrmed

P (Ui =uy) =p

Viantevardet av U; kan darigenom beraknas till

E [Uz] = U4P + Uik (1 — p)

Ett kriterium att valja handlingsalternativ vid beslut under risk ar att valja
det alternativ som leder till den storsta forvintade nyttan. Det finns dven
andra strategier att valja handlingsalternativ. Vi kommer att diskutera val
av handlingsalternativ ndrmare i avsnitten 19.3 och 19.5.

Om vi med storre sdkerhet kan avgora vilket naturtillstand som kommer
att intraffa vid val av handlingsalternativ, kommer sidkerheten i beslutet att
forbattras. Ibland finns det faktiskt en mojlighet att skaffa ytterligare infor-
mation om framtiden (prediktioner) med hjilp av sérskilda sannolikhetsmod-
eller. Sadan information kan fas genom t ex marknadsundersdkningar, kon-
junkturbedémningar och spionage pa konkurenterna. Hur informationen be-
handlas och hur prediktionerna gors rent tekniskt har vi sett atskilliga exem-
pel pa tidigare, inte minst i samband med studiet av urvalsundersckningar
och av regressionsmodeller.

Exempel 19.1 (fortsidttning)

Vi kan skaffa oss information om det femte dgget genom att forst sla det i
en sarskild kopp och inte direkt i omelettsmeten. Endast om agget ar farskt
tar vi med det i smeten. Genom att skaffa oss den extra informationen om
det femte dgget sker vart beslut under sikerhet. Observera att kostnaden for
informationen i det héar fallet ar en smutsig kopp som maste diskas. |



Det ar inte alltid som en beslutssituation som sker under risk 6verfors till
en situation under sikerhet da extra information inforskaffas. Daremot ar
det alltid sa att beslutet blir sakrare och vi kan fatta ett battre beslut om
vi har mera information. Tyvarr kostar informationen. Det ar darfor inte
alltid sékert att det lonar sig att skaffa mer information. Hur detta avgors
diskuteras i avsnitt 19.4.

Beslut under osakerhet rader nar man inte med sakerhet vet vilket natur-
tillstand som kommer att intraffa vid ett givet val av handlingsalternativ och
heller inte kan ange nagon sannolikhetsférdelning 6ver naturtillstanden. Da
vi inte vet med vilka sannolikheter naturtillstanden intraffar kan vi anséatta
en likformig sannolikhetsfordelning och valja det handlingsalternativ som
om beslutet sker under risk. Det finns d&ven andra beslutskriterier som kan
anvandas. Dessa behandlas i avsnitt 19.5.

19.2 Beslut under sakerhet

Ett anvandbart hjalpmedel vid beslut ar den sa kallade beslutsmatrisen. I
beslutsmatrisens vanstra marginal skriver vi upp vara handlingsalternativ.
Beteckna dessa med A, Ay, ..., Ax. I den 6vre marginalen skriver vi upp
naturtillstanden. Beteckna dessa med Si,Ss,...,Sy. Se figur 19.2. I ma-
trisens celler skriver vi upp de nyttor som svarar mot respektive kombination
av handlingsalternativ och naturtillstand. Vid beslut under siékerhet vet vi ju
vilket naturtillstand som kommer att intraffa vid varje val av handlingsalter-
nativ. Darfor kan vi fylla i endast ett nyttovirde per rad. A andra sidan kan
en kolumn i beslutsmatrisen innehalla flera nyttovarden eftersom tva olika
handlingsalternativ kan leda till att samma naturtillstand intréaffar.

Handlingsalt. Naturtillstand
Sl SQ 53 S S M
Ay 31
Ay Uz
As Uus
An Un

Figur 19.2 En beslutsmatris



Da vi valjer handlingsalternativ géller det nu att finna det storsta nyttovardet
i beslutsmatrisen. Motsvarande handlingsalternativ ar det vi bor valja.

Exempel 19.1 (fortsattning)

Antag att vi har inspekterat det femte dgget och funnit att det ar farskt.
Kostaden for undersckningen vérderas till 0,5. Om vi kastar bort dgget
(handlingsalternativ A;) far vi en fyra-dggs omelett (naturtillstand S;) med
nyttan 3,5 (nyttan 4 for fyra-dggs omeletten minus undersdkningskostnaden).
Inkluderar vi dgget i omelettsmeten (handlingsalternativ As) far vi en fem-
dggs omelett (naturtillstand S;) med nyttan 4,5. Beslutsmatrisen blir alltsa
som i figur 19.3. Den storsta nyttan ar saledes 4,5 vilken upplevs om han-
dlingsalternativ A, valjs. |

Sy=farskt dgg So=ruttet agg
A;=kasta agget 3,5
As=ta med agget 4.5

Figur 19.2 Beslutsmatrisen for omelettexemplet da det femte dgget har
inspekterats och befunnits vara farskt.

Vi har hittills, utan att speciellt namna det, endast diskuterat beslutssitua-
tioner med ett andligt antal handlingsalternativ och ett andligt antal natur-
tillstand. Det &r givetvis inte nédvandingt att begrénsa sig till sadana situa-
tioner. Berdkningarna blir dock ofta mer komplicerade da det finns oandligt
manga handlingsalternativ respektive oandligt manga naturtillstand.

Exempel 19.3

Antag att vi har ett elektriskt varmeelement. Spanningen V' till elementet
kan regleras i intervallet 0 - 220 volt. Varje spénning &ar saledes att han-
dlingsalternativ for oss. Vi har darfor ett kontinuum med odndligt manga
handlingsalternativ.

Om vi ansluter V' volt till elementet far vi effekten P watt som bestams
genom sambandet



V2
48,8

Genom att variera spanningen V' (handlingsalternativet) i intervallet 0 - 220
volt, varierar effekten P (naturtillstandet) i intervallet 0 - 1000 watt.

Da elementet &r pakopplat kommer ett rum att varmas upp. Uppvarmningen
okar da effekten pa elementet okar. Samtidigt som effekten okar, okar dven
stromkostnaden. Dessutom upplever vi inte ett alltfor varmt rum som an-
genamnt. Antag att den nytta U vi anser oss fa vid en viss given effekt kan

beskrivas av sambandet
U = 1600P — P?

For att berakna maximala nyttan deriverar vi detta uttryck

dUu
— = 1600 — 2P
dP

och sitter derivatan lika med noll sa att vi far ekvationen

1600 — 2P =0

varur vi loser

Att P = 800 watt verkligen ger ett nyttomaximum kan vi 6vertyga oss om
genom att studera andra derivatan

d*U

apE - 2

som uppenbarligen ar negativ.

Det aterstar nu endast att undersoka vilket handlingsalternativ som ger
naturtillstandet 800 watt. Vi far detta genom att sétta in den 6nskade effek-
ten i sambandet mellan P och V. Detta ger oss ekvationen

V2
48, 8

800 =



vilken har losningen

V =4/800 48,8 ~ 196, 77

(Vi kan hér bortse fran den negativa roten.) Var nytta maximeras tydligen
om vi véljer handlingsalternativet 196,77 volt. |

Observera att det i exempel 19.3 ar mojligt att utveckla handlingsalternativet
V' som en funktion av nyttan U direkt. Detta inses om vi satter in sambandet
mellan P och V' i nyttouttrycket, dvs

2 2\ 2
U:1600V —(V )

48,4  \ 48,4

Vidare ar handlingsalternativen V' begrénsade saval uppat som nerat, dvs vi
har begransningarna
0<V <220

Problemet att maximera nyttan under begriansningsvillkoret kan nu forkortat
skrivas

2
1 pr— _2 —_— _2
maximera U = 1600 184 <48,4)

da 0<V <220

Om nyttan U mer allmént &r en funktion g av handlingsalternativen V' och
en funktion h av V' ar begriansad mellan talen s och ¢ formuleras problemet
som

maximera U =g (V)
da s<h(V)<t

Observera att formuleringen av problemet i exempel 19.3 ar ett specialfall av
denna mer generella formulering.

Vi har hittills latit handlingsalternativen besta av vérden pa en variabel.
I manga tillampningar &r det mojligt att samtidigt variera flera variabler.



Beteckna dessa med X7, X, ..., X,. Vart beslutsproblem ar alltsa att valja
en kombination av varden pa X1, Xs, ..., X} sa att nyttan U maximeras. Lat
liksom tidigare nyttan vara en funktion g av de valda handlingsalternativen.
Om vi dessutom har begransningar hq, hs, ..., hy formulerar vi beslutsprob-
lemet som

maximera U = g (X1, Xo,..., X})
da s1 < hy (X1, Xo, ..., Xg) <ty
S92 S hg (Xl,Xg,...,Xk) S tg

SI, S hL<X1,X2,...,Xk) StL

Detta ar den mest generella formuleringen av beslutsproblem da besluten
sker under sdkerhet. Tyvarr ar det inte alltid mojligt att matematiskt 16sa
problemet. En del viktiga specialfall finns dock. Ett av de viktigaste special-
fallen uppkommer da bade nyttofunktionen g och funktionerna hq, hs, ..., hy,
ar linjara funktioner. Problemet kallas da ett linjart program, forkortat LP.
Simplexmetoden och transportmetoden ar tva matematiska metoder for att
l6sa LP problem. Vi skall har inte fordjupa oss i dessa metoder, utan be-
traktar ett exempel déar LP problemet kan 16sas grafiskt.

Exempel 19.4

Den snale herr Andersson vill helt tillgodose sina behov av vitaminerna A, B
och C genom att endast dricka mjolk och ata limpa. Lat X; vara méngden
mjolk han dricker per dag och X vara mangden limpa han ater per dag.
Om mjolken kostar 7,75 kr per liter och limpan kostar 15 kr kostar herr
Anderssons dagliga ranson 7,75 - X; + 15 - X5.

Den nytta herr Andersson upplever efter att tillgodosett sina vitaminbehov
ar vad han far 6ver nar han handlat for 50 kr. Nyttofunktionen ar alltsa den
linjara funktionen

U=50-7,7-X; —-15- Xy
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Figur 19.4 Herr Anderssons LP problem. Det streckade omradet &r de
tillatna vardena pa x1 och xs. I figuren finns ocksa nyttofunktionen for
U = 0 inritad.

Antag nu att dagsbehovet av vitaminerna ér 6, 12 respektive 4 mg och att
mjolken innehaller 2 mg av vardera A och B vitaminerna men inget av C,
samt att limpan innehaller 2, 8 respektive 8 mg av vitaminerna. Detta ger
oss de linjara begransningarna

6 < 2-X;+2-X,
12 < 2-X;+8-X,
4 < 0-X148 X,

Vi ska nu grafiskt 16sa herr Anderssons LP problem. Betrakta figur 19.4. Déar
har begréansningarna ritats in sa att det skuggade omradet utgoér samtliga
kombinationer av X; och X5 som uppfyller begransningarna. For varje fixt
varde pa U ger nyttofunktionen en linje. Linjen for U = 0 finns inritad i figur
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19.4. Om vi succesivt 6kar U kommer vi att fa nya, parallella linjer ndrmare
origo. Det linje som har nagon punkt gemensam med omradet med tillatna
varden pa X7 och X5 och som ligger ndrmast origo, svarar saledes mot det
maximala vérdet pa U (maximal nytta) da handlingsalternativen X; och Xj
ar tillatna. Herr Andersson skall alltsa i det hér fallet vilja X; = 2 (liter
mjolk) och Xy =1 (limpa). |

Ovning 19.1

Tillverkningskostnaden for en produkt ar 4 kr per enhet. Med forséaljningspriset
7 kr per enhet har man salt 5000 enheter i manaden. Om priset okas till 8
kr kommer efterfragan att minska till 3500 enheter per manad. Konstruera
en beslutsmatris och avgor vilket pris, 7 eller 8 kr, som maximerar foretagets
vinst.

Ovning 19.2

Ett foretag tillverkar tva produkter, A och B. Fortjansten for varje sald
enhet ar 200 kr respektive 120 kr. Tillverkningen sker i tre avdelningar med
en resursatgang som framgar av tabell 19.1. Berdkan hur manga enheter
av varje produkt som bor tillverkas for att foretagets vinst skall maximeras.
Forsok ocksa avgora vilken avdelning i foretaget som har 6verkapacitet och
vilka avdelningar som bor byggas ut.

Tabell 19.1 Resurstillgang och resursatgang vid tillverkning av produkterna
A och B i 6vning 19.2.

Avdelning Resurs- Resursatgang Resursatgang
tillgang (tim) for A (tim/enh) for B (tim/enh)
montering 30000 200 90
malning 15000 80 80
kontroll 5000 20 30

11



19.3 Beslut under risk

Vid beslut under risk vet vi inte med sédkerhet vad naturens tillstand kommer
att bli da vi véljer ett visst handlingsalternativ. Daremot kan vi ange en san-
nolikhetsfordelning 6ver naturtillstanden. Vi kompletterar darfér beslutsma-
trisen med en rad med sannolikheter. Se figur 19.5. p; anger har sanno-
likheten att naturtillstandet blit Sy, dvs P (S1) = p1, pe ar sannolikheten att
Sy intraffar osv. Den nytta vi far om vi véljer handlingsalternativ A; och

naturtillstander S; intraffar betecknar vi med wu;;.

Hand Naturtillstand med motsv. sannolikheter | Forvantad
hIlgS Sl SQ Sg cee SM nytta
alternativ | p1  p2  p3 - |2
Ay Upp U2z Uiz - Ui pm E [Ul]
A U21 U2 U2z - U E [Uz]
A3 Ug1 U3z U3z Usm E [U3]
An Un1 Un2 UN3 - UNM E [UN]

Figur 19.5 Beslutsmatrisen vid beslut under rsk.

For varje hndlingsalternativ A; definierar vi en stokastisk variabel U; som
den nytta vi far. Om t ex naturtillstandet blir .S; antar alltsa U; vardet w,;.

Eftersom P (S;) = p; far vi att
P (Ui = uij) = p;

, par blir darmed sannolikhetsfordelningarna

Med hjalp av sannolikheterna py, ps, . . .
., Uy fullstandigt bestamda. Vantevardena

for de stokastiska variablerna Uy, Us, . .
av dessa variabler ar

E U] = uinp1 + wiap2 + . .. + uinepums

E [U;] anger alltsa den forvintade nyttan om handlingsalternativ A; viljs. I
beslutsmatrisen har dven de forvintade nyttorna angetts.
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Att vilja handlingsalternativ vid beslut under risk kan ske pa flera olika sétt.
Ett satt ar att valja det alternativ som har den storsta forvantade nyttan.

Exempel 19.1 (fortsattning)

Antag att det femte dgget ar surt med sannolikheten 0,1. Om A; &r han-
dlinsalternativet att sla dgget i smeten utan foregaende inspektion och A, ar
handlingsalternativet att inte ta med det femte agget far vi beslutsmatrisen i
figur 19.6. S; anger dar naturtillstandet att dgget ar farskt och Sy att dgget
ar surt. Den forvantade nyttan ar tydligen maximal om handlingsalternativ
Ay valjs. |

Hand Naturtillstand med For
lings | motsv. sannolikheter | vantad
alterna | S; So nytta
tiv | pr P2
A 5 0 4,5
Ay 4 4 4

Figur 19.6 Beslutsmatrisen for omelettexemplet vid beslut under risk.

Givetvis finns det manga problem vid beslut under risk som inte kan beskrivas
med ett andligt antal handlingsalternativ och ett &ndligt antal naturtillstand.
Rent principiellt ar det mojligt att formulera problem lika generellt som vi
gjorde vid beslut under sakerhet. Den matematiska hanteringen da man skall
16sa de mer generella problemen ar definitivt inte lattare vid beslut under
risk dn vid beslut under sédkerhet. Vi skall darfor helt avhalla oss fran att
diskutera andra typer av problem vid beslut under risk &n de vi redan har
behandlat.

Ovning 19.3

Vid roulettespel ar vinsten om man satsar pa ett nummer 35 ganger insatsen.
Sannolikheten att man vinner dr 1/37. Valj ett lampligt handlingsalternativ
da vi har att valja pa att satsa pa ett nummer eller att ansta fran att spela.
Insatsen antas vara en krona.
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Ovning 19.4

Betrakta ¢vning 19.1. Om priset 0kas minskas efterfragan till 3500 enheter
per manad med sannolikheten 0,75 och ar oférandrad med sannolikheten
0,25. Om priset inte dndras éndras inte heller efterfragan. Avgor under
dessa forutsattningar vilket pris produkten bor ha.

Ovning 19.5

En tidningsforsiljare har de senaste 100 dagarna noterat forséljningssiffror
for en dagstidning enligt tabell 19.2. Forsaljaren képer tidningarna for 6
kr och séljer dem for 10 kr. De tidningar han inte far silja kan inte re-
turneras utan utgor en forlust for forséljaren. Anvénd observationerna for
att uppskatta sannolikhetsfordelningen av efterfragan och avgér hur manga
tidningar forséljaren bor bestélla varje dag.

Tabell 19.2 Observationer pa forsiljningen av en dagstidning de senaste 100
dagarna.

antal frekvens

salda ex
16 5
17 12
18 16
19 18
20 36
21 13

Summa 100

Ovning 19.6 (Petersburg paradoxen)

Ett spel tillgar sa att ett valbalanserat mynt kastas tills klave kommer upp
forsta gangen. Om klave kommer upp redan vid forsta kastet ar vinsten 2
kronor, om klave kommer upp forsta gangen vid det andra kastet ar vinsten
22 = 4 kronor osv. Allmént skriver vi att om klave kommer upp forsta gangen
vid det n-te kastet &r vinsten 2" kronor. Antag att du maste betala 1000
kronor for att fa vara med i spelet. Ar du beredd att delta?

14



19.4 Vardet av observationer

Vid beslut under sédkerhet vet vi vad som kommer att intréiffa i framtiden.
Det ar darfor mojligt att fatta det basta beslutet. Vid beslut under risk har
vi tyvérr inte perfekt information om framtiden, varfor vi endast kan fatta
beslut om det vi tror, eller férvantar oss, ar bast. Om det ar mojligt att skaffa
sig battre information om framtiden kan vi darfor fatta ett battre beslut, dvs
vi kan fatta ett beslut som vi forvantar oss har storre nytta. Vardet av
informationen ar da den Okning i férvantad nytta vi far.

I det har avsnittet skall vi diskutera hur vardet av informationen kan beréknas.
Det ar en viktig kunskap i de fall da informationen maste kopas eller pa annat
satt ar forenad med kostnader. Ett sétt att skaffa sig information ar t ex att
genomfora en urvalsundersokning. Den fraga vi da stoter pa ar huruvida det
ar vart att genomfora urvalsundersokningen, dvs Gverstiger vardet av den
information vi far kostnaderna for att genomféra undersokningen?

Vi betraktar forst vardet av perfekt information, dvs vi antar att vi kan
genomfora en undersokning som ger oss information om vilket naturtillstand
som kommer att intraffa. Vi vet givetvis inte vad undersckningsresultatet
blir, utan kan endast resonera i termer av sannolikheter och vanteviarden. Om
vi vet att naturtillstandet S; intraffar skall vi vélja det handlingsalternativ
som ger den storsta nyttan (beslut under sékerhet). Beteckna den nytta vi
far av det beslutet med vy, dvs

U1 = max (un,u21,u31, s 7UN1) .

Om vi vet att naturtillstandet Sy intraffar har vi en annan uppsattning nyttor
att betrakta. Lat vy vara den nytta vi far om vi vet att S, intraffar, dvs

U2 = max (U12, U22, U32, - - - ;UN2) .

Pa samma satt gar vi igenom vart och ett av de mojliga naturtillstanden och
far pa sa satt fram nyttan vid perfekt information vid varje naturtillstand,
V1, Vs, ..., Up. Vi kompletterar beslutsmatrisen med en rad for dessa nyttor.
Se figur 19.7.
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Handl- Naturtillstand med motsv sannolikheter | For-
hIlgS Sl 52 53 cee SM vantad
alternativ p1 Py p3 e |2 nytta
Ay Uiz U2 U1z v Uipm E [Ul]
A U1 U2 U2z - U E [Uz]
As Uz1 U3z Uz - Usm E [U3]
An Uyi UnN2 UN3 UNM EUy]
Nytta vid perfekt info | vy vy vy --- UM E[V]

Figur 19.7 Beslutsmatrisen kompletterad med vardet av fullstandig
information

Definiera nu en stokastisk variabel V' som nyttan vid perfekt information, dvs
V antar virdet v; om S; intréiffar, viardet vy om Sy intraffar etc. Eftersom
naturtillstanden intraffar med kadnda sannolikheter kan vantevardet av V

beraknas:
E V] = vip1 + vapa + v3p3 + ... + vypu

E V] ér salunda den forvantade nyttan vi far da beslutet sker under sékerhet.

Lat A* vara det handlingsalternativ vi véaljer vid beslut under risk och lat
U* vara motsvarande stokastiska variabel, sa att

EU* =max (E[Ui],E U], E[Us],...,E[Uy]) .
Beteckna véardet av den perfekta informationen med R. Det visar sig da att
R ar en stokastisk variabel med vantevardet
E[R|=FE|V]|—-FE|U"
dvs vi forvéntar oss att den perfekta informationen har vardet E [R]. Detta

innebar ocksa att vi dr beredda att betala upp till F [R] ”Nyttoenheter” for
den perfekta informationen.
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Exempel 19.1 (fortsidttning)

Betrakta omelettexemplet igen. Om vi vet att dgget &r firskt (naturtillstand
S1) véljer vi handlingsalternativ A; (inkludera det femte &gget i omelettsme-
ten) och vi far nyttan 5. Nyttan vid perfekt information om S intraffar &r
alltsa 5. Pa samma sétt géller att om vi vet att Sy intraffar (det femte dgget
ar surt), valjer vi handlingsalternativ A, (kastar bort dgget) och far nyttan 4.
Nyttan vid perfekt information om Sy intraffar &r darmed 4. Den forviantade
nyttan av perfekt information blir da

E[V]=5-0,9+4-0,1=4,9

Se figur 19.8. Utan information véljer vi handlingsalternativ A;, eftersom
det alternativet svarar mot den storsta forvantade nyttan. Med vara vanliga
beteckningar far vi att

EU*] =max (4,5, 4) =4,5

varfor

E[R|=4,9—4,5=0,4.

Den forviantade nyttan av perfekt information ar saledes i det hér fallet 0,4.
Om vi tycker att det kostar mindre an 0,4 "nyttoenheter” att smutsa ner en
extra kopp for inspektion av det femte agget, bor vi alltsa skaffa oss denna
information. Om kostnaden &r storre &n 0,4 bor vi inte skaffa oss perfekt

information eftersom den kostar mer dn den smakar! |
Hand- Naturtillst med slh | For-
lings Sh S vantad
alternativ 0,9 0,1 nytta
Ay 5 0 4,5
Ay 4 4 4
Nytta vid perf inf | 5 4 4.9

Figur 19.8 Berakning av vardet av perfekt information i omelettexemplet
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Ovning 19.7

Berékna vardet av perfekt information i 6vning 19.4.

Ovning 19.8

Berékna vardet av perfekt information i 6vning 19.5.

Tyvarr ar det i regel omojligt att skaffa sig perfekt information. Daremot
har man ofta mojlighet att skaffa sig ofullstdndig information som leder till
ett nytt beslut under risk. Det nya beslutet ar dock sdkrare och har darfor
ett storre varde. Vi skall nu diskutera viardeckningen av besluten, dvs vérdet
av den fullstandiga informationen.

Antag att vi utfoér en undersokning som kan ge L stycken olika resultat,
By, Bs, ..., Byr. Antag ocksa att vi kdnner de betingade sannolikheterna av
naturtillstanden givet undersokningsresultaten. For resultatet B, kénner
vi alltsa sannolikheterna P (Sy | Bi), P (S2 | Bi),..., P(Su | Br). Givet
att undersokningen resulterar i By kan vi berdkna den férvantade nyttan
av vart och ett av handlingsalternativen. De forvéntade nyttorna, givet un-
dersokningsresultatet By betecknas med E (U | Bg), E (Us | Bi), ..., E(Un | By).
Om By, intraffar valjer vi saledes det handlingsalternativ som maximerar de
forvantade nyttorna giver By. Lat den maximala forvintade nyttan givet By
betecknas med F [V | Bi]. Dessa berdkningar upprepas nu for varje méjligt
undersokningsresultat.

Det &r praktiskt att anvénda sig av beslutsmatrisen vid berdkningarna. Vi far
da ldgga till en rad och en kolumn for varje mojligt undersokningsresultet. Pa
de nya raderna skrivs de aktuella betingade sannolikheterna in och i de nya
kolumnerna noteras de berdaknade vantevardena. Den maximala forvantade
nyttan for vart och ett av understkningsresultaten markeras under varje ny
kolumn. Se figur 19.9.
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Hand- Naturtillst med motsv. slh
lings Si Sy e Sm
alt. D1 D2 S j2v
Ay Uil U2 T Uipm
Ay U21 U22 T UM
As Us1 Us32 T Usm
An UNg UN2 T UNM
Beting- | P (51| B1) P(S2|B1) -+ P(Su|Bi)
ade P(Sl | Bg) P(SQ | Bg) cee P(SM | Bg)
sanno- : : :
likherer P(Sl | BL) P(SQ | BL> cee P(SM | BL)
Hand- Forv. Undersoknings resultat med slh
lings | nytta utan By Bs e By
alt. ny info. P (B) P (Bsy) e P(Bp)
Aq E [Uy] ElUy | B] E[U, | By --- EI[U| By
Ay E [Us] ElUy| B] E[Us| By -+ E[Uy| By
As E [Us) ElUs | B EUs| By --- FElUs| By
An E[Uy] ElUn| B FE[Uyx|Bs --- E|Ux| By
EUY] | EV[B] FEV|B] --- E[V|B]

Figur 19.9 Beslutsmatrisen vid berakning av vérdet av ofullstandig
information

Om sannolikheterna for de olika undersékningsresultaten P (By), P (Bs),..., P (BL),

ar kanda kan den forvantade nyttan av beslutet med den nya informationen
berdknas genom

EV]=E[V |Bi|P(B)+E[V | By P(B2)+...+E[V | BL] P(Br)

Liksom tidigare later vi E [U*] vara den forvantade nyttan av beslutet utan
den nya informationen. Det forvantade vardet av den nya ofullstéandiga in-
formationen, E [R], blir darfor
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Det aterstar nu endast ett problem, namligen att de betingade sannolikheterna
P (S; | Bx) och sannolikheterna P (Bj) kan vara okédnda. Déremot ar de
betingade sannolikheterna P (B | S;), som kan tolkas som undersdkningens
tillforlitlighet, ofta kanda. Dessa tillsammans med de kdnda sannolikheterna
P (S;) kan da med hjilp av sannolikhetsteoretiska resonemang anvéndas
for att berdkna de sannolikheter vi behover veta. I enklare fall med en-
dast tva naturtillstand och tva mojliga resultat fran undersokningen kan
berdkningarna utforas med hjalp av fyrfaltstabellen pa det satt som vi diskuter-
ade i kapitel 5.

Exempel 19.1 (fortsattning)

Betrakta omelettexemplet igen. Antag att vi endast med sannolikheten 0,8
kan avgora om ett inspekterat dgg ar farskt eller ej. Om B; anger att testet
indikerar att dgget ar farskt och By att dgget ar surt har vi med de beteck-
ningar vi tidigare har anvant att

( | Sl) = 0,8
P(By|S;) = 0,2
P(B;|S) = 0,2
P(By|S) = 0,8

Eftersom P (S;) = 0,9 och P (S;) =0, 1 far vi enligt multiplikationssatsen

P(SiNBy)=P(By|5) P(S)=0,8-0,9=0,72

och
P(SoNBy)=P(By|S)-P(S3)=0,2-0,1=0,02

Vi skriver nu upp dessa sannolikheter i en fyrfaltstabell. Se figur 19.10. De
sannolikheter som saknas beraknas nu enkelt geonom

P (B
P(S1N By
P (SyN By

P (B

P(SiNBy)+P(S2NBy)=0,72+0,02 =0,74
(S1) — P(S;NBy)=0,90—0,72 =0,18
(S3) — P(S2N By) = 0,10 — 0,02 = 0,08
(S1 N Bs) + P (SyN By) = 0,18+ 0,08 = 0,26

)
) = P
) = P
) = P
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och som kontroll

P(By)+ P(By) =0,7440,26 = 1,00

Sy So
By 0,72 0,02 0,74
By | 0,18 0,08 | 0,26
0,90 0,10 | 1,00

Fgur 19.10 Fyrfaltstabell for berdkning av sannolikheter i omelettexemplet.

De sokta betingade sannolikheterna kan nu berdknas enligt

P(SiNB) 0,72

P(S,|B) = B By = o1 = 0978
P(Sy| By) = P(Ifigfﬂzg’gizo,om
P (S| By) = PgtgﬁBQ}:g:;z:O,GQQ
P(S,| B) — P(smBg)_0,0820’308

P(By) 0,26

Vi ar da mogna att fylla i beslutstabellen. Se figur 19.11.

Hand Naturtillst m slh | Forv nytta | Unders resultat m slh
lings Sl SQ utan ny Bl BQ
alternativ | 0,9 0,1 inform. 0,74 0,26
Ay 5 0 4.5 4,865 3,460
As 4 4 4 4,000 4,000
Betingade | 0,973 0,027 4.5 4,865 4,000
sannolikh | 0,692 0,308

Figur 19.11 Beslutsmatrisen for omelettexemplet da vi har moéjlighet att
skaffa ofullstdndig information.
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De betingade vantevardena far vi genom

E[Ui | B)] = uuP(Si|Bi)+uwpP(Sy | By)=5-0,973+0-0,027 = 4, 865
E[Us| Byl = unP(Si|Bi)+usP (Ss | By) =4-0,973+4-0,027 = 4,000
E[Ui | By] = unP(Si]| Ba)+u2P (Sy | By) =5-0,692+0- 0,308 = 3,460
E[Us| B)] = usP(S1| Bs) + usaP (S| By) =4-0,692+4- 0,308 = 4,000

Dérav foljer att om undersokningen visar att agget ar farskt skall vi valja
handlingsalternativet A; och vi férvantar oss nyttan

E[V | By = 4,865

Om, a andra sidan, undersokningen visar att dgget ar surt skall vi vélja
handlingsalternativet A med den forvantade nyttan
E[V | By] = 4,000
Den forvantade nyttan av beslutet da vi har tillgang till testresultaten beréknas
till
EV] = E[V|B]-P(Bi)+E[V | B, P(B)
= 4,865-0,74+4,000-0,26 ~ 4,64
Eftersom den forvantade nyttan av ett beslut utan inspektion av dgget ar
4,5 far vi att den forvintade nyttan av den ofullstdndiga informationen ar
E[R|=4,65—-4,5=0,14

Testet far darfor kosta hogst 0,14 nyttoenheter for att det skall vara 16nsamt
att utfora det. |

Ovning 19.9

Betrakta 6vning 19.4. Antag att vi kan utfora en marknadsundersékning
som kan indikera en nedgang i efterfragan respektive en konstant efterfragan.
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Bestam hur mycket marknadsundersokningen far kosta om den med sanno-
likheten 0,75 ger korrekt information.

Ovning 19.10

Ett parti om 1000 glodlampor skall kvalitetskontrolleras. Antag att relativa
frekvensen felaktiga lampor ar antingen 0,05 eller 0,35.

a) Konstruera ett test, dvs berdkna urvalsstorlek och hur manga lampor som
hogst far vara defekta i urvalet, sa att testet visar felaktiga indikationer om
felfrekvensen med sannolikheten 0,05.

b) Berdkna vérdet av testet i uppgift a om partier med den ligre felfrekvensen
forekommer med sannolikheten 0,6. Vardet av ett parti med den lagre fel-
frekvensen bedoms till 2000 kr da partiet accepteras medan ett accepterande
av ett parti med den hogre felfrekvensen medfér en kostnad pa 500 kr. Ett
parti som inte accepteras medfor en kostnad pa 50 kr.

19.5 Beslut under osakerhet

I en del situationer kianner vi inte sannolikhetsfordelningen 6ver naturtillstanden
och kan heller inte skaffa oss information om den genom urvalsundersokningar.

I sadana situationer sidges beslutet ske under osidkerhet. Vi skall i det hér
avsnittet diskutera hur beslut kan fattas under osiakerhet.

Vid beslut under osiakerhet kanner vi endast de handlingsalternativ vi har
att vélja mellan, de naturtillstand som kan intraffa och de nyttor vi far vid
varje kombination av handlingsalternativ och naturtillstand. Eftersom varje
handlingsalternativ kan medfora olika stor nytta beroende pa vilket natur-
tillstand som intraffar, kan vi inte vélja det handlingsalternativ som med
siakerhet ger den storsta nyttan. Trots detta finns det nagra synpunkter som
kan vara till hjalp vid vardering av handlingsalternativen. Dessa synpunkter
har lett till ett antal sa kallade beslutskriterier. Vi kommer hér att diskutera
fyra av de vanligaste beslutskriterierna, ndmligen maximin-, maximax-, min-
imax regret- och Laplace kriteriet.

Enligt maximinkriteriet bor man sa bra som mojligt gardera sig mot daliga
utfall. Maximinkriteriet ar darfor ett ” pessimistiskt” kriterium. Man beraknar
forst den minsta nyttan som kan intraffa vid varje val av handlingsalternativ.

23



Det handlingsalternativ som ger det storsta minimat valjs. Se figur 19.12.
For handlingsalternativ A; betecknas den minsta nyttan med a; , dvs

ai_ = min (Uil, Uiy - v - 7uiM)
Kvantiteten a; &r alltsa den minsta nyttan vi kan fa om handlingsalternativet
A; valjs. For att maximera denna minsta garanterade nytta valjer vi det
handlingsalternativ som har maximalt a; .

Handlings Naturtillstand Minsta

alternativ | S7 Sy S3  --- Sy | nyttan
Ay U1 Uiz U1z v Uiy ay
Ay U2l Uz U2z ccc Ugy Qg
As Uzl Uz U3 UM a3
An UN1 UN2 UN3 cc UNM apn

Figur 19.12 Beslutsmatrisen da maximin-kriteriet anvands.

Exempel 19.5

I ett foretag arbetar man med ett projekt som syftar till att utveckla en ny
produkt. Nu foreligger emellertid ett lagforslag som innebar att den nya pro-
dukten i sin nuvarande form kan fa en begrinsad anvandning. Foretagsledningen
har darfor tre alternativ att vélja mellan: fortsitta enligt ursprungliga planer
(A1), fortsitta enligt planer som Gverensstdmmer med lagforslaget (As) och
att avsluta projektet och lagga ner verksamheten (Az). De mojliga natur-
tillstanden ar lagforslaget faller (S;) och lagfrslaget gar igenom (S3). De
vinster man vantar sig fa framgar av beslutsmatrisen i figur 19.13. Den min-
sta nyttan ar storst for handlingsalternativ Az. Enligt maximinkriteriet bor

darfor A (verksamheten ldggs ner) viljas. |
Handlings | Naturtillstand | Minsta
alternativ | Sy S nyttan
A, 11 2 D)
A, 4 10 4
Az ) ) )
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Figur 19.13 Beslutsmatris for exempel 19.5 da mavimin-kriteriet anvands.

Enligt maximaxkriteriet soker man den storsta nyttan som &ar mojlig att
erhalla. Maximaxkriteriet ar darfor ett ”optimistiskt” kriterium. For varje
handlingsalternativ berdknas forst den maximala nyttan vi kan fa. For han-
dlingsalternativ A; betecknar vi den med a;", dvs

+
a,; = max (uil,uig, ..

i . 7U¢M)

Se figur 19.14. Kvantiteterna a; #r alltsd den stérsta nyttan vi kan fa om
handlingsalternativet A; valjs. Genom att vilja det handlingsalternativ som
har det storsta virdet pa a; dr det mojligt att fa den storsta nyttan.

Handlings Naturtillstand Storsta

alternativ | S Sy S3  --- Sy | nyttan
Ay U1 U2 U3 UM af
A U1 U2  U23 UM a;
As Uz  U3zz  U33 Usm G}f
An Un1 UN2 UN3 UNM CLE

Figur 19.14 Beslutsmatrisen da maximax-kriteriet anvands.

Exempel 19.5 (fortsidttning)

Da maximaxkriteriet anvands i projektutvecklingsexemplet far vi en beslutsma-
tris enligt figur 19.15. Den storsta nyttan ar storst for handlingsalternativ A; .
Enligt maximaxkriteriet bor darfor A; véljas (fortsitta enligt ursprungliga
planer). |

Handlings | Naturtillstand | Storsta

alternativ | S; S nyttan
A 11 2 11
As 4 10 10
Az 5 5 5

Figur 19.15 Beslutsmatris for exempel 19.5 da maximax-kriteriet anvénds.
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Minimax-regretkriteriet sidger att man bor valja det alternativ som medfor
att den storsta tankbara alternativforlusten blir sa liten som mojligt. Med
alternativforlust menar vi hur mycket sdmre ett handlingsalternativ ar an
det béasta handlingsalternativet vid ett givet naturtillstand. For att kunna
tillampa minimax-regretkriteriet maste vi déarfor forst konstruera en matris
med alternativforluster. Se figur 19.16. For varje naturtillstand S; beraknas
den stérsta nyttan s, dvs

sj = max (U1, Uzj, - - ., UN;)
Alternativforlusterna r;; berdknas sedan for varje kombination av handlingsalter-
nativ A; och naturtillstand S; enligt

_ ot
T’Z'j—Sj

Dérmed kan alternativforlusterna skrivas in in regretmatrisen. For varje
handlingsalternativ A; kan da den maximala alternativforlusten (maximal

regret), aj, berdknas, dvs

T
a; =max (71,2, -« -, Tidr)
Handlings Naturtillstand
alternativ | S Sy S3 - Sy
Ay Uz U2 U3 0 UM
Ay U1 U2 U223 - UM
As U3y U3z U3 - UM
An Un1 Un2 UN3 - UNM
Max nytta | s s3  s3 --- sy
Handlings Naturtillstand Storsta
alternativ | S1 Sy S3 -+ Sy | nyttan
Ay i Ti2 Tiz - TiMm Gi
Ay Tor  Toa T2zt Taym asy
As T3y T3z T3zt T3ym as
An N1 TN2 TN3 - TNm | ay
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Figur 19.16 Beslutsmatris och regretmatris da minimax-regret-kriteriet
anvnds.

Kvantiteterna a] anger alltsa maximal alternativforlust for varje val av han-
dlingsalternativ. Enligt minimax-regretkriteriet skall vi vélja det handlingsalter-
nativ som har det minsta vardet pa a;.

Exempel 19.5 (fortsattning)

Da minimax-regretkriteriet tillampas pa projektutvecklingsexemplet far vi
en beslutsmatris och en regretmatris som i figur 19.17. Tydligen minimeras
den storsta alternativforlusten av handlingsalternativ A3. Enligt minimax-

regretkriteriet bor dérfor As véljas (verksamheten l4ggs ner). [
Handlings | Naturtillstand
alternativ | Sy S
Ay 11 2
As 4 10
As 5 5
Max nytta | 11 10
Handlings | Naturtillstand | Maximal
alternativ | S; Sy regret
Ay 0 8 8
Ay 7 0 7
As 6 5 6

Figur 19.17 Beslutsmatris och regret-matris for exempel 19.5 da
minimax-regret-kriteriet anvands.

Da vi inte vet nagot om sannolikheter for naturtillstand kan man ibland
hiavda att alla tillstand &r ”lika mojliga” (indifferensprincipen). Enligt det
resonemanget kan vi da ansdtta en likformig sannolikhetsfordelning Gver

naturtillstanden.

Detta leder i sin tur till Laplacekriteriet.

Enligt detta

kriterium valjs, liksom vid beslut under risk, det handlingsalternativ som

har den storsta forvantade nyttan.

Den beslutsmatris som ar aktuell da

Laplacekriteriet anvéinds visas i figur 19.18.
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Hand Naturtillstand med motsv. slh. | Forvantad
hIlgS Sl SQ Sg cee SM nytta
alternativ ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ
Ay Upp U2z Wiz - Uipm E [Ul]
Ag U21 U2 U2z - UM E [Uz]
As Uz1 U3z U3z Usm E [U3]
An UNy UN2 UN3  ccc UNM EUy]

Figur 19.18 Beslutsmatris da Laplace-kriteriet anvands.

Exempel 19.5 (fortsidttning)

Eftersom det finns tva naturtillstand S; och Ss, ansétts sannolikheterna

P($)=P(S:) =3

da Laplacekriteriet anvinds. Detta ger oss beslutsmatrisen i figur 19.20. Den
forvantade nyttan &r maximal for handlingsalternativ A;. Enligt Laplacekri-
teriet bor darfor Ay valjas (fortséitta enligt planer som stimmer Gverens med

det nya lagforslaget).

Hand- Naturtillst. med motsv slh | Forv-
lings Si S antad
alternativ | 2 > nytta

Ay 11 2 6,5

Ay 4 10 7

As 5 5 5

Figur 19.19 Beslutsmatris for exempel 19.5 da Laplace-kriteriet anvénds.

Ovning 19.11

Betrakta exempel 19.1. Antag att vi inte kédnner sannolikheten for d&ndelsen
att det femte agget ar farskt. Anvand vart och ett av maximin-, maximax-,
minimax-regret- och Laplacekriteriet for att 16sa beslutsproblemet.
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Ovning 19.12

Chefen for en pappershandel &r i fard med att bestéilla julkort. Varje lada
med kort kostar 15 kr att kopa fran grossisten. [ pappershandeln kostar
ladan 25 kr under tiden fram till tre dagar fore julafton. Alla kort som da
finns kvar kan realiseras bort for 10 kr per lada. Bestam antalet lador som
skall bestéllas fran grossisten under maximin-, maximax-, minimax-regret-
och Laplacekriteriet da man vet att efterfragan kommer att vara mellan 25
och 30 lador.
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