HYPOTESPROVNING

De statistiska metoderna som anvénds for att fatta denna typ av beslut baseras pa tva
komplementira antaganden om populationen.

Partiets produkter har antingen den utlovade kvaliteten eller s har de den inte.
Antingen fungerar tillverkningsprocessen som planerat eller s& gor den det inte.
Antingen har behandlingen effekt pa patienterna eller s& har den det inte.

Dessa antaganden kallas vanligen hypoteser och metoderna att fatta beslut av det slag vi har
exemplifierat ovan, baserade pé observationer fran ett urval, kallas hypotesprovning.

Vi kommer att diskuterar metoder for att prova hypoteser om populationsparametrar.
Nollhypotes och mothypotes

Med hjélp av data fran ett stickprov vill vi préva hypoteser om den population eller den
sannolikhetsfordelning som stickprovet kommer fran.

Vi har en nollhypotes (H,) som stills mot en mothypotes (H,).

Fragan ir: Ger stickprovsdata anledning att forkasta Hy (till formén for Hy) eller skall vi
halla fast vid Hy?

Ex.: I en politisk partisympatiundersdkning sdger sig 14% av de utvalda personerna
sympatisera med parti A. Vi vet att i senaste valet fick parti A 12% av rdsterna.
Har andelen 4A-sympatisorer i populationen okat sedan valet?

Hy: Andelen ar oforandrad.
Hi: Andelen har okat.

Skall vi forkasta H eller ej?

Om vi anser att det hoga vérdet i stickprovet kan forklaras av slumpen (ifall H, ar sann), sa
haller vi fast vid H,.

Om vi anser att andelen i stickprovet dr hogre dn vad som rimligen kan forklaras av slumpen,
sa forkastar vi Hj.

Statistisk hypotesprovning innebér att vi anvinder vissa beslutsregler for nir vi skall forkasta
Ho (och nér vi skall hélla fast vid Hy). Dessa beslutsregler dr utformade sa att vi har en viss
kontroll dver risken for felaktigt beslut.

Det finns en asymmetri 1 behandlingen av Hy och Hj 1 statistisk hypotesprovning.

Som H, viljer vi den hypotes som vi i det langsta haller fast vid. Vi kréver extra starkt stod
frdn observerade data for att H, skall forkastas. ”Bevisbordan™ ligger hos den som foresprakar
H;.

Ofta innebdr Hy nagot i stil med “’ingen forindring”, “ingen effekt”, ”ingen skillnad”,
medan H; kanske dr den ur tillimpningssynpunkt djarvare och mer intressanta hypotesen.



Hypoteser avser oftast virden pa populationsparametrar.
Exempel pa hypoteser om populationsmedelvérden:
Hy: £=50 mot Hy: p# 50 (enkel nollhypotes; tvasidig mothypotes)

Hy: pu<50 mot Hi: pu> 50 (sammansatt nollhypotes; ensidig mothypotes)

Exempel pa hypoteser om populationsproportioner:
H,: 7=0,1 mot H;: w#0,1 (enkel nollhypotes; tvasidig mothypotes)

H,: #=0,12 mot Hy: n> 0,12 (enkel nollhypotes; ensidig mothypotes).

Hypotesprovning (allmént)

Det giller att fatta ett beslut: Forkasta Hy eller ej?
Vi kan aldrig vara helt sékra pa fatta ritt beslut. Det finns tva typer av fel som vi kan gora:

eten: Ho sann H, inte sann
Beslut:
Ej forkasta Hy Riktigt beslut Felaktigt beslut
(Typ 1I-fel)
Forkasta Hy Felaktigt beslut Riktigt beslut
(Typ I-fel)

Vid klassisk hypotesprévning haller man sannolikheten for typ I-fel under kontroll. Man ser
till att den fér ett 1 forvdg bestdmt virde, a, som sitts 1dgt (ofta = 0,01, 0,05 eller 0,10).

a = testets signifikansniva = P(Forkasta H, | H) sann)
Tillvagagangssittet vid klassisk hypotesprovning ér i huvudsak foljande:

1. Formulera hypoteser, Hy och H;.

2. Bestidm en signifikansnivd o = sannolikheten (risken) att forkasta Hy, ndr Hy &r sann.
Ofta viljs a=0,01; 0,05 eller 0,10.

3. Ange vilken testvariabel som skall anvindas. Testvariabel = en storhet vars vérde skall
berdknas fran stickprovsdata. Detta vérde skall sedan ligga till grund for vért beslut.

4. Ange beslutsregel. Dvs ange forkastelsegrinser, sadana att Hy skall forkastas om

testvariabeln antar ett virde utanfor dessa grianser. (Granserna skall alltsd bestimmas sa att

testvariabeln med just sannolikheten o kommer att anta ett virde utanfor dessa, ifall H &r

sann.)

5. Berdkna testvariabelns viarde med anvandning av erhéllna stickprovsdata.

6. Slutsats. Om testvariabeln antar ett virde utanfor forkastelsegranserna, sa forkastas Hy och

vi séger att vi har fatt ett resultat som ar signifikant pa signifikansnivéan a.

I annat fall sdger vi att H, inte kan forkastas (ett icke-signifikant resultat).




OBS! Ett icke-signifikant resultat innebér inte att vi kan dra slutsatsen att Hy &r sann.
Det innebér bara att H; inte dr ndgon stark konkurrent till Hy.
Det kan finnas manga andra tdnkbara nollhypoteser som inte heller skulle ha forkastats.

Att "icke-forkasta” Hy &r alltsé inte detsamma som att utan vidare acceptera Hy. Kursbokens
forfattare sdger:

1. Hypotesprovning for ett medelvarde

Antag fOrst att vi har ett stickprov av storlek n frin en normalférdelad population med okiint
medel-viirde u, men med kind varians o*. Vi vill prova

Hy: p=

Hi: u#

Signifikansniva: o = 0,05.

Testvariabel: Z = %

Jn
Beslutsregel: H, forkastas, om |Zgps| > 1,96 (dvs. om Zg,s > 1,96, eller Zgps < -1,96).
Med signifikansnivan a = 0,01 forkastas Hy ifall [Zons| > 2,576.
Med signifikansnivan o= 0,10 forkastas Hy ifall [Zops| > 1,645.

Motivering: En rimlig utgangspunkt &r att Hy skall forkastas ifall vi fér ett virde pd X som
ligger ”l&ngt” ifrdn det under H, forvintade virdet 1.

Att X ligger langt ifrdn g dr detsamma som att testvariabeln Z antar ett virde ldngt ifran
vérdet 0 (antingen at det positiva eller det negativa hallet). H, skall alltsa forkastas ifall vi far
ett osannolikt hogt eller osannolikt lagt virde pd Z.

Vi skall med andra ord forkasta Hy, ifall vi fér ett virde pa Z, som ligger utanfor grinserna
*c, dir ¢ dr en positiv konstant.
Bestdm nu C sé att signifikansnivén blir den 6nskade (= 0,05), dvs. bestdm C sé att

P(|Z| > c | Hy sann) = 0,05
Vi vet att om Hj &r sann, sa har testvariabeln Z en standardiserad normalfordelning, N(0; 1).
Da ar

P(Z] > 1,96 | Hy sann) = 0,05
Satt alltsa ¢ = 1,96. Beslutsregeln blir: forkasta Hy, om vi far ett Z-vérde utanfor granserna
+1,96.

Grundprincipen vid statistisk hypotesprovning ar:

Om vi fér ett vdrde pa testvariabeln, som skulle vara mycket osannolikt ifall Hy vore sann, s&
véljer vi att 1 stéllet tro pa H.



Hur gor man vid ensidig mothypotes? T.ex.

Ho: p= 1o
Hit u> po

Samma testvariabel, men en annan forkastelsegréns.

H, forkastas (pa signifikansnivan 0,05) ifall Z,,s > 1,645. Det ar ju hdga véirden pa x, dvs.
hdga virden pa Z, som ger anledning att forkasta Hy till forméan for H;.

Om mothypotesen i stillet &r Hy: u < uy,

sa forkastas Hy (pa signifikansnivan 0,05) ifall Z,s < -1,645.
Hur g6r man nér populationsvariansen o inte ar kind, eller nir stickprovet ir litet?

Testvariabler vid test av hypotes om u:

n>30 - N
(oavsett om populationen &r o kiind: Z= p
normalfordelad ﬁ
eller €j)
o’ okind: Z= _T”O
Jn
n<30
Populationen L. Y-
normalférdelad. o” kénd: 7= =
Jn
o okind: t= %
Jn

Nér Hy ar sann, s har testvariabeln Z en standar-diserad normalfordelning (exakt eller
approxima-tivt), och testvariabeln t har en t-fordelning med n-1 frihetsgrader.



Exempel 1: 16 mjolkpaket viljs slumpmassigt bland dem som fyllts pé efter justeringen och
man berdknar stickprovsmedelvirdet till 1,008 liter. Standardavvikelsen antas inte ha
paverkats av justeringen utan man utgar frén att 6=0.02.

Hypoteser: Hp: p=1
Hi: u#1
Sign.-nivd:  a=0,05

Testvariabel: Z =~

Jn

Beslutsregel: Hy forkastas om |Zqys| > 1,96.
1,008-1

Resultat: ZObS = W = 1,60

J16

Slutsats: Hy kan inte forkastas pd 5% signifikansniva.

Exempel 2: Stickprov pa n = 70 observationer fran population med okédnd férdelning och med
okdnd standardavvikelse.

Stickprovets medelvérde: x =14 100

Stickprovets standardavvikelse: s =1 900

Hypoteser: Hy: x=13 500

Hi: 4>13500 (Ensidig mothypotes)
Sign.-niva: o= 0,05
X~ Hy

o

Beslutsregel: Hy forkastas om Zg,s > 1,64.

Testvariabel: Z =

14100-13500
1900

J70

Slutsats: Hy forkastas pa 5% signifikansniva.

Resultat: Zops = =2,64>1,64

Exempel 3: Antag att vi vill prova hypotesen att Martin Martini’s restid till arbetet dr 30
minuter. Standardavvikelsen i Martin Martini’s restid dr okédnd. Ett urval om 20 observationer
dras. I urvalet uppskattas standardavvikelsen till 2, stickprovets medelvirde X = 26,5.

Hypoteser: Hp: x=30 (Sétt 1y = 30)
Hi: HF 30
Sign.-nivd:  a=0,05



) x—
Testvariabel: ¢ = o

s
Jn
Frihetsgrader: n -1 =19
Beslutsregel: Hy forkastas om [tops[> 2,093

26,5-30
2

V20

Slutsats: Hy kan inte forkastas pa 5% signifikansniva.

Resultat: tobs = =0,94

Exempel 4: En cigarettillverkare hdvdar i sin reklam att de cigaretter de tillverkar innehéller
mindre dn 25 mg nikotin i genomsnitt. Ett urval om 36 cigaretter gav medelvirdet 24,5 mg
och standardavvikelsen 3 mg.

Vi provar nu cigarettillverkarens pastdende genom att prova hypoteser:

Ho: H= 25

Hi: £4<25 (Ensidig mothyp.)
a=0,05
X~ Hy

Sign.-niva:

Testvariabel: Z =

Jn

Beslutsregel: Hy forkastas om Zgps < -1,64.

245-25
=

V36

Slutsats: Hy forkastas ej pa 5% signifikansniva.

Resultat: Zops = -1>-1,64

2. Hypotesprovning for en differens mellan tvi medelvirden

Medelvirde Varians
Population 1 L ox
Population 2 Ly oy
Vi dr intresserade av differensen uyx - uy.
Antal obs. Medel- Varians
1 stickpr. virde
Stickprov Nx X Sx
fran pop. 1
Stickprov Ny y Sy
frén pop. 2




Oberoende antas mellan de bada stickproven.
Hypoteser:

Hy: px - py = Dy
Hi: pux - uy# Dy (eller enkelsidig mothyp.)

dar Dy ar ett tal.
Ofta dr Dy = 0, dvs. vi provar nollhypotesen:
Hy: ux—uy=0
Vi vill med andra ord prova om bada populationer-na kan tdnkas ha samma medelvirde.

Vivetatt x — y dr en viantevérdesriktig skattning av g - y.

Fragan vid hypotesprovningen dr den vanliga: Ligger det observerade vérdet pd x—y sa
langt ifran talet Dy, att vi finner anledning att forkasta Hy?

Haér krévs att bada stickproven kommer frdn populationer som ar normalfordelade.

Testvariabel nédr populationsvarianserna ir kédnda:

_@E-p-py Mo

4 ~ N(©O; 1
0'2 0'2
oXx OV
ny ny

Niér populationsvarianserna ér okédnda kriavs dessutom att dessa dr lika stora. (kdnner inte till
det numeriska vérdet pa c°.)

Testvariabel:
—9)—D Hy
t= (x=7) 0 t(nx + ny —2)
SZ(L_FL)
p n l’lY
2 2
2 (nx—-Dsxy+(ny—Dsy
Sp=

nx+tny—2



Om observationerna dr oberoende, nx >30, ny >30 (stora stickprov) men med okénd férdelning
far vi lita till centrala gransvérdessatsen.

Testvariabel nédr populationsvarianserna ir kédnda:

_(x=y)=Dy

2 2
(e (e
ox Oy

hy ny

VA

Testvariabel nédr populationsvarianserna ir okdnda:

_(x=y)=Dy

2 2
A S
e

ny ny

VA

Testvariablerna Z ovan dr approximativt normal-fordelade, N(0O; 1), ndr Hy dr sann.

Exempel. Vid en industri finns en maskin A som producerar vissa enheter. Man funderar éver
att kopa en ny maskin, B, som visserligen har en hogra produktionshastighet nér den fungerar
som den ska, men ocksa ett stotte antal driftstopp. Man beslutar att képa maskin B om dess
genomsnittsproduktion dr hogre dn maskin A:s genomsnittsproduktion.

Bada maskinerna prévas under 100 dygn och man erhaller

Maskin A Maskin B

Antal observationer 100 100
Medelproduktion 1305 1338
Standardavvikelse 25 100

Hypoteserna formuleras som
H, 0. Ha UB = 0
H;: Ha U < 0

Om maskin B genomsnittligt sett &r bittre 4n A blir differensen pa  pp negativ, vilket anges
1 mothypotesen, som péd grund av fragestillningen dr ensidig.

(1305-1338)-0  —33 -33

= = =-3,2
252 . 1002 106,25 10,308
100 100
Zops <-1,64 = H, forkastas pd 5% sign.-niva, dvs maskin B &r biittre.

ZoBs =



3. Provning av hypoteser om proportioner

Att prova en hypotes om proportioner bygger pa att binomialférdelningen kan approximeras
med normalférdelningen.

Antag t ex att andelen individer med en viss egenskap i en stor population r 7.
Lat X vara antalet individer med den egenskapen i ett urval om » individer. X ~Bin(n; ).

E[X]=nm och V[X]=nn(1 n).

Lat proportionen av individer i urvalet med den studerade egenskapen vara P.
P=X/n

E[P]=mochv[P]="1=7)

Om urvalet dr stort

P
Z=-——"" _ _ N@O)

\w(1—7)/ n approx

Exempel. For en stor population av kvinnor i en viss dlder géller vid en viss tidpunkt

att 64 % ar korkortsinnehavare, vilket man faststillt genom en totalundersdkning.

Vid ett senare tillfdlle vill man undersdka om andelen korkortsinnehavera i den aktuella
aldern ar ofordndrad. Man drar dérfor ett urval om 200 individer, varav 160 visar sig vara
korkortsinnehavare. Vi vill nu prova pé signifikansnivan 5 % om andelen korkortsinnehavare
i populationen har dndrats.

Hypoteserna blir
Ho : 7= 0,64
Ha: @+ 0,64

Nollhypotesen anger hir att andelen korkortsinnehavare ar oférdndrad medan mothypotesen
sdger att en fordndring har dgt rum. Alternativhypotesen ar sdledes tvasidig.
En fordndring kan ju antingen besta i att andelen har minskat eller att den har 6kat.

Om Hj ar sann
D H
P- 0
z=—-"7 . NOy

\7T(1—=7m)/ n approx

0,8—-0,64 _ 0,16 _
J0,64(1-0,64)/200 0,034

Zops = 4,71

Beslutregel: |Zogs| > 1,96 forkasta Hy pd signifikansnivén 5%.

Zogs =4,71>1,96, dvs hypotesen om ingen fordndring forkastas pé signifikansnivan 5%.



