15. SAMPLINGFORDELNINGAR OCH
CENTRALA GRANSVARDESSATSEN

15.1 Samplingfordelningar

I tidigare kapitel har vi diskuterat stokastiska variabler och deras sanno-
likhetsfordelningar da variablerna har representerat observationer pa indi-
vider. I statistiska undersokningar brukar man emellertid gora observationer
pa manga individer, ett urval, och berikna nagon karakteristika, t ex ur-
valsmedelvéirdet. Eftersom olika slumpmassiga urval kan besta av olika in-
divider kommer urvalskarakteristikor att fa olika virden beroende pa vilka
individer som rakar inga i urvalet. Darmed kan man ocksa se urvalskarak-
teristikorna som stokastiska variabler. Sannolikhetsférdelningen for en ur-
valskarakeristika kallas samplingfordelning. I detta avsnitt skall vi stud-
era samolingfordelningar for urvalsmedelvarden, urvalsvarianser och urval-
sproportioner. En speciell egenhet som urvalsmedelvarden har ar att un-
der vissa villkor blir deras férdelning mer och mer lik en normalférdelning.
Det resultatet kallas Centrala gransvardessatsen. Tack vare Centrala gréns-
vardessatsen kan sannolikhetsférdelningen for urvalsmedelvarden ofta ap-
proximeras med en normalfordelning, nagot som férenklar berdkningarna
hogst vasentligt.

Exempel 15.1.

Antag vi har en populationen bestaende av en arskull skolelever vars kroppsvikt
vi observerar. Antag vidare att medelvikten i hela populationen ar p och
att variansen av vikterna dr o2. Vi utfor nu det slumpmissiga forsoket
“att slumpmaéssigt valja ut en elev ur populationen, notera elevens vikt och
sedan aterfora eleven till populationen”. Later vi X; vara den i-te observer-
ade elevens vikt (den i-te upprepningen av forsoket) géller det att X; har
vantevardet p och variansen o2. ]



Exempel 15.2.

Betrakta populationen bestaende av méngden av alla tdnkbara kast med ett
mynt. Till varje kast tillordnas en stokastisk variabel X; saden att

X, = { 1 om “klave” intraffar }

0 om “krona” intraffar

For ett symmetriskt mynt har saledes varje stokastisk variabel X;
E(X;)=0,5

V(X;)=0,25. W

Antag att vi har n stycken stokastiska variabler X, X, ..., X, alla med
viantevirde p och varians 0. For varje urval om n observationer, xq, o, ...7,,
kan vi bilda medelvardet

T =

3|~

n
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i=1

och stickprovsvariansen

n

1
2 2
S—n_lg(l‘z T)

=1

Flera andra karakteristikor kan beraknas, men har betraktar vi endast x och
s2. For ett visst urval kommer 7 att fa ett visst virde och s? ett visst virde.
Drar vi ett nytt urval kommer formodligen T och s? att fa andra virden, dvs
de vérden vi far pa 7 och s? ar resultat av ett slumpmassigt forsok, namligen
det slumpmassiga forsoket att dra ett slumpmassigt urval om n stycken in-
divider, observara dem och berakna observationernas medelvarde. Detta
innebér att vi kan betrakta Z och s? som observationer pa de stokastiska
variablerna X och S? definierade genom
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S? = — § (Xi — X)2.
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Sannolikhetsfordelningarna for X och S? kallas samplingfordelningen for ur-
valsmedelvérdet respektive samplingfordelningen for urvalsvariansen.

Lat p~ och a% beteckna vintevirdet respektive variansen for X. Med hjilp
av raknereglerna for vantevéarden far vi

e = B (X) = B Y0 X0) = - X)

=1

1 — 1
:_ZE(Xz’) =N p=pH,
ni:l n

dvs om vi drar manga urval ur denna population, alla med storleken n,
kommer medelvardet z att i medeltal bli lika med populationens medelvarde

L.

Antag nu att de stokastiska variablerna X, X5, ..., X,, &r oberoende. Enligt
riaknereglerna for varianser far vi



Om individerna dras slumpméssigt fran en oandlig population kommer ob-
servationerna att vara oberoende. Om daremot populationen ar éndlig kan
observationerna bli beroende. Detta avgors om urvalet sker med eller utan
aterldggning. Vid dragning med aterlaggning véljs forst en individ ur popula-
tionen, métningen utfors, X; noteras och individen “laggs tillbaka” i (aterfors
till) populationen, varefter en ny dragning genomfors och virdet Xs noteras
osv tills vi har gjort n stycken observationer. Att “lagga tillbaka” en indi-
vid innebér att en individ kan bli dragen flera ganger. For att oberoende
skall rada far ju inte utfallet fran ett slumpmaéssigt forsok (héndelsen att en
viss individ har blivit dragen) paverka sannolikheterna vid en upprepning av
forsoket (sannolikheten att en viss individ skall bli dragen). Vid dragning
utan aterlaggning déremot, kan en individ som tidigare har blivit dragen
inte bli dragen en gang till. Darfér kommer observationerna att bli beroende
vid dragning utan aterlaggning. Speciellt innebéar detta att variansformeln
for urvalsmedelvardet ovan inte galler. Man kan visa att for dragning utan

aterlaggning galler det att
0'7 = — y
n \N—-1

dar N ar antal individer i hela populationen. Vi ser att det som skiljer
de bada variansformlerna &ar en korrektionsfaktor (N — n)/(N — 1) i fallet
utan aterldggning. For stora populationer da N ar stort i férhallande till
urvalsstorleken n, blir korrektionsfaktorn nara 1, varfér den enklare formeln
for fallet med aterlaggning kan anvindas som en god approximation.

Fran variansformlerna framgar att a% beror av urvalsstorleken n pa sadant
satt att ju storre urval vi tar, desto mindre blir a%. Detta kan tolkas som
att ju fler observationer vi gor, desto battre information far vi om populatio-
nens medelvarde, vilket ar ett hogst rimligt resultat! I figur 15.1 visas hur
samplingfordelningen for X fordndras da urvalsstorleken okar, i det fall da
fordelningen ar kontinuerlig och symmetrisk kring populationsmedelvérdet

L.
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Figur 15.1 Ett exempel pa hur samplingfordelninen for X kan se ut da
urvalet ar litet respektive stort.

Exempel 15.3.

Vi illustrerar samplingfordelningen med utgangspunkt fran en mycket liten
population. Antag att var population bestar av tre personer (N = 3) med
kroppsvikterna 62, 65 respektive 68 kg. Tydligen ar populationsmedelvardet

1
= 5(62+ 65+ 68) = 65

och populationsvariansen

o? =

((62 — 65)* + (65 — 65)* + (68 — 65)) = 6

Wl

Vi bildar nu alla tédnkbara urval om tva individer (n = 2) som kan dras
med aterldggning ur populationen. For varje sadant urval berdknar vi ur-
vasmedelvardet X.



Tabell 15.1 De olika téinkbara urvalen (9 stycken) och hur
samplingfordelningen for X genereras.

1:a dragningen 2:a dragningen sannolikhet medelvarde

62 62 1/9 62,0
62 65 1/9 63,5
62 68 1/9 65,0
65 62 1/9 63,5
65 65 1/9 65,0
65 68 1/9 66,5
68 62 1/9 65,0
68 65 1/9 66,5
68 68 1/9 68,0

Den hogra kolumnen i tabell 15.1 visar de olika urvalsmedelvérden vi kan fa.
Tydligen varierar urvalsmedelvirdet X fran 62,0 kg till 68,0 kg. Vissa virden
pa X forekommer i tva eller flera urval. Exempelvis forekommer X = 63,5
kg tva ganger. Detta innebér att sannolikheten att fa urvalsmedelvardet
63,5 vid slumpmaéssig dragning med aterlaggning av tva element ur popula-
tionen ar 2/9, eftersom varje urval har sannolikheten 1/9. Samtliga vérden
pa X med tillhérande sannolikheter utgér samplingfordelningen for X da
urvalsstorleken ar 2. Denna fordelning visas i tabell 15.2 och i figur 15.2.

Tabell 15.2 Samplingfordelningen for X.
z  f(x) zf(@ = (@)
62,0 1/9  62/9  3844,0/9
63,5 2/9 127/9 8064,5/5
65,0 3/9 195/9 12675,0/9
66,5 2/9 133/9 8844,5/9
68,0 1/9  68/9  4624,0/9
Summa 1,0 585/9 38052,0/9
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Figur 15.2 Samplingfordelingen for X da urvalsstorleken n &r 2

For samplingfordelningen for X giller tydligen att

585 _

E(X) =px = 65 = 1

dvs vantevardet i samplingférdelningen ar lika med populationsmedelvardet.

Variansen i samplingfordelningen skiljer sig dédremot fran populationsvari-
ansen. Detta inser man ocksa genom att studera figuren 6ver samplingférdelningen.
En berdkning av variansen for X ger

— 38052 27 o?
V(X)=02=" 652 =" =3="—
( ) UX 9 9 n )
dvs variansen i samplingfordelningen &r lika med populationsvariansen di-

viderat med 2, urvalsstorleken. |



Exempel 15.4.

Antag att vi gor 60 kast med ett mynt dar

P(klave) = 0,41
P(krona) =1—0,41 =0, 59

Om klave kommer upp later vi en stokastisk variabel X fa vardet ett. Kom-
mer krona upp far X véardet noll. Den stokastiska variabeln X har alltsa
vantevardet E(X) = 0,41 och variansen V(X) = 0,41 - 0,59 = 0,2419.
Medelvirdet X definieras nu som

< - > X; antal klave
om0

och samplingfordelningen fér X har karakteristikorna

Ux = 0, 41
0,2419
2 ) ~
X= "6 0,004032

Om vi later T vara den stokastiska variabeln “antalet klave bland de 60
kasten” far vi

60
T:ZXZ-:607

=1

och T ar binomialfordelad med parametrarna n = 60 och p = 0,41. |



15.2 Samplingfordelningen for urvalsmedelvardet vid
observationer fran en normalfordelad population da
variansen ar kand

Antag att vi har n stycken oberoende stokastiska variabler, Xi, X, ..., X,,
och att alla ar normalférdelade med vantevirdet p och variansen 2. Man kan
visa att da &r fordelningen for urvalsmedelvirdet, X, ocksa normalférdelad
med vintevirdet p, men med variansen o?/n. Foljaktligen blir standard-
avvikelsen for X lika med o/+/n. Detta innebir att i normalfrdelningsfallet
sa har urvalsmedelviardet en mindre varians &n de enskilda observationerna
(precis som vi véntar oss), dvs samplingférdelningen f6r urvalsmedelvardet
blir med koncentrerad an populationens fordelning. Déremot forandras inte
samplingfordelningens 6vriga egenskaper. Om variansen o2 ér kind innebér
detta att en rad sannolikhetsteoretiska och inferensteoretiska problem kan
l6sas pa ett enkelt sétt.

Exempel 10.5.

Antag att populationen utgors av svenska mén 6ver 18 ar, vilka observerats
med avseende pa kroppslangden. Beteckna variabeln kroppslangd med X
och antag att den ar normalfordelad med p = 180 cm och ¢ = 8. Vi soker
sannolikheten att langden av en slumpmaéssigt vald person i populationen
har en kroppslangd mellan 172 cm och 182 cm.

Den sokta sannolikheten representeras av den andel av férdelningsytan som
ligger mellan de vertikala linjerna vid z = 172 och x = 182 i figur 15.3.
For att kunna avldasa denna ytandel i tabellen 6ver den standardiserade nor-
malfordelningen transformerar vi X till Z och finner att det z-varde som
motsvarar x = 172 ar

r—p 172180

o 8 N
och det som motsvarar x = 182 ar pa motsvarande satt z = 0,25. Eftersom
transformationen endast innebar att man “byter skala” under fordelningen,
sa ar andelen mellan x = 172 och z = 182 i férdelningen for X densamma
som andelen mellan z = —1 och z = 0, 25 i fordelningen for Z.

Z =
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Figur 15.3 Fordelningen av kroppslangd hos svenska méan Gver 18 ar.

Fran tabellen 6ver den standardiserade normalférdelningen far vi att andelen
fordelningsyta till vinster om z = 0,25 ar 59,9% och den till vanster om
z = —1 ar 15,9%. Kort uttryckt ar alltsa sannolikheten att 172 < X < 182
lika med sannolikheten att —1 < Z < 0,25, dvs

172—180§X—u<182—180

P(172 < X < 182) = P(—— <—
g

)

= P(—1< Z<0,25) = ®(0,25) — & (—1) ~ 0,599 — 0, 159 = 0, 440.

Vi soker nu sannolikheten att medelvirdet X for ett slumpmissigt urval
om n = 16 individer ligger mellan 172 c¢m och 182 cm. Variabeln X ar
normalfordelad med vantevardet pw = 180 och standardavvikelsen o =

o/\/n =8/y16 = 2. Se figur 15.4.

10
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Figur 15.4 Samplingfordelningen for X da n = 16.

Transformationen till den standardiserade normalfordelningen ger nu

— 172—180<X—py<182—180

P172< X <182)=P
(172 <X <182) = Py < S HE < 20

=P(-4<7Z<1)=9(1) — P (—4) ~ 0.841 — 0.000 = 0.841
Ytan mellan z = 172 och z = 182 &r alltsa densamma som ytan mellan
z = —4 och z =11 figur 15.4. Observera att sannolikheten att medelvardet
ar mellan 172 cm och 182 cm ar storre an sannolikheten att en enskild ob-
servation ligger i samma intervall. Detta beror pa att samplingfordelningen
for X #r mer koncentrerad kring sitt medelvirde &n fordelningen for X.
En jamforelse av figurerna 15.3 och 15.4 ger en grafisk illustration av detta
fenomen. |

Notera att for att kunna utfora z-transformationen maste urvalsmedelvardets

varians, a%, vara kidnd. I manga tillampningar ar sa inte fallet. For att klara

11



av aven situationer da O'% ar okdnd maste vi inféra tva nya fordelningar,
de sa kallade y%- och t-fordelningarna. Dessa tva fordelningar behandlas i
foljande tva avsnitt.

15.3 y>-férdelningen

Lat X1, Xs,...X,, vara n stycken oberoende normalférdelade stokastiska vari-
abler, alla med vintevirdet 4 och variansen o2. Vi vet da att variablerna

Xi — .
Zi = M, fori=1,2,...,n
o

ar oberoende och normalfordelade med véntevardet noll och variansen ett,
dvs 7y, Zs,..., Z, ar oberoende standardiserade normalférdelade variabler.
Bilda nu en ny stokastisk variabel y? genom att kvadrera de stokastiska
variablerna Z;, dvs berdkna Z2 for i = 1,2, ...,n, och summera kvadraterna

e e (X =)
XQ_;ZZ?_ZT

=1

x? sdges da vara en y>-fordelad stokastisk variabel med n frihetsgrader. Vi
betecknar denna fordelning med symbolen x?(n). Antalet termer i summan,
n, kallas fordelningens frihetsgradtal.

x2-fordelningen forekommer i flera tillimpningar vi kommer att studera och
den spelar en viktig roll i inferensteorin. I figur 15.5 visas y2-fordelningen
for nagra olika frihetsgradtal. Observera att den stokastiska variabeln y?
inte kan anta negativa virden. Om frihetsgradtalet &r storre an tva, sa har
tathetsfunktionen ett maximum for vardet n — 2. Man kan visa att

E(x*) =mn,
V(x?) = 2n.

D& frihetsgradtalet okar, blir y?-fordelningen mer symmetrisk. For stora
varden pa frihetsgradtalet liknar y2-fordelningen en normalférdelning. Vi

12



kan da approximera y2-fordelningen med normalférdelningen. Approxima-
tionen blir bittre da frihetsgradtalet okar. Percentiler i y?-fordelningen
kan fas fran tabeller 6ver y2-fordelningen eller genom datorprogram som
beraknar motsvarande varden. I bilagan till detta kapitel finns en tabell 6ver
2 —fordelningen.

Exempel 15.6.

Lat x? vara en y>-fordelad stokastisk variabel med 10 frihetsgrader. Vi vill
bestimma den 95-te percentilen, dvs det tal K som ir sadant att P(x? <
K) = 0,95. Fran tabellen 6ver y2-fordelningen ser vi att P(x? < 18,3) ~
0,95, dvs det sokta talet ar K ~ 18, 3. |

fx) 08T
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Figur 15.5 y2-fordelningens tathetsfunktion for frihetsgradtalen n=1, n=2,
n=4 och n=6.

Vi visar nu tva viktiga tillampningar av E—férdelningen. Om vi forst byter
ut vintevirdet g mot urvalsmedelvirdet X i definitionen av y2-fordelningen
far vi

13



n n

Xi—X 1 -
2 2 : i X, — X)2
i1 g

dar C? ar en stokastisk variabel. Det verkar rimligt att anta att C? ar y*-
fordelad med nagra frihetsgrader. Sa ar ocksa fallet. Man kan namligen visa
att C? ar y2-férdelad med n — 1 frihetsgrader.

Betrakta nu formeln for urvalsvariansen

n

1 _
52 — — d (X -X)
=1

Vi vet att S? 4r en stokastisk variabel, men vilken férdelning har S?? Lat
oss gora ett trick! Multiplicera S? med n — 1, dividera med o2 och se vad vi
far:

n—18%* n-1 1 —
o2 T2 n—1 Z(XZ -X)
=1

1 < —
=1

Till var stora 6verraskning och gléddje finner vi att den stokastiska variabeln
(n — 1)S?/0? ar x2-fordelad med n — 1 frihetsgrader. Dérur kan vi ocksa
hérleda samplingfordelningen for urvalsvariansen da vi har oberoende nor-
malfordelade observationer.

Den andra tillimpningen av y2-fordelningen har vi redan stott pa i avsnitt
14.3 i samband med analys av modeller for multinomialfordelade stokastiska
variabler. Genom mgjligheten att approximera binomialfordelningen med
normalférdelningen far vi, med samma beteckningar som i avsnitt 14.3, att
den stokastiska variabeln

14



Y —
nm (1 —m)

ar approximativt N(0,1)-fordelad, da n ar stort. Ur definitionen pa x?*-
fordelningen foljer det darfor att

0, = 72 _ (1 — ?//\1)2 (1 — ?//\1)2

(y2 - §2)2
+ —
nmy (1 —m) U1 Y2

ar approximativt y2-fordelad med en frihetsgrad. Det ér ingen svarighet att
generalisera detta till fallet med v grupper. Vi far da att

v

Z (yi — @)2
Ql/fl = T
i=1 Yi

ar approximativt y2?-fordelad med v — 1 frihetsgrader, da n ar stort. Som
tumregel pa hur stort n behéver vara for att approximationen skall vara god
brukar man kréva att ¢; = nm; > 5ochn—y; =n(l—m) > 5, for i = 1,
2,.., V.

Exempel 15.7.

Lat X vara en stokastisk variabel med en godtycklig, men kénd fordelning.
Antag att vi gor n stycken oberoende observationer pa X och klassindelar
observationerna i v stycken klasser. Bilda v stycken stokastiska variabler Y7,
Y, ..., Y,, dar Y; anger antalet observationer som hamnar i den i-te klassen.
Eftersom fordelningen for X &ar kand kan vi berdakna hur manga av de n
observationerna vi forvintar oss hamna i varje klass, dvs vi kan berékna
EY1), E(Ys),..., E(Y,). Vi kan da bilda

v

& (Y- E(%))?
Qufl - ; E (Y;)

och om n ar stort, ar tydligen Q,_; en approximativt y2-fordelad stokastisk
variabel med v — 1 frihetsgrader. |
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15.4 t-fordelningen

Lat Z vara en standardiserad normalfordelad stokastisk variabel (sa att den
har véntevirde noll och varians ett) och 1at x? vara en x2-fordelad stokastisk
variabel med v frihetsgrader. Antag nu att Z och x? ér stokastiskt oberoende
av varandra och bilda en ny stokastisk variabel T" genom

Da séages T vara en t-fordelad stokastisk variabel med v frihetsgrader. Vi
betecknar denna fordelning med ¢(v). I figur 15.6 visas tathetsfunktionen for
t-fordelningen med v = 5 frihetsgrader. I figuren visas aven tathetsfunktionen
for den standardiserade normalférdelningen. De tva fordelningarna ser tamligen
lika ut. t-fordelningen har dock “tjockare svansar” &n normalfordelningen.
Man kan visa att da antalet frihetsgrader ckar blir ¢-férdelningen mer och
mer lik den standardiserade normalférdelningen. t-fordelningen kan da ap-
proximeras med normalfordelningen. Normalt brukar man krava att frihets-
gradtalet skall overstiga 30 for att en sadan approximation skall vara god.
Percentiler for ¢-fordelningen kan fas fran tabeller eller fran datorprogram
som berdknar motsvarande varden. I bilagan till detta kapitel finns en tabell
over t-fordelningen.

Exempel 15.8.

Lat T vara en t-fordelad stokastisk variabel med 10 frihetsgrader. Vi vill
bestdmma den 95-te percentilen, dvs det tal K som &r sadant att P(T <
K)=0,95.

Ur tabellen 6ver t-fordelningen far vi att P(T° < 1,812) ~ 0,95, dvs vart
sOkta tal ar K ~ 1,812.

Om vi i stallet studerar en standardiserad normalfordelad stokastisk variabel
Z,sager P(Z < K)=®(K) = 0,95 ett annat virde pa K, ndmligen K ~
1,65. Det storre vardet for ¢-fordelningen beror tydligen pa t-fordelningens
“tjockare svansar”. |
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Figur 15.6 Tathetsfunktionerna for t-fordelningen med v = 5 frihetsgrader
och for den standardiserade normalférdelningen
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Figur 15.7 t-fordelningen med 10 frihetsgrader. K ar den 95-te percentilen,
dvs det tal som &r sadant att P(T < K) = 0,95.
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15.5 Samplingfordelningen for urvalsmedelvardet i en
normalfordelad population da variansen ar okand

Enligt diskussionen i avsnitt 15.2 ar Z—transformationen mycket anvandbar
da vi skall gora inferens om populationsmedelvardet och populationsvari-
ansen ar kand. Om speciellt X, Xs,..., X, ar n stycken oberoende nor-
malférdelade stokastiska variabler alla med vintevirdet u och variansen o2
definieras Z—transformationen av
zo2H

o/
dar X ar, som tidigare, urvalsmedelvéirdet. Denna transformation &r majlig
att anvianda endast om populationsvariansen o2 ar kind. Om den inte ar
kand kan Z—transformationen inte anvandas. Ett tankbart alternativ ar
da att ersitta det okinda o? med uppskattningen S2. Vi far da en s k
t—transformation, definierad enligt

X
~S/Vn

t

Att t—transformationen har en teoretisk motivering, och inte bara heuris-
tisk, har vi redan sett i avsnitt 14.4. Dar visas hur en tillimpning av bl a
likelihoodkriterier for test av hypotesen Hy : = pp mot Hy : pu # po leder
till ett studium av den stokastiska variabeln

"= @/_ﬁ)

eller, med andra ord, studium av t-transformationen i kvadrat,

F =1t

Inferens om p da o2 ar okand kraver salunda att vi kdnner sannolikhetsfordelningen
for ¢ eller, alternativt, for F. Lat oss utveckla uttrycket for ¢ nagot,

18



ATp

o/v/n . Z

(n—1)52 - 2 _
NN I

dar Z = % ar en normalfordelad stokastisk variabel med vantevardet 0

och variansen 1 och C? = (”;—12)32 ar, som diskuterades i avsnitt 15.3, en

y2-fordelad stokastisk variabel med n — 1 frihetsgrader. Uttryckt pa detta
sitt ser vi att t—transformationen inte dr nagonting annat &n en standard-
iserad normalfordelad stokastisk variabel dividerad med kvadratroten ur en
y2-fordelad stokastisk variabel som i sin tur ar dividerad med sitt frihets-
gradtal. Vidare dr det mojligt att visa att Z och C? ar stokastiskt oberoende
av varandra. Darmed foljer det att ¢ ar t—fordelad med n — 1 frihetsgrader.

Det ar har inressant att jamfora uttrycket for ¢ med uttrycket for Z-transformationen
vi utfor i det fall da o2 ér kiind. De bada uttrycken ar identiska sa nir som
pa att det okdnda o2 har ersatts med dess uppskattning s?. t-fordelningens
tjockare svansar ir det pris vi far betala for att inte kiénna o2, dvs vi far
en samplingfordelning som &ar nagot mer utbredd (har stérre varians). Vi
vet ocksa att t-fordelningen blir mer och mer lik normalférdelningen da
frihetsgradtalet Okar. Detta innebar att da antalet observationer okar blir
fordelningen for ¢ mer och mer lik den standardiserade normalfoérdelningen
och skillnaden mot det fall d o2 &r kéind blir mindre och mindre. Heuristiskt
kan vi tolka detta som att ju fler observationer vi gor, ju béttre kan S? upp-
skatta o2 och t-transformationen blir mer och mer lik en Z-transformation.

Exempel 15.9.

Antag att vi har en modell som sager att langden av varnpliktiga &r nor-
malfordelad med det okinda vintevirdet p och den okinda variansen o2.

Antag vidare att vi gor n = 4 oberoende observationer. Om vi far ett urval
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med s? = 11,56, vad #r da sannolikheten att X < pu + 4 cm? Eftersom
px = p galler det att

_ _ X
PX<pu+4)=PX —pu<4) =pPLX

4
B SV = \/11,56/4)

~ P(t <2,35) ~0,95.
dar t ar t—fordelad med n — 1 = 3 frihetsgrader. ]

15.6 Centrala gransvardessatsen

I de foregaende avsnitten redogor vi for samplingfordelningen for urvalsmedelvérdet
da observationerna dras ur en normalférdelad population. I detta avsnitt re-
dogor vi for samplingfordelningen for urvalsmedelvardet da observationerna

inte nodvandigtvis ar normalférdelade. Vi stoder oss da pa ett resultat som
brukar kallas Centrala gransvardessatsen. Den séger oss att

Formen pa samplingfordelningen for en Z-transformation av urvalsmedelvdrdet
narmar sig formen for en standardiserad normalférdelning da urvalsstorleken
okar.

Centrala gransvardessatsen galler allméant oberoende av formen pa den fordelning
urvalet hdmtas ur. Ett viktigt krav ar dock att variansen maste vara andligt
stor (dvs 0% < 00).

Exempel 15.10.

Antag att vi har en mycket stor population bestaende av familjer dar den
intressanta egenskapen ar antalet barn per familj. Vi definierar en variabel
X som antal barn per familj. Fordelningen fér X framgar av figur 15.8
respektive tabell 15.2.

For denna population géller tydligen att populationsmedelvardet ar

M:Z z f(x) =2,1275
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och populationsvariansen ar

0? =6,0775 — 2,1275% ~ 1,5512

med populationsstandardavvikelsen

o~ \/1,5512 ~ 1, 2455.

0,40
0,30
—_—
X
S
=
0,20
0,10
I
0,00 1 I 1 I
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
X

Figur 15.8 Fordelningen for antal barn per familj.

21



Tabell 15.2 Fordelningen for antal barn per familj.

x fx) af(x) 22f(x)
0 0,10 0,0 0,00
1 0,15 015 0,15
2 045 090 1,80
3 020 060 1,80
4 0,06 024 0,96
5 002 010 0,50
6 00l 006 0,36
7 0005 0035 0245
8 00025 0,020 0,160
9 00025 0,0225 0,2025

Summa 1,0000 2,1275 6,0775

Lat oss nu ténka oss att vi drar alla tankbara urval med aterldggning av stor-
lek n = 50 ur populationen och for varje urval beraknar urvalsmedelvardet.
De viirden pa urvalsmedelvirdet X vi da far utgoér samplingfordelningen for
urvalsmedelvirdet. Vi vet att vintevirdet for X #r lika med populationens
vantevarde

pHx = p=2,1275

och dess standardavvikelse ar lika med populationsstandardavvikelsen di-
viderat med kvadratroten ur urvalsstorleken

ox = 0/vn~1,2455v/50 ~ 0,1761. &

Enligt Centrala gransvardessatsen ar samplingférdelningen for 7 = (Y — uy) Jox
approximativt normalférdelad med vantevardet 0 och variansen 1. Detta in-
nebar att vi kan anvanda den standardiserade normalférdelningen for att
approximativt berikna sannolikheter om urvalsmedelvirdet X.

Centrala gransvardessatsen forutsétter eller kraver inte nagonting om pop-
ulationens form. I exemplet ovan ar ju fordelningen vad man kallar sned.
Allmént galler att:
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- Om den population man drar urvalet ur &r normalférdelad, kommer sam-
plingfordelningen for urvalsmedelvardet X att vara en normalférdelning,
oberoende av urvalsstorleken.

- Ju storre skillnader populationens fordelning foreter gentemot en normalfordelning,
desto storre urval krédvs for att transformationen Z = (X — pix) /ox skall
kunna betraktas som en approximativt normalfordelad stokastisk variabel.

- I regel kravs att urvalsstorleken &r storre an 30 for att Centrala gransvardessatsen
skall kunna tillampas.

Exempel 15.10 (fortsittning).

Vi soker nu sannolikheten att X < 2,25. Antag forst att populationsvari-
ansen o2 dr kind, dvs vi vet att o = 1,2455 sa att o = 0,1761. D& ar

X —pu < 2,25-2,1275

P(X <225 =P
(X = 2,25) (ay = 0,1761

)~ P(Z < 0,70)

Enligt centrala gransvérdessatsen kan vi approximera fordelningen for Z med
den standardiserade normalférdelningen. Vi far darfor

P(X <2,25) ~ ®(0,70) ~ 0, 7580

Om & andra sidan o2 vore okind, men uppskattades till s = 1,2455, skulle
detta inte paverka vara slutsatser. Vi skulle uppskatta standardavvikelsen
for X med s¢ = 0,1761 och kvantiteten Z = (X — us)/s% skulle, eftersom
urvalet ar sa pass stort (n = 50), enligt centrala grénsvirdessatsen vara ap-
proximativt normalfordelad. Den sokta sannolikheten approximeras saledes
aven i detta fall med ®(0,70) ~ 0, 7580. [

Som en foljd av centrala gransvardessatsen kan man approximera sampling-
fordelningen fér X med en normalfrdelning med viintevirdet ps och vari-
ansen 027 da urvalsstorleken ar stor. Pa motsvarande sétt ar det mojligt att
approximera samplingfordelningen for summan av observationerna med en
normalférdelning. Detta foljer av att medelvardet ar lika med summan av
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observationerna, dividerat med antalet observationer, sa att summan T fas
som antalet observationer multiplicerat med medelvardet

T:nY:zn:Xi
=1

Samplingfordelningen for 1" har darfor karakteristikorna

pr = BE(T) = E(nX) =nE(X) = npu

0% =V(T) =V (nX)=n*V(X) = n*0?/n = no®

I vissa fall kan Centrala gransvéirdessatsen tillampas dven pa 7', sa att T kan
approximeras med en normalfordelad stokastisk variabel.

15.7 Samplingfordelningen for proportioner

I manga tillampningar &r man intresserad av proportioner, t ex proportionen
pojkar bland nyfédda barn och proportionen rostberattigade som sympatis-
erar med ett visst politiskt parti. I det har avsnittet diskuterar vi sam-
plingfordelningen fér observerade proportioner i urval.

Antag att vi soker proportionen av en egenskap A i en population. Utfor
det slumpmassiga forsoket “valj slumpmassigt ut en individ ur populationen
och notera om individen har egenskapen A eller ej”. Till varje upprepning
av detta forsok definierar vi en stokastisk variabel X; genom

Y, — 1 om individ ¢ har egenskap A
‘1 0om individ 7 inte har egenskap A

Om populationen ar oéandlig eller om den &r &ndlig och vi gor dragningarna
med aterldggning blir urvalet X, X5, ..., X, oberoende stokastiska variabler
med
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V(X;)=n(1l—-m)

déar 7 ar proportionen A i populationen.

Bilda nu urvalsproportionen P genom

Eftersom P ar ett urvalsmedelvirde foljer ur Centrala gransvardessatsen att
P ar approximativt normalfordelad da n ar stort. For att approximationen
skall vara god brukar man i allménhet krdva att nm > 5 och n(1 — ) > 5.
Slutligen foljer det att

Exempel 15.10 (fortsdittning).

Lat A vara egenskapen “barnfamilj” och lat P vara den stokastiska variabeln
“proportionen barnfamiljer i ett slumpmassigt urval om n = 50 familjer”. Vi
ser att proportionen barnfamiljer i den studerade populationen ar = = 0.90.
Med n = 50 far vi att nm = 45 och n(l —7) = 5, dvs enligt Centrala
gransvirdessatsen kan vi forvanta oss att normalfordelningen ar en god ap-
proximation av samplingfordelningen fér P. Véantevardet och variansen i
samplingfordelningen for P ar

E(P)=m=0,90

7(1—7) 0,90 (1~ 0,90)

ViP)=— 50

=0, 0018.
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Sannolikheten att P ligger i intervallet [0,85, 0,95] ar

P(0,85 < P < 0,95)

_p085 090 P—r < 0,95 0,90,
- J0,0008 © \/r(1—m)/n~ +/0,0018

~ P(—1,18 < Z < 1,18).

Enligt centrala gransvardessatsen dr Z approximativt normalférdelad med
vantevardet noll och variansen ett, sa att

P(0,85 < P < 0,95) ~ ®(1,18) — &(—1, 18)

~ 00,8810 — 0,1190 =~ 0, 7620.

Ovningar

15.1 Man gor en serie pa n stycken kast med en symmetrisk tdrning. Hur
stor ar sannolikheten att relativa frekvensen sexor skall ligga i intervallet
: + - (inklusive intervallgrénserna) ifall

a) n =20
b) n =40
c) n =280

15.2 Ett foretag tillverkar och séljer pappersark i balar om 5000 ark. Vikten
av ett 1 m? stort pappersark kan anses normalfordelad med vintevirdet 80
gram och standardavvikelsen 4 gram. Om balens vikt understiger 399,5 kg
kommer en kopare att reklamera balen.
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a) Vad &r sannolikheten att foretaget far en reklamation.

b) Foretaget har nyligen salt 1000 balar. Hur manga balar kan man forvénta
sig kommer att reklameras?

c) Ett ark kostar foretaget 30 ore att tillverka. Arket séljs for 40 ére. Om en
bal reklameras séljs den till det reducerade priset 1200 kr. Berdkna forvantad
vinst per bal for foretaget.

d) Lonar det sig for foretaget att sénka genomsnittsvikten pa ett pappersark
till 79,8 gram (standardavvikelsen oférédndrad)? Kostnaden for foretaget att
producera ett ark skulle da sjunka till 28 ore.

15.3 En skidlift ar dimensionerad for max 100 personer och klarar av en
totalvikt av 8200 kg (max vikt fér de 100 personerna). Om medelvikt och
standardavvikelse ar 79 resp 14 kg, vad ar sannolikheten att den maximalt
tillatna vikten 6verskrids da 100 personer aker samtidigt i liften?

15.4 En stokastisk variabel X har okint vintevirde, i, och variansen o2 = 4.
Hur stora stickprov skall tas for att sannolikheten atminstone skall vara 0,95
for héndelserna A: “Urvalsmedelvéardet avviker fran g med hogst 0,17 och

B : “Urvalsmedelvirdet avviker fran g med hogst 10% av standardavvikelsen
for X7 skall intraffa.

15.5 En metod att bedoma kvaliteten hos papper ar att faststilla en un-
dre grans for papperets dragstyrka. Om dragstyrkan understiger ett pa
forhand bestamt varde, C', maste papperet sédljas som “lagkvalitetspapper”
och darmed till ett lagre pris. Foljande beslutsregel galler: For en papper-
srulle tas 10 prover. Om minst tre av dessa har en dragstyrka understi-
gande C' enheter, klassificeras pappersrullen som “lagkvalitet”. Om produk-
tionen ar under kontroll kan dragstyrkan betraktas som en normalfordelad
stokastisk variabel med vantevarde 750 och varians 100. Den undre gréansen,
C, for dragstyrkan har faststallts till 737,2. Berdkna sannolikheten att en
slumpmassigt vald pappersrulle klassificeras som “lagkvalitet” &ven om pro-
duktionen ar under kontroll.

15.6 Ett mindre trafikflygplan kan ta fyra passagerare utom piloten. Saker-
hetstesten sager att flygplanet far starta om de fyra passagerarnas samman-
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lagda vikt ej overstiger 325 kg. Antag att passagerarna kan anses slumpmaéssigt
valda fran en normalférdelad population med vantevarde 75 kg och standar-
davvikelse 16 kg. Vad &r sannolikheten att planet far startforbud pa grund
av overvikt vid ett tillfalle da fyra passagerare medfoljer planet?

15.7 Ett ldkemedelsforetag har ett mycket stort parti tabletter. Vikten (i
gram) av en slumpmaéssigt vald tablett kan med god noggrannhet anses vara
en observation pa en normalfordelad stokastisk variabel med vantevéarde p
och standardavvikelse 0,02 g. For kontroll av vikten tar man ut ett antal
tabletter och viager dem. Antag att = 0,65 g.

a) Berdkna sannolikheten att vikten av en slumpméssigt vald tablett ligger i
intervallet (0,64, 0,66).

b) Berékna sannolikheten att medelvirdet av vikten av 30 slumpméssigt
valda tabletter ligger utanfor intervallet (0,64, 0,66).

¢) Hur manga tabletter bor man véga om man vill att sannolikheten skall

vara hogst 0,05 att medelvirdet kommer att ligga utanfor intervallet (0,64,
0,66).
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