14. JAMFORELSEMATT

14.1 Inledning

I manga sammanhang har man ett behov av att jamfora modeller med ett
datamaterial och att kunna kvantifiera skillnaden mellan en modell och ett
datamaterial. I provningsproblemet, t ex, maste vi forkasta en hypotes om
den modell som specificeras av hypotesen ger en dalig beskrivning av verk-
ligheten, dvs om skillnaden mellan modellen och datat ar stor. I uppskat-
tningsproblemet kan vi tdnka oss att varje varde pa modellens parametrar
fulstéandigt specificerar en modell och att det finns en viss skillnad mellan en
sadan fullstdndigt specificerad modell och ett datamaterial. Vi kan da for-
mulera uppskattningsproblemet som problemet att soka det varde pa para-
metrarna som ger den minsta skillnaden mellan modellen och datamaterialet.

I det har kapitlet introducerar vi tre olika sétt att kvantifiera en jamforelse
mellan modell och data, dvs vi definierar tre olika matt pa skillnaden mel-
lan modell och data. Det &r viktigt att papeka att det finns egentligen
hur manga séatt som helst att méata en sadan skillnad. De tre matt vi
diskuterar har tillhor de vanligaste maten, men det existerar andra matt
som ocksa forekommer i diverse tillimpningar. Det &ar ocksa viktigt att
papeka att valet av jamforelsematt maste ske med stor omsorg och eftertanke,
speciellt som valet kan paverka resultaten av bade uppskattningsproblem och
provningsproblem.

14.2 Kvadratisk avvikelse

Antag att vi har n stycken observationer i, vs,..., ¥y, och att vi har en
modell som predikterar observationerna med ¥y, %o, ..., ¥,. Dvs, for den i-
te observationen foreslar modellen att vi bor observera vardet g; medan vi
faktiskt observerar vardet y;. Ett sitt att jamfora modell och verklighet ar
da att bilda prediktionsfelet 1; — ¢); for varje observation och sedan summera
prediktionsfelen vi far for varje observation.



Ett problem med en sadan jamforelse ar att ett stort positivt prediktionsfel
da helt kompenseras av ett lika stort negativt prediktionsfel, dvs jamforelsen
kan indikera att modell och data ar ndra varandra medan modellen i sjdlva
verket inte lyckas prediktera nagon observation bra.

For att 16sa detta problem maste vi lata jamforelsemattet fa positiva bidrag
fran alla prediktionsfel, oavsett om felen &r positiva eller negativa. Ett satt
att astadkomma detta ér att bilda kvadratiska prediktionsfel (y; — ;)2 och
att summera alla sadana. Detta ger oss det kvadratiska avvikelsemattet

SS = (yi — 9:)*
i=1

Beteckningen SS star hér for forkortningen av det engelska uttrycket “sum
of squares”.

Antag nu speciellt att vi har en ldgesparametermodell, dvs vi énskar beskriva
vérdet pa alla observationer med en (lages-) parameter, p. Detta innebéar att
7 = Y2 = ... = U, = p och det kvadratiska avvikelsemattet blir

S8 = Z(yi - M)z-
i=1

Observera hér att observationerna v, vs, ..., ¥, ar kdnda tal och att vardet pa
SS varierar om vérdet pa p varieras. Om p inte dr kdnd men skall uppskattas,
soker vi salunda det virde pa p som minimerar skillnaden mellan modell
och data. Da vi anviander det kvadratiska avvikelsemattet skall vi alltsa
uppskatta lagesparametern p med det tal som minimerar SS. Det véirde pa
4 som minimerar SS kallas minstakvadratskattningen av p. Minimeringen av
SS gar matematiskt till sa att man deriverar uttrycket for S'S' med avseende
pa p och sdtter derivatan lika med noll. Detta ger ekvationen

n

—2- (yi— 1) =0,

=1

dar g ar det varde pa pu som minimerar S.S. Losningen till denna ekvation
visar sig nu vara



dvs, om vi anvinder det kvadratiska avvikelsemattet sa fas skattningen av
lagesparametern som medelvérdet av alla observationer. Vi ser ocksa att det
minsta virdet pa avvikelsemattet maste vara

SSu =3~ 7 = (n—1)- 5%

=1

dar s? ar variansen i observationsmaterialet

2= i@ - )
n—15" '
Om vi har hypotesen
Ho:p=po

for nagot givet véirde pa g, far vi en fullstdndigt specificerad modell vars
kvadratiska avvikelse till observationerna &r

n

SSo =Y (yi — )*.

=1

I analogi med tidigare beteckningar har vi har lagt till indexet 0 for att
beteckna att detta ar virdet pa S.S under forutsattning att hypotesen Hy ar
sann. Vi vet att 5SS, ar det minsta vardet pa S5, sa att S5y kan inte vara
mindre &n SS4. Om Hj ar en rimlig hypotes bor modellen som specificeras
av Hy bara vara marginellt samre dn en modell utan att restriktionen i H,
géller. Uttryckt i termer av avvikelsematt innebér detta att SSy — SSyu
bor vara litet om Hj &r en rimlig hypotes. Om daremot SSy; — 5S4 ar stort
antyder det att modellen som specificeras av Hy ar en dalig modell, vilket ger
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oss anledning att forkasta Hy. Vi kan alltsa anvanda skillnaden SS4 — S5
for att avgora om en hypotes ar rimlig eller ej. Av tekniska skél som beskrivs
i nasta kapitel, ar det inte alltid mojligt att arbeta med skillnaden SS4 — S5
utan vi maste arbeta med den relativa skillnaden

SS()—SSA SSO—SSA
F=——r——=n—-1)———.
SS A / (77, — 1) SS A

Storheten F' uttrycker alltsa nagot som kan tolkas som n — 1 ganger den rel-
ativa forsamring i anpassning till data vi upplever da vi infér den restriktion
av modellen som beskrivs av hypotesen Hy. Om vi satter in uttrycken for
5S4 och S5y 1 uttrycket for F' och rédknar en stund finner vi att F' ocksa kan
uttryckas som

_ 2
_ (Y~ o
he (s/ﬁ) '
14.3 y’-mattet

Det kvadratiska avvikelsemattet ar intuitivt rimligt da alla prediktioner g,
U2, s Un, har samma osdkerhet. I manga tillampningar har dock predik-
tioner olika stor osdkerhet. Det ar da rimligt att en kvadratisk avvikelse
(y; — 9:)? far betyda mer om osikerheten i prediktionen bedéms som liten
av modellen. Pa samma satt far den kvadratiska avvikelsen betyda mindre
om osékerheten i prediktionen ar stor. Ett satt att astadkomma detta ar att
vikta de kvadratiska avvikelserna (y; —9;)*> med variansen o? for prediktionen.
Detta motiverar det sa kallade y2-mattet

n 2

0- ; (ya;@f _ ; (v ;Zy» .

En av det viktigaste tillimpningarna av y?-mattet uppkommer i samband
med analys av multinomialt férdelade stokastiska variabler. Antag forst att
vi har en binomialfordelad stokastisk variabel, dvs de observerade individerna
tillhor en av tva mojliga grupper. Om den modellerade sannolikheten att



tillhora den ena gruppen &ar m; ar det predikterade antalet individer som
observeras i den gruppen lika med det forviantade antalet,

Y1 = nm
och antalet individer i gruppen har variansen
o} = nm (1 — ),
dir n dr totala antalet observerade individer. Detta ger oss y?-mattet

Q _ (yl _n/irl)2
e nimy (1 —7T1)7

med y; som antalet individer som faktiskt tillhor den ena gruppen. Antalet
som tillhér den andra gruppen ar uppenbarligen y» = n — y;. Sannolikheten
att observera en individ som tillhor den andra gruppen ar m, = 1 — m; och
det predikterade antalet individer ar 95 = nmy = n—nm; = n—1;. Det foljer
darfor att

2 2 2
0, = (yl mTl) _ (yl mTl) + (yl mﬁ)
Nnm1To nm niy
_ (yl - 77/7T1)2 + (y2 - n7f2)2
nim nio
_ (yl - 717T1)2 + (fyz - n7T2)2
U1 o

Detta resonemang kan nu generaliseras till fallet med v stycken mojliga utfall.
Lat y; vara antalet individer i den i-te gruppen och ¢; vara det predikterade
antalet individer i den i-te gruppen. Da blir, pa samma sitt som ovan,
Y2-mattet

v

Qu—l :ZM

i=1 Yi



Denna version av y2-maéattet anvinds mycket ofta i statistisk analys och
forekommer pa listor 6ver de tio viktigaste vetenskapliga framstegen under
1900-talet. Sma vérden pa @),_; svarar mot en god Overensstammelse mel-
lan modell och data medan stora varden antyder att modellen inte lyckas
beskriva observationsmaterialet pa ett bra satt. Kapitel 18 dgnas speciellt at
provningar av hypoteser med hjilp av y?-mattet.

14.4 Likelihood

De jamforelsematt som presenteras i de foregaende avsnitten bygger pa jamforelser
mellan observerade och predikterade varden. Likelihoodmattet for en mod-
ell, ddremot, bygger pa hur troligt det ar att ett givet datamaterial har blivit
genererat pa det siatt som beskrivs av modellen. For att avgora troligheten
anvander vi sannolikheter. Om vi t ex vet att Y ar en binomialférdelad
stokastisk variabel med parametrarna n = 10 och 7 = 0.8, Y ~ bin(n = 10,
m = 0.8), sa intraffar utfallet Y = 8 med sannolikheten 0.302. Om Y, &
andra sidan, dr binomialférdelad med n = 10 och # = 0.5, Y ~ bin(n = 10,
7w = 0.5), intraffar samma utfall, Y = 8, med sannolikheten 0.044. Om vi har
observerat utfallet y = 8 fran en binomialmodell med n = 10 men med okéant
m, sager vi darfor att det ar troligare att utfallet &r genererat av modellen
bin(n = 10, 7 = 0.8) &n av modellen bin(n = 10, 7 = 0.5). Vi séger att
modellernas likelihood &r L(m = 0.8) = 0.302 respektive L(m = 0.5) = 0.044
eller att den forra modellen har L(r = 0.8)/L(7m = 0.5) = 0.302/0.044 = 6.86
ganger sa stor likelihood som den senare modellen. Figur 14.1 ger en grafisk
illustration av likelihood for tva modeller av kontinuerliga stokastiska vari-
abler.

Det faktum att vi arbetar med observerade utfall medfor en komplikation
i tolkningen av likelihoodmattet. Det som har intriffat, det har intraffat
och det ar meningslost att prata om sannolikheter i det fallet. Likelihood
far darfor inte blandas ihop med sannolikhet, &ven om vi anvénder sanno-
likhetsmodeller for att bestamma likelihoodvérden.
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Figur 14.1 Tva modeller for kontinuerliga stokastiska variabler. ”x”

markerar observationer.

Likelihoodfunktionen definieras som frekvensfunktionen for ett utfall av diskreta
stokastiska variabler och som tathetsfunktionen for ett utfall av kontinuerliga
stokastiska variabler, men betraktad som en funktion av okdnda parame-
trar och med utfallen som fixa konstanter. Likelihoodfunktionen ar saledes
en funktion med méngden av alla tdnkbara parametervirden (&ven kallad
parameterrummet) som definitionsomrade och betraktar utfallen som fixa.
Frekvens- och tathetsfunktionerna, a andra sidan, ar funktioner med méngden
av alla utfall (utfallsrummet) som definitionsomrade och betraktar parame-
trarna som fixa. I exemplet ovan med binomialférdelningarna har vi alltsa
likelihoodfunktionen

L(m) = f(y = 87) = (180)7r8<1 -

Uppskattningsproblemet behandlas genom att det parametervarde som svarar
mot den modell med det storsta likelihoodvardet valjs som skattning. Den
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skattningen kallas darfor for maximum likelihoodskattningen. Om vi t ex
har n oberoende observationer, yi,¥s, . .., Yn, fran en N(u, o2) fordelning ar
likelihoodfunktionen lika med den simultana tathetsfunktionen

1

e Diea Wi—1)?/(20%)
(2mo2)"/

L(p, 0%) = £ (41,42, s yn) =

Om problemet ar att uppskatta p ser vi att L(p, 0?) maximeras da SS =

" (y; — p)? minimeras, dvs d& vi gor oberoende observationer pa en nor-
malfordelning sammanfaller maximum likelihood skattningen av p med min-
sta kvadrat skattningen av p. Dérav foljer ocksa att maximum likelihood
skattningen av p i denna modell ar i = ¥, dvs observationernas medelvérde.

Provningsproblemet behandlas genom att modellernas likelihoodvarden jamfors.
Om vi har n oberoende observationer fran en N(u, 0?) fordelning och vill
prova hypotesen

Ho: = po

for nagot specificerat virde pa po jamfor vi likelihoodvirdet L(ug, 0%) med
det storsta tdnkbara likelihoodvéarde vi kan fa for det givna materialet, dvs
L(j1, 0?), dir j & maximum likelihoodskattningen av u. Jamforelsen gors
med hjalp av kvoten

2
v o L0 0%) s - i)Y (20%)
L(z,0?)

Om L(f1, 0®) &r mycket storre an L(pg, 02) indikerar detta att Hy ger en dalig
beskrivning av datamaterialet. Dvs, om kvoten A ar liten maste hypotesen
H, forkastas. Om, & andra sidan, L(ug, 0?) och L(ji, 0?) ar ungefér lika stora
medfor inte hypotesen Hy nagon svarare begransning i modellens méjlighet
att beskriva datamaterialet. I detta fall ar kvoten A narmare ett, vilket skall
tolkas som att Hy inte kan forkastas.

I stéllet for att arbeta med kvoten A brukar man, av bland annat berdknings-
tekniska skal, arbeta med
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[ fallet med oberoende observationer fran en normalférdelning ar

1

D = {3 = St ) -
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Om populationsvariansen o ar okénd och ersatts med urvalsvariansen s, ar
vi tillbaka i samma problem som vi studerade i avsnitt 14.2 med, naturligtvis,
samma losning. Hypotesen H, forkastas alltsa for stora varden pa

r- ()




