11.

DESKRIPTION — EN VARIABEL

11.1 Inledning

I detta och nésta tva kapitel introduceras en enkel typ av dataanalys kallad
deskription. Deskription innebér att mer informellt presentera en observerad
empirisk fordelning eller att jamféra den med en teoretisk sannolikhetsfordel-
ning. Det finns en stor spannvidd mellan olika ansatser till deskriptioner av
datamaterial. Speciellt kan kopplingen till teorier om problemomradet vara
mer eller mindre uttalat i olika ansatser. Sjalvklart kan en deskription inte
vara helt "teorilos”. Redan valet av variabler, valet av jamforelser och valet
av presentationssatt innebar ett teoribasrat stallningstagande.

Vi har tidigare konstaterat att empiriska fordelningar bildlikt motsvarar mod-
ellvarldens sannolikhetsfordelningar. De tabelleringstekniker och grafiska
tekniker som kommer till anvindning vid deskription ar darfor néara slakt
med motsvarande tekniker som anvands for att presentera och jamfora san-
nolikhetsfordelningar.

For att begrédnsa diskussionen beror vi endast nagra av de enklaste fallen.
Detta kapitel behandlar det fall da vi gor oberoende observationer pa en
stokastisk variabel medan nésta kapitel behandlar det fall da vi gér oberoende
observationer pa flera stokastiska variabler. Antagandet om oberoende ob-
servationer ar sarskilt vanligt da materialet bestar av s k tvarsnittsdata, dvs
uppgifter som avser flera olika individer vid samma tidpunkt eller samma
tidsperiod. Déaremot kan antagandet om oberoende observationer ofta ifraga-
siattas om materialet bestar av s k tidsseriedata, d v s uppgifter som avser
en foljd av tidpunkter eller perioder. Kapitel 13 behandlar nagra metoder
for att analysera en tidsméssig utveckling av en variabel. Detta fall kan ofta
tolkas som observationer pa en foljd av beroende stokastiska variabler. Efter
de tre deskriptionskapitlen paborjas en diskussion om mer formell analys av
data.



11.2 Tabeller

Det forsta steget i en statistisk analys av data bestar ofta i att samman-
fatta datamaterialet i form av den empiriska fordelningsfunktionen eller i
en empirisk frekvensfunktion. Dessa funktioner kan i sin tur redovisas och
framstéllas pa manga olika sitt. Vanligen redovisas de empiriska funktion-
erna i form av tabeller och diagram. Det har avsnittet ar agnat at att redovisa
nagra enkla tabelleringsprinciper, medan avsnitt 11.3 dgnas at den grafiska
framstéallningen av empiriska fordelnings- och frekvensfunktioner.

Om variabeln ar kvalitativ ar det normalt inga problem att konstruera tabeller.
Man anger helt enkelt hur manga observationer som finns i varje klass (kate-
gori). Pa sa vis far vi en tabell som beskriver den empiriska frekvensfunktio-
nen. En sadan tabell kallas en (empirisk) frekvenstabell. Om det t ex finns
35 arbetare, 10 tjanstemén och 5 forséljare pa ett foretag med 50 anstéllda far
vi den empiriska frekvensfunktionen fér variabeln personalkategori redovisad
i den enviagsindelade frekvenstabellen 11.1.

Tabell 11.1 Anstallda vid X-foretaget den 1 jan 2008, fordelade pa
personalkategorier

Personalkategori Antal

Arbetare 35
Tjansteman 10
Forsaljare 5
Summa 50

Klla: X-foretagets personalforteckning

Tabell 11.1 innehaller absoluta frekvenser, dvs antal anstillda. Variabelns
fordelning kan ocksa beskrivas med hjalp av relativa frekvenser, dvs propor-
tioner anstallda. Relativa frekvenser berdknas genom att dividera frekvenserna
i respektive kategori med totala antalet observationer. Detta visas i tabell
11.2. Procenttal ar ofta lattare att tolka &n antal, t ex far vi en battre upp-
fattning av fordelningen av anstéallda pa personalkategorier om vi far veta
att det finns 70% arbetare i ett foretag, &n om vi far veta att det finns 35



arbetare i foretaget. Observera har hur de relativa frekvenserna har egen-
skapen att de summerar till ett (100%) liksom fallet &r for sannolikheter i
sannolikhetsférdelningar.

Tabell 11.2 Anstéallda vid X-foretaget den 1 jan 2008, fordelade pa
personalkategorier

Personalkategori Procent

Arbetare 70
Tjansteman 20
Forsaljare 10
Summa 100

Antal anstallda: 50

Killa: X-foretagets personalférteckning

Om antalet observationer som utgor basen for procentberikningarna ér litet,
kommer varje observation att representeras av manga procentenheter. En an-
talsméassigt liten skillnad mellan olika kategorier kan i sadana fall ge upphov
till stora procentuella skillnader. Nar man redovisar en tabell med relativa
frekvenser ar det darfor viktigt att aven ange det totala antalet observationer.

Det ar viktigt att en tabell tydligt anger vad den visar. Tabellens rubrik
skall ge en allmén beskrivning av vad den presenterar. Om den variabel som
presenteras kan ténkas forandras over tiden &ar det ocksa viktigt att ange
vilken tidpunkt observationerna avser. Tabellens kolumner skall identifiera
variablerna och tydligt ange i vilken métenhet de ar matta.

Kategorierna hos en kvalitativ variabel har ingen naturlig ordning. De kan
darfor i princip anges i vilken ordning som helst i en frekvenstabell. Det
ar dock ofta lampligt att ange kategorierna i fallande frekvensordning, dvs
kategorin med den hogsta frekvensen anges forst, darefter kategorin med den
nast hogsta frekvensen o s v.

Grundprincipen vid tabellering av kvantitativa variabler ar liksom for kvalita-
tiva variabler, att man redovisar den empiriska frekvensfunktionen i form av
en envagsindelad frekvenstabell. Kvantitativa variabler har dock en naturlig
ordning. Observationerna ordnas darfér lampligen i storleksordning sa att
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frekvensen for det minsta vardet anges forst, darefter frekvensen for det nast
minsta vardet, o s v.

Det enklaste fallet av frekvenstabell far vi da variabern &ar diskret och endast
antar ett fatal varden. Ett exempel pa detta ar observationer pa matematik-
betyget i ett urval om 40 studenter. De observerade vardena ar

4354124433233332423551335333422524353423

vars empiriska frekvensfunktion redovisas i tabell 11.3. I tabell 11.3 visas
bade de absoluta och de relativa frekvenserna, dvs tabellen &r sammansatt
av tva envagsindelade frekvenstabeller.

Tabell 11.3 Fordelning av matematikbetyg hos 40 slumpvis utvalda
studenter.

Betyg  Antal Procent

1 2 5
2 8 20
3 16 40
4 8 20
5 6 15
Summa 40 100

Om variabeln &r diskret och antar manga vérden eller om den ar kontinuerlig
delar man upp variationsomradet i ett lampligt antal intervall eller klasser.
Om t ex variabeln ar kroppsldngd och har métts upp i hela centimeter kan
variationsomradet delas in i klasserna ..., 155-159 cm, 160-164 cm, 165-169
cm,... I modellvérlden ar variabeln kroppslangd en kontinuerlig variabel sa
att vi kan tanka oss personer med en langd som faller mellan klasserna. T ex
kan det finnas personer med en langd mellan 159 cm och 160 cm eller mellan
164 cm och 165 cm osv. Om avrundningarna vid méatningarna ar gjorda sa att
varden mellan 159,5 cm och 160,0 cm hojs till 160 cm kommer klassen 160-164
cm att innehalla matvarden som Gverstiger 159,5 cm men inte att innehalla
nagra langder som understiger 159,5 cm. Man sidger da att klassens undre
klassgrans ar 159,5 cm. Om pa samma sétt varden mellan 164,0 cm och 164,5
cm sanks till 160 cm kommer klassen 160-164 cm att innehalla méatvérden
som understiger 164,5 cm men inte att innehalla langder som 6verstiger 164,5
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cm. Klassens ovre klassgrans ar da 164,5 cm. Klasser som har en fixerad
ovre och en undre klassgrans kallas slutna klasser. Skillnaden mellan den
ovre och den undre klassgransen kallas klassbredden. 1 vart exempel med
kroppslangder ar klassbredden 5 cm for de klasser vi har diskuterat hittills.
Nar man gor en klassindelning ar det viktigt att specificera klasserna sa
att varje matviarde hamnar i exakt en klass. Detta kan uttryckas sa att
klasserna skall vara 6msesidigt uteslutande, dvs ett matvarde kan inte tillhora
tva klasser, och klasserna skall vara uttommande, dvs varje méatvérde skall
hamna i nagon klass. Om den fortsatta bearbetningen skall basera sig pa
det klassindelade materialet brukar man specificera ett viarde for varje klass
som representant for klassen. Man valjer da ofta klassmitten i varje klass.
Att arbeta enbart med klassmitter i stéllet for de enskilda observationerna
innebédr givetvis en smarre approximation som far vigas mot den forenkling
man astadkommer. Om observationerna inom respektive klass ar nagorlunda
jamnt fordelade inom klassen ar approximationsfelet i de flesta tillampningar
forhallandevis litet. I vart exempel med kroppslingder ligger klassmitten
for klassen 160-164 salunda mitt emellan 159,5 cm och 164,5 cm, dvs 162
cm. Dessa begrepp illustreras i figur 11.1. En fullstandig envégsindelad
frekvenstabell 6ver kroppslangdsmaterialet sedan det klassindelats visas i
tabell 11.4.

Klass 160 - 164

KHaszbtedd =3

i
i | R
undre klass- ¥lassmitt dvre klass-
grins=139.3 =162 grins=164.3

Figur 11.1 Principskiss 6ver klassindelning.



Tabell 11.4 Kroppsldngd hos 1000 varnpliktiga

Kroppslangd Klassgréanser Klassmitt Antal

-154 -154.5 3
155 - 159 154.5-159.5 157 32
160 - 164 159.5-164.5 162 83
165 - 169 164.5-169.5 167 113
170 - 174 169.5-174.5 172 233
175 - 179 174.5-179.5 177 294
180 - 184 179.5-184.5 182 167
185 - 189 184.5-189.5 187 52
190 - 194 189.5-194.5 192 21
195 - 194.5- 2

Vi lagger har maérke till att tabellen innehaller tva oppna klasser, dvs endast
en klassgrians ar fixerad. Oppna klasser anvinds d& det inte finns nagon
naturlig 6vre eller undre klassgrans. Givetvis finns det ingen klassmitt i
Oppna klasser och det ar inte heller trivialt att hitta nagon annan representant
for en 6ppen klass. Bade avsaknaden av klassrepresentant och en klassgrans
i 6ppna klasser kan medfora tolkningsproblem.

Tabell 11.5 Kroppslangd hos 1000 varnpliktiga

Kroppslangd Klassgréanser Klassmitt Antal

- 159 -159.5 35
160-169 159.5-169.5 164,5 196
170-174 169.5-174.5 172 233
175-189 174.5-189.5 182 513
190 - 189.5- 23

I tabell 11.5 redovisas en frekvenstabell 6ver kroppslangdsmaterialet, men nu
basedad pa en annan klassindelning. Vi lagger har marke till att tabellerna
11.4 och 11.5 ger tva olika bilder av samma fordelning och att denna skillnad
beror pa att variabeln har klassindelats pa tva olika satt. Valet av antal
klasser och klassgrénser kréaver eftertanke och gott omdéme. Da man véljer
antal klasser maste man bland annat kompromissa mellan de motstridiga



kraven att mycket information kraver manga klasser vilket ger svarlist tabell
och en lattlast tabell vilket kraver fa klasser och ger lite information

I vissa situationer kan man vélja klassgranser sa att man far lika breda klasser
medan det i andra situationer ar lampligare med olika breda klasser. Da
man t ex studerar aldersfordelningar kan det ofta vara lampligt att anvanda
aldersklasserna 0-6 ar, 7-15 ar, 16-64 ar och 6ver 65 ar. Det viktigaste kravet,
som vi aldrig far rucka pa, ar att utforma tabellerna sa att de ger den infor-
mation som &r relevant for undersokningsproblemet.

Alla tabeller i detta avsnitt har varit frekvenstabeller. Gemensamt for sadana,
tabeller ar att de bestar av en summa (hér frekvenser eller relativa frekvenser)
som har delats upp i ett antal delposter.

Ovning 11.1

Vid antagning till en viss utbildning fick 32 sokande gora ett kunskapsprov.
Testdeltagarna fick féljande poéng pa provet: 34, 38, 21, 39, 32, 24, 52, 41,
31, 44, 46, 39, 29, 49, 40, 38, 29, 48, 42, 18, 41, 49, 31, 39, 41, 28, 51, 35, 45,
43, 42, 44.

a) Gor en klassindelning av materialet och redovisa provresultaten i en frekven-
stabell.

b) Flytta klassgranserna tre steg nerat, dvs minska klassgranserna med tre
enheter. Vad hander? Hur paverkas fordelningens form?

Ovning 11.2
Samla in uppgifter pa kon, langd och antal syskon hos dina kamrater i grup-
pen. Gor lampliga frekvenstabeller for de tre variablerna.

Ovning 11.3

For att testa ut prestanda for en ny bilmodell har ett urval om 49 bilar
provkéorts och bensinférbrukningen har uppmétts. Foljande métvarden (liter
per mil) erhélls:



0,76 0,74 0,78 0,74 0,73 0,71 0,75 0,76 0,74 0,73 0,76 0,77 0,72 0,78 0,75 0,73
0,72 0,74 0,77 0,77 0,74 0,75 0,76 0,72 0,74 0,75 0,73 0,76 0,79 0,76 0,73 0,72
0,75 0,77 0,74 0,75 0,73 0,75 0,74 0,77 0,72 0,75 0,74 0,74 0,72 0,75 0,74 0,73

Gor en lamplig tabell 6ver bilarnas bensinférbrukning.

évning 11.4

En tillverkare av sopséckar provar sidckarnas hallfasthet genom att lasta 40
slumpmassigt valda séckar tills hantagen gar sonder eller sdckarna spricker.
Vikten innan sécken gar sonder noteras varvid féljande observationer (kg)
erholls:

48,5 52,3 53,5 50,5 50,3 49,6 51,0 48,3 50,6 50,2 52,5 47,5 50,9 49,8 50,0 50,8
53,0 50,9 49,9 50,1 50,7 48,2 51,5 49,0 51,7 53,2 51,1 52,6 51,2 49,5 49,4 51,9
52,0 48,8 46,8 51,3 49,3 54,0 49,2 51,4

Gor en lamplig tabell 6ver sopsidckarnas hallfasthet.

11.3 Grafisk framstallning

I detta avsnitt presenterar vi nagra enkla principer for att grafiskt redovisa
empiriska frekvens- och fordelningsfunktioner. Den grafiska framstallningen
ar i form av diagram vars syfte i forsta hand ar att formedla ett helhetsin-
tryck av den empiriska fordelningen. Liksom vid tabellkonstruktionen ar det
viktigt att skilja mellan olika typer av variabler aven vid diagramkonstruk-
tion.

Kvalitativa variabler illustreras som regel med ytdiagram bestaende av geo-
metriska figurer sasom rektanglar, kvadrater eller cirklar. I ytdiagrammet
later man ytan av de geometriska figurerna svara mot frekvenserna. De tva
vanligaste typerna av ytdiagram ar stapeldiagram och cirkeldiagram.

Staplarna i ett stapeldiagram kan delas upp eller grupperas. Da man anvander
uppdelade staplar svarar stapelns hela area mot hela materialet. Stapeln de-
las sedan in sa att de olika delarnas areor svarar mot de olika kategoriernas
frekvenser. Da man anvéander grupperade staplar far varje kategori sin egen
stapel vars area svarar mot kategoriernas frekvens. Eftersom staplarna ar
lika breda blir arean proportionell mot staplarnas hojd, dvs stapelns hojd far



representera frekvensen. I figur 11.2 visas exempel pa en uppdelad stapel
och pa grupperade staplar for ett datamaterial i foregaende avsnitt.

Principen for cirkeldiagrammet ar att en cirkel delas upp i olika cirkelsek-
torer och arean av varje sektor svarar mot frekvensen for en kategori. Om
exempelvis en kategori omfattar 70% av materialet (som for kategorin “Ar-
betare” i exemplet ovan), blir medelpunktsvinkeln 0,70-360=252 grader for
motsvarande sektor. I figur 11.2 ¢ visas ett exempel pa ett cirkeldiagram.

De grundlaggande reglerna for diagramritning kan utvidgas och varieras pa
en méngd olika sitt. T ex kan diagrammen bli mer tilltalande och fa en 6kad
slagkraft om de ritas i tre dimensioner i stallet for tva. Om man anvénder en
tredje dimension maste man dock komma ihag att frekvenserna da svarar mot
volymer av olika geometriska figurer och att det kan vara svart att uppfatta
storleksforhallanden mellan olika figurer. Aven om denna diagramtyp kan
sdgas ha ett tilltalande utseende bor man alltsa gora klart for sig att lasaren
relativt sett har svarare for att gora direktavlasningar i ett sadant diagram.

For kvantitativa variabler ar det ofta lampligt att anvinda andra typer av
diagram. Om variabeln &r diskret och endast antar ett fatal variabelvarden,
anvander man ett stolpdiagram for att illustrera den empiriska frekvensfunk-
tionen. For varje variabelvarde finns en stolpe vars hoéjd ar proportionell mot
variabelvérdets frekvens. I figur 11.3 visas ett stolpdiagram over férdelningen
av matematikbetyg hos 40 slumpvist valda studenter i tabell 11.3.

Om undersokningsvariabeln ar klassindelad askadliggors den empiriska frekvens-
funktionen med ett histogram. 1 ett histogram representeras varje klass av
en stapel vars area ar proportionell mot frekvensen i klassen och vars bas
motsvaras av klassbredden. I figur 11.4 visas ett histogram for den empiriska
fordelningen for variabeln kroppsliangd enligt tabell 11.4. Forutom de tva
oppna klasserna har alla klasserna samma klassbredd. Det medfor att stol-
parna far lika bredd och darmed blir staplarnas héjder proportionella mot
klassfrekvenserna. De 6ppna klassernas frekvenser markeras med streckade
linjer. Léagg ocksa mérke till att variabelaxeln ar stympad. Stympningen
gors av utrymmesskél och vaglinjen markerar att skalan inte utgar fran noll.
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Figur 11.2 Anstallda férdelade pa personalkategorier enligt tabell 11.1
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Figur 11.3 Stolpdiagram over matematikbetyget hos 40 slumpvist valda
studenter enligt tabell 11.3.
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Figur 11.4 Histogram 6ver fordelningen av kroppslangd hos 1000
varnpliktiga enligt tabell 11.4.
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Nar materialet ar indelat i klasser med olika bredder, blir det mer komplicerat
att konstruera ett histogram. For att efterlikna sannolikhetsfordelningens
tathetsfunktion konstrueras histogrammets staplar sa att arean for en klass ar
proportionell mot frekvensen i klassen och stapelns bas ar proportionell mot
klassbredden. Om en klass ér bredare, maste stapelhéjden darfor minskas.
Oavsett vilken klass en observation hamnar i, skall den representeras av en
viss area i histogrammet. Den area som representerar en observation skall
dessutom vara lika stor for alla observationer.

15000 8100 7040 180,00 1000 200,00
Kroppsldngd, cm

Figur 11.5 Histogram 6ver fordelningen av kroppslangd hos 1000
varnpliktiga enligt tabell 11.5.

I figur 11.5 visas ett exempel pa ett histogram med olika klassbredder. His-
togrammet ar baserat pa kroppslangdsmaterialet med klassindelningen i tabell
11.5. Eftersom arean av en stapel skall vara proportionell mot frekvensen
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och arean ar lika med stapelns hojd multiplicerad med stapelns bredd, foljer
det att stapelns hojd skall vara proportionell mot frekvensen dividerad med
stapelns bredd. Vidare vet vi att stapelns bredd skall vara proportionell mot
klassbredden. For t ex klassen 160-169 c¢m ar frekvensen 196 och klassbred-
den ar 10. Hojden pa motsvarande stapel skall saledes vara proportionell
mot 196/10=19,6.

I ett histogram med olika klassbredder kan frekvenserna inte avlasas pa den
lodrata axeln. I stallet kan man ange klassfrekvenserna inom eller over re-
spektive stapel. Aven om klassfrekvenserna skrivs ut i diagrammet skall man
halla i minnet att ett histogram med olika klassbredder ar svartolkat och bor
darfor anvdndas mycket sparsamt.

Stam och lovdiagram &r ett alternativ till histogram. Ett stam och 16v di-
agram kan liknas med ett histogram dér &dven observationernas vérden re-
dovisas. Pa sa vis innehaller ett stam och 16vdiagram mer information om
materialet an ett histogram. Nar ett stam och 10v diagram konstrueras delas
forst varje observation i tva delar, stammen och l6vet. T ex kan man dela
varje observation vid decimalkommat, vid tiotalen etc. Stammen ar den del
som finns till vanster om delningspunkten och 16vet ar den del som finns till
héger om delningspunkten. Observationer pa kroppslangd kan vara lampliga
att dela vid tiotalen. Observationen 168 cm delas da sa att 16 ar stammen
och 8 ar lovet.

I stam och 16v diagrammet representeras varje forekommande vérde pa stam-
men av en rad. Pa respektive rad skrivs sedan vardena pa motsvarande
16v. Pa sa vis bildar stammarna en klassindelning och antalet 16v bildar
frekvenser. Genom att 16vens varde skrivs ut ser man dessutom de olika
observationernas varden. Ett stam och 16v diagram presenterar déarfor ma-
terialet delvis i tabellform och delvis i diagramform.

I figur 11.6 redivisas ett stam ovh l6v diagram for foljande delmangd av
kroppslangdsmaterialet:

172 178 168 185 178 192 176 178 190 171 182 188

For att underlatta avlasningen av storleken pa observationerna bor man till
diagrammet lagga till en uppgift om l6vstorleken och hur stam och 16v skall
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kombineras for att aterfa observationsviardena.

Frekvens Stam Lov

1 16 8

6 17 126888
3 18 258

2 19 02

Figur 11.6 Stam och lovdiagram 6ver kroppslangd hos 12 varnpliktiga.

Syftet med att grafiskt presentera ett datamaterial ar att forsoka bidra till
forstaelsen och tolkningen av vad som har observerats. Det ar darfor viktigt
att alltid fraga sig vad man ser i en figur, vare sig man har gjort den sjalv eller
om nagon annan har gjort den. Forst bor man se om det finns nagot generellt
monster i figuren, att forsoka beskriva med ord figurens centrum, utbredning
och form. Man bor dven se efter om det finns nagra avvikelser fran det
generella monstret. Man forsoker da att ta reda pa om det finns observationer
som beter sig annorlunda &n huvuddelen av materialet. Finns det sadana
observationer ar det viktigt att identfiera dem. Avvikande observationer
kan vara felregistreringar eller komma fran fel population, men de kan ocksa
innehalla ny och 6verraskande information om det problem vi studerar.

Ovning 11.5

Rita lampliga figurer for att presentera datamaterialet i 6vning 11.1

(")Vﬂing 11.6

Rita lampliga figurer for att presentera datamaterialen i 6vning 11.2

Ovning 11.7

Rita lampliga figurer for att presentera datamaterialen i 6vning 11.3

Ovning 11.8

Rita lampliga figurer for att presentera datamaterialen i 6vning 11.4
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Ovning 11.9

Vid en studie av véantetider vid medicinska undersckningar gjordes bl a ett
antal métningar av hur lang tid det tar att fa ett prov analyserat i lab.
Foljande observationer i timmar erholls:

6,1212135135,71,31573,9842401,717,853 17,512 5,0 4,7 3.4
489,18739711,2936,51,349139522454429831,11,1265,1
811,7561,1224332424,43,02,01,811,924,8254,0283,04,5 12,7
2,6 2,4 1,9 13,0 4,0 5,0 8,8 1,3 7,3 16,2 2,7 5,2 2,2 3,0 24,0 16,2 6,7 5,2 8,3
445,716 16,7 12,1 6,4

a) Konstruera ett histogram éver véntetiderna.

b) Gor en bedémning genom att titta pa histogrammet om véntetiden vid
de flesta analyserna &r kortare &n nagra timmar.

c) Har nagra analyser mycket lang véntetid? Vilka analyser bor studeras
speciellt noga for att ta reda pa anledningen till langa vantetider?

Ovning 11.10

Leta ratt pa ett cirkeldiagram i en tidning eller en tidskrift. Skriv ner en
analys av den information som presenteras i figuren.

11.4 Lagesmatt och kvartiler

Pa samma satt som sannolikhetsfordelningar kan karaktariseras och beskri-
vas av olika matt kan vi karaktarisera och beskriva empiriska férdelningar
med olika matt. I det hér avsnittet presenteras nagra lagesmatt och kvar-
tiler for empiriska férdelningar medan néasta avsnitt dgnas at nagra sprid-
ningsmatt for empiriska fordelningar. Syftet med ett ligesmatt &r att ange
storleksordningen eller nagot slags “genomsnittsmatt” pa observationerna. I
figur 11.7 visas histogram over tva datamaterial. Det som skiljer materialen
at ar att alla observationerna i det ena materialet har matvarden som &ar
500 enheter storre dn i det andra materialet. Histogrammen har lika breda
och lika manga klasser samt lika stora frekvenser i respektive klass. Skill-
naderna i matvarden tar sig i uttryck att histogramet 6ver materialet med
de storre matvardena ligger langre till hoger pa talaxeln. Ett ldgesmatt har
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till uppgift att beskriva var pa talaxeln ett histogram befinner sig eller har
sin tyngdpunkt. For materialet med de mindre méatvéirdena har vi salunda
ett mindre véirde pa lagesmattet och vice versa. De lagesmatt vi beskriver
har ar medelvardet och medianen.

- -

i

.y . |

T T T
i =3 | [ 1=z g |

a) Mindre métvarden; mindre lagesmatt

(1

T
e EYTH e ez AR

b) Storre métvarden; storre lagesmatt

Figur 11.7 Histogram 6ver tva fordelningar med olika lagesmatt
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Medelvardet ar det vanligaste lagesmattet. For ett material bestaende av n
stycken matvarden xy, xs, ...x,, beraknas medelvardet ¥ genom

I exemplet med matematikbetygen i avsnitt 11.1 &r medelbetyget for de 40
studenterna

44+3+...+3 128

40 =20 27

T =

Medianen delar in ett observationsmaterial 1 tva lika stora delar sa att halften
av matvardena ar mindre an eller lika med medianen och halften av matvardena
ar storre an medianen.

Medianen lampar sig val som ett lagesmatt. Om antalet observationer ar
udda dr medianen det mittersta matvardet av de rangordnade matvardena.
Om antalet ar jamnt brukar man lata medianen vara medelvéirdet av de
tva mittersta méatvirdena. I exemplet med matematikbetygen for de 40
studenterna ar medianbetyget 3.

Om materialet ar symmetriskt kring medelvardet sammanfaller medelvardet
och medianen. Om daremot materialet ar skevt paverkas medelvirdet mer
av extremvérdena i svansen av fordelningen varfor medelvarde och median
blir olika stora. Se figur 11.8 for en illustration.

De tre kvartilerna delar in ett observationsmaterial i fyra (ungefir) lika stora
delar. 25% av métvérdena skall vara mindre dn forsta (nedre) kvartilen. I
betygsmaterialet ar antalet observationer 40 sa att 0.25-40=10 mé&tvarden
skall vara mindre &n eller lika med den forsta kvartilen. Samtidigt skall
0.75-40=30 matvarden vara storre an den forsta kvartilen. I betygsexemplet
ar det 10 observationer som ar mindre an eller lika med matvéardet 2 och det
ar 30 méatvarden som ar 3 eller storre. Den forsta kvartilen &r alltsa inte
entydigt bestamd. I sadana fall brukar man ta det viarde som ligger mitt
emellan de tva méatvarden som ”stédnger in” kvarilen. I betygsexemplet blir
da den forsta kvartilen 2,5.
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Den andra kvartilen delar in observationsmaterialet i tva lika stora delar och
sammanfaller darfor med medianen. 75% av métvardena skall vara mindre an
eller lika med den tredje (6vre) kvartilen. For att bestimma tredje kvartilen
i betygsmaterialet ser vi forst att 0.75-40=30, dvs tredje kvartilen &r det 30:e
matvardet i det rangordnade materialet. I vart exempel med betyg &r det

Tini

o=

[

T T T
m e 1] UL RN} =

Figur 11.8 Tva histogram som illusterar effekten av sneda fordelningar pa
medelvérde och median. I a) &r medelvardet 9,25 och medianen 9, 00,
medan i b) &r medelvirdet 8,79 och medianen 1,00
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30:e rangordnade matvardet lika med 4. Det skall aven vara 0.25-40=10
matvarden som &r storre an den tredje kvartilen. I betygsmaterialet ar det
14 observationer som har matvérdet 4 eller hogre, sa det blir ingen problem
med entydigheten i detta fall, den tredje kvartilen ar 4.

Pa motsvarande sitt kan man berdkna deciler och percentiler som delar ett
material i 10 respektive 100 (ungefér) lika stora delar.

Avslutningsvis poangterar vi att olika ldgesmatt ger olika karaktariseringar
av en fordelning. Detta ar ater ett uttryck for att olika sétt att bearbeta
ett material kan ge olika bild av materialet. Pa samma sétt som att en
bearbetningsmetod inte kan sdgas vara riktig eller felaktig, men daremot
mer eller mindre lamplig med tanke pa undersokningsproblemet, kan man
inte siga att ett visst lagesmatt ar riktigt eller felaktigt, men val mer eller
mindre lampligt for ett visst syfte.

11.5 Spridningsmatt

Syftet med ett spridningsmatt ar att ange hur mycket méatvardena avviker
fran varandra eller fran ett lagesmatt. Ett spridningsmatt ger saledes infor-
mation om hur stort omrade méatvéirdena &ar spridda Over eller, alternativt,
6ver hur stort omrade den empiriska fordelningen breder ut sig. I figur 11.9
visas tva histogram for empiriska fordelningar med samma ldgesmatt men
med olika spridningsmatt.

De spridningsmatt som behandlas hér ar variationsvidden, kvartilavvikelsen
och standardavvikelsen.

Variationsvidden definieras, sasom namnet anger, som skillnaden mellan det
storsta och det minsta méatvardet. I exemplet med matamatikbetygen ar det
storsta matviardet 5 och det minsta 1, sa att variationsvidden ar 5-1=4.

Kwvartilavvikelsen beskriver hur mycket kvartilerna i genomsnitt avviker fran
medianen bortsett fran tecken.

tredje kvartilen — forsta kvartilen
2

Kvartilavvikelsen =
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Figur 11.9 Histogram for tva fordelningar, en med liten och en med stor
spridning

Denna definition kan motiveras pa foljande séatt. Vi kan anvanda forsta kvar-
tilen som ett lagesmatt for den halft av matvarden som &r mindre &n media-
nen. Foljaktligen representerar skillnaden mellan forsta kvartilen och media-
nen dessa matvirdens avvikelse fran medianen. For den halft av matvarden
som ar storre 4n medianen kan vi pa samma siatt anvinda skillnaden mellan
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medianen och tredje kvartilen som ett matt pa dessa observationers avvikelse
fran medianen. Bildar vi nu medelvardet av dessa tva avvikelser far vi

(medianen — forsta kvartilen)+(tredje kvartilen — medianen)
2

tredje kvartilen — forsta kvartilen i )
= = kvartilavvikelsen

2

For de 40 matemetikbetygen ar forsta kvartilen = 2.5 och tredje kvartilen =
4. Kvartilavvikelsen &r déarfér (4 — 2,5)/2 = 0, 75.

Det vanligaste spridningsmattet ar standardavvikelsen. Den anger hur my-
cket matvirdena i genomsnitt avviker fran medelvardet. De avvikelser vi bil-
dar kvadreras sa att avvikelsernas tecken inte spelar nagon roll. Ett matvérde
som ar ett visst antal enheter storre &n medelvardet varderas lika som ett
matvarde som ar lika manga enheter mindra &n medelvérdet. Ofta betecknas
standardavvikelsen med s.

Antag att vi har n stycken matvarden xy, xo, ..., z,, med medelvardet . Da
definieras standardavvikelsen av

n—1

s:\/ LS (o -2

For de 40 observationerna pa matematikbetyg far vi att

5= \/40—1_1 (4327 +(3-32°+...+(3-32)7)

46.4
=\ 39 ~ Vv1.1897 ~ 1.09.

Kvadraten pa standardavvikelsen, s%, kallas (urvals-) variansen.
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Ibland forekommer formler for s och s? diar man dividerar med n i stillet for
n — 1. Har anvander vi huvudsakligen den definition dédr man dividerar med
n—1.

Vi introducerar nu en anvandbar olikhet kallad Tchebysheff’s olikhet. Aven
om olikheten ar enkel att bevisa utesluter vi beviset har.

Tchebysheft’s olikhet: Lat k vara ett tal storre an eller lika med ett. Da ar
proportionen observationer i intervallet fran T — ks till T+ ks minst 1 —1/k2.

Som en illustration av tillimpningen av Tchebysheff’s olikhet kan vi ta
k = 1.5. Vi far da att minst 1 — 1/1.52 =~ 0.56 % av observationerna i
ett datamaterial ligger i intervallet fran T — 1.5s till T + 1.5s. I exemplet
med matematikbetyg innebéar det att minst 56% av observationerna ligger
mellan 3.2 — 1.5-1.09 = 1.56 och 3.12 + 1.5 - 1.09 = 4.84. En inspektion av
materialet ger vid handen att 32 observationer, dvs 32/40=80% ligger i det
givna intervallet.

Later vi k = 2 far vi pa samma satt att minst 1 — 1/2% = 3/4 = 75%
av observationerna ligger mellan T — 2s och T + 2s. Vidare far vi att minst
1—1/32 = 8/9 ~ 88.9% av observationerna ligger mellan T—3s och T+3s. For
materialet med matematikbetyg ligger samtliga observatuioner i bada dessa
intervall. Grénserna i Tchebysheft’s olikhet understiger saledes de faktiska
proportionerna med bred marginal i detta exempel. Sa ar fallet ocksa i
allménhet. Man sédger att granserna i Tchebysheft’s olikhet ar konservativa.
En anledning till att Tchebysheft’s olikhet ar ”forsiktig” i sina uttalanden ar
att olikheten galler for alla empiriska fordelningar, hur de an ser ut.

Om datamaterialets fordelning liknar normalférdelningen brukar man ibland
anvanda normalfordelningens egenskaper for att approximera proportionen
observationer i ett intervall. Detta leder till den s k Empiriska regeln:

Empiriska regeln: Om datamaterialets fordelning liknar normalférdelningen
sa innehaller intervallet

fran T — s till T + s ungefiar 68% av observationerna

fran T — 2s till T + 2s ungefar 95% av observationerna
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fran T — 3s till T 4+ 3s ndstan alla observationer.

Observera att Empiriska regeln endast ar en approximation och att approx-
imationen kan forvantas vara god endast under forutsédttning att den em-
piriska fordelningen verkligen liknar normalfordelningen.

Ovning 11.11

Forklara hur medelvardet och medianen forhaller sig till varandra da fordelningen
ar

a) symmetrisk

b) skev med en svans at vénster

c) skev med en svans at hoger

d) ungefir normalférdelad

Ovning 11.12

Forklara med egna ord begreppet variationsvidd.

Ovning 11.13

Diskutera hur variansen och standardavvikelsen méater variation.

Ovning 11.14

Empiriska regeln och Tchebysheft’s olikhet gor liknande uttalanden om ett
material. Beskriv med egna ord vilken typ av uttalanden de gor och vad som
skiljer dem.

Ovning 11.15

Bestam medelviarde, median, kvartiler, variationsvidd, kvartilavvikelse och
standardavvikelse for materialet i 6vning 11.1. Kontrollera Tchebysheff’s
olikhet och empiriska regeln for nagra vérden pa k.
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Ovning 11.16

Bestdm medelvarde, median, kvartiler, variationsvidd, kvartilavvikelse och
standardavvikelse for materialen i ovning 11.2. Kontrollera Tchebysheft’s
olikhet och empiriska regeln for nagra varden pa k.

évning 11.17

Medelvérde och standardavvikelse for hallfastheten hos de 40 sopséckarna i
ovning 11.4 ar T = 50, 575 respektive s = 1, 6438.

a) Vilken slutsats kan man dra fran histogrammet i 6vning 11.8 om empiriska
regeln kan anvandas for att beskriva hallfasthetsmaterialet?

b) Anvénd empiriska regeln for att bestdimma intervall som innehaller c:a
68%, 95% och 99% av hallfasthetsmaterialet.

c) Ger intervallet som innehaller 99,73% av alla métvérden nagot stod for
pastaendet att nistan alla sopsédckar har en hallfasthet som Gverstiger 45 kg?
Motivera ditt svar.

d) Hur stora andelar av observationerna pa sopséickarnas hallfasthet hamnar
faktiskt i intervallen [T + s], [T +2s| och [T £ 3s]? Jamfor dessa andelar
med de som anges av empiriska regeln. Ger dessa jamforelser stod for de
pastaenden du gjorde i uppgift b och ¢?

11.6 Box plotdiagrammet

Box plotdiagrammet ar en diagramtyp som syftar till att illustrera lidges och
spridningsmatt for en empirisk fordelning samt i detalj beskriva férdelningens
"svansar”, d v s hur de minsta och de storsta observationsvardena férhaller sig
till de 6vriga observationsvardena. Figur 11.9 visar en box plot éver matem-
atikbetygen for de 40 slumpvis utvalda studenterna som redovsas i tabell
11.3. T centrum av figuren finns en ”1ada” (box) som begrinsas av forsta och
tredje kvartilerna. Ladans ldngd blir ddrmed lika med kvartilavstandet, d
v s tva ganger kvartilavvikelsen. Dérigenom representerar ladans langd ett
spridningsmatt. I ladan markeras d&ven medianen som ett lagesmatt.

Ladan i en box plot markerar saledes viardena hos 50% av observationerna.
Vidare vet vi att 25% av observationerna har vérden som ligger 6ver ladan och
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25% av observationerna har varden som ligger under ladan. Dessa observa-
tioners varden markeras sarskillt i box plotdiagrammet. Vi identifierar forst
observationer som avviker mer dn 1.5 ganger kvartilavvikelsen fran nagon
av kvartilerna. Det storsta respektive det minsta observerade vardet som
avviker mindre &n 1.5 ganger kvartilavstandet fran undre respektive Ovre
kvartilen markeras med ett streck och en linje in till ladan. Observationer
som avviker mellan 1.5 och 3 ganger kvartilavvikelsen fran undre respektive
ovre kvartilen markeras med ”"0” och observationer som avviker mer an 3
ganger kvartilavstandet fran ovre respektive undre kvartilen markeras med
"#7 Dessa typer av observationer kallas ibland nagot oegentligt for outliers
respektive extremvarden. Dessa observationer kan ha ett stort inflytande pa
urvalsmedelvardet och urvalsvariansen samt pa resultaten fran mer sofistik-
erade analyser av datamaterialet. Det ar darfor viktigt att identifiera vilka
observationer som hamnar i dessa grupper samt att forsoka forklara varfor de
avviker sa kraftigt fran medianen. Ofta ar det helt naturligt att en del obser-
vationer avviker sa pass kraftigt som t ex tre ganger kvartilavstandet fran en
kvartil, eller mer. Manga ganger ar det dock ett métfel eller ett skrivfel som
ligger bakom ett sadant matvarde. Om sa ar fallet maste det felaktiga vardet
korrigeras eller, om det inte a&r mojligt, i varsta fall uteslutas. En annan
forekommande anledning till avvikande méatvarden ar att observationerna
har gjorts under speciella betingelser. Antingen tillhér da individerna som
observationerna ar gjorda pa inte den studerade populationen eller sa tillhor
de en speciell delméangd av populationen. Det senare fallet ar ofta mycket
intressant eftersom det antyder ett samband mellan métvardenas storlek och
de speciella betingelser som definierar den delmangd av populationen som
individen tillhor.

Ovning 11.18

Gor ett box plotdiagram Gver observationerna pa hallfasthet av sopsackar i
ovning 11.4. Jamfor diagrammet med histogrammet i 6vning 11.4 och de
slutsatser du drog i 6vning 11.17.
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Figur 11.9 Box plot 6ver matematikbetyget for 40 slumpvis utvalda
studenter
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