10. STATISTISK INFERENS

10.1 Inledning

Néar datainsamlingen ar avklarad blir nasta steg i den empiriska undersokningen
att analysera datat. Det behover knappast papekas att det finns en stor
méangd olika metoder for att analysera data, var och en av metoderna bygger
pa sina forutsiattningar. Vi begréansar diskussionen hér till att endast om-
fatta sadana metoder som forutsétter att vi har en sannolikhetsmodell som
beskriver det studerade fenomenet. Sadana metoder kallas gemensamt for
statistiska inferensmetoder.

Att analysera ett datamaterial med hjalp av statistisk inferens innebéar att
gora jamforelser mellan observationer och teoretiskt harledda forutsagelser.
Analysen kan t ex innebara att monster jamfors eller att samband mellan
olika variabler undersoks. I analysen skall datamaterialets uppgifter om-
vandlas till meningsfylld information. Detta kréaver god kdnnedom om prob-
lemomradet och att en vél underbyggd teori om problemomradet foreligger.
Analysarbetet far inte urarta till att bli ett mekaniskt rdknande som produc-
erar nya meningslosa uppgifter ur gamla.

Under arbetet med problemformuleringen strukturerar man ofta fragestallningen
i ett antal delfragor. Analysarbetet kan da struktureras pasamma satt, sa
att man i tur och ordning undersoker ett antal valavgransade analysproblem.
Valet av specifik analysmetod beror bl a pa den modell vi har stallt upp och
av den fragestéllning vi vill analysera.

Ett viktigt hjalpmedel for statistisk inferens ar s k empiriska fordelningar.
Empiriska fordelningar ar det empiriska observationsmaterialets motsvarighet
till teorins sannolikhetsfordelningar. Vi diskuterar empiriska fordelningar
narmare i avsnitt 10.2.

De tva viktigaste problemtyperna som férekommer inom statistisk infer-
ens ar uppskattningsproblemet och inferensproblemet. I uppskattningsprob-



lemet soker vi en uppskattning av vardena pa okdnda parametrar i den teo-
retiska modellen. I prévningsproblemet onskar vi prova hypoteser om okénda
parametrar i den teoretiska modellen. I bade uppskattningsproblemet och
provningsproblemet later vi resultaten, uppskattningarna respektive utfallen
fran hypotesprovningar bero pa vad som har observerats. Uppskattning-
sproblemet och prévningsproblemet diskuteras nagot ytterligare i avsnitt 10.3
respektive 10.4 och ar foremal for mer omfattande diskussioner i kapitlen 16
-18.

10.2 Empiriska fordelningar

Ett av stegen i kunskapsbyggnadsprocessen ér att samla in observerationer
pa verkligheten. Da modellen innehaller stokastiska variabler, innebér detta
att vi gor observationer pa stokastiska variabler. Vi vill nu anvénda dessa ob-
servationer tillsammans med modellen for att dra slutsatser om verkligheten.
Detta ar mojligt genom att den information som observationerna &r barare
av kan uttolkas med hjalp av modellen. Det finns flera olika sétt att repre-
sentera den information som ett datamaterial &r barare av. Ett satt ar att
helt enkelt rakna upp alla observerade varden. Om vi t ex gor observationer
pa en stokastisk variabel X, kan vi lata x; representera vardet pa den forsta
observationen, x, vardet pa den andra observationen, o s v. Om vi sam-
manlagt gor n observationer ar zy, xs, ..., T, en upprakning av alla gjorda
observationer, vilket ar ett siatt att representera den information som data
ar barare av.

Om n ar stort, dvs om vi gor manga observationer, blir ett datamaterial 1&tt
ooverskadligt om man bara anger de observerade viardena. Alternativt kan
man bestdmma den sa kallade empiriska férdelningsfunktionen F),(x).

Definition 1 : Den empiriska fordelningsfunktionen definieras genom

B Antal observationer som ar midre an eller lika med z

F.(x) =

n

Vi ser hér att F,(z) &r en sa kallad trappstegsfunktion. Dess vérde &r noll
da argumentet x dr mindre d4n det minsta observerade vardet. For varje ob-
serverat virde blir det sedan ett trappsteg hos F,,(x), ddr héjden av trapp-
steget ar antalet observationer med vardet x dividerat med totala antalet



observationer, n. Viljer vi ett tillrackligt stort viarde pa argumentet = sa att
alla observationerna &r mindre &n eller lika med x, ser vi att F,,(z) = 1. Ob-
servera héar likheten i egenskaper mellan den empiriska fordelningsfunktionen
F,(z) och fordelningsfunktionen F'(x) for den stokastiska variabeln X. For
varje par av tal a och b, a < b, kan vi t ex berdkna

F,(b) — F,,(a) = proportionen observationer i intervallet a < x < b.

Observera ocksa den begreppsmassiga skillnaden mellan den empiriska for-
delningsfunktionen och férdelningsfunktionen for en stokastisk variabel. Medan
den empiriska fordelningsfunktionen representerar vad vi faktiskt har ob-
serverat, sa representerar fordelningsfunktionen sannolikheter enligt var pos-
tulerade modell for vad som kan observeras. Pa sa vis kan man sidga att den
empiriska fordelningsfunktionen ger en observerad bild av sannolikhetsfordelningen.

Exempel 10.1

Foljande 10 observationer avser priset pa en viss vara i 10 olika butiker:
r1 =30:-, 1o = 34 -, x3 = 31 -, x4 = 36 -, x5 = 30 -, x5 = 40 -, x7 = 36 -,
xg = 40 -, xg = 40 :- och z19 = 35 :- (sortenhet kr). I figur 10.1 visas
den empiriska fordelningensfunktionen. Det minsta observerade vardet ar
30:- kr. Tva av observationerna har detta virde (z; och wz5). Dérfor gor
F,(z) ett sprang med hojden 2/10 i punkten z = 30. En observation har
vérdet 31:- kr (x3) varfor F,,(z) gor ett sprang med hojden 1/10 i punkten
x = 31. Nésta sprang hos F,(x) &r inte fordn i punkten x = 34 eftersom
ingen observation har ett varde mellan 31:- kr och 34:- kr. Pa sa vis fortsétter
F,(x) att sprangvis ta sig upp mot vérdet 1.00, vilket den far da x &r storre
an eller lika med det storsta observerade vardet, 40 kr. [
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Figur 10.1 Empiriska férdelningsfunktionen for prismaterialet.

Om ett observationsmaterial innehaller valdigt manga olika véarden kan det
vara praktiskt att klassindela materialet. Man far pa sa sitt en approx-
imation till den empiriska fordelningsfunktionen. Klassindelning behand-
las utforligare i kapitel 11. For diskreta variabler kan man som ett al-
ternativ till den empiriska fordelningsfunktionen bestdmma den empiriska
frekvensfunktionen. Grafiskt illustreras den med ett stolpdiagram. For ob-
servationer pa kontinuerliga variabler blir situationen lite mer komplicerad.
For att efterlikna tathetsfunktionens egenskaper, vill vi att den empiriska
tathetsfunktionen konstrueras sa att arean under den empiriska motsvarigheten,
fn(z), och mellan tva punkter, a och b, ar lika med relativa andelen observer-
ade vérden i intervallet a < x < b. Tyvérr ar det inte mojligt att konstruera
en funktion som har den egenskapen. Déaremot kan vi med hjalp av en klassin-
delning av observationsmaterialet konstruera en empirisk tathetsfunktion
vars egenskaper sa langt som mdjligt har denna egenskap. Grafiskt illus-
treras den empiriska tathetsfunktionen med ett histogram.



Exempel 10.1 (fortsidttning).

En (av flera mojliga) klassindelningar av prisuppgifterna redovisas i tabell
10.1. Motsvarande empiriska tathetsfunktion illustreras i figur 10.2.

Tabell 10.1 En klassindelning av prisuppgifterna

Prisklass (kr) frekvens (antal) relativ frekvens

27:50-32:50 3 0.3
32:50-37:50 4 0.4
37:50-42:50 3 0.3
Totalt 10 1.0

Antag nu att den stokastiska variabeln X vi gor vara observationer pa foljer
en sannolikhetsfordelning och att # &r en parameter i den férdelningen. Vi
vet da att sannolikhetsfordelningen for X karaktériseras av vardet pa 6 och
att olika sannolikhetsférdelningar karaktériseras av olika vérden pa 6. Pa
motsvarande satt kan vi definiera storheter, sa kallade urvalskaraktaristikor,
som karaktariserar den empiriska fordelningen. Olika empiriska fordelningar
karaktariseras da av olika viarden pa urvalskaraktaristikorna. Problemet att
bestamma vérdet pa urvalskaraktéristikor brukar kallas uppskattningsprob-
lemet och diskuteras ytterligare i avsnitt 10.3.

Aven om en sannolikhetsfordelning fullstandigt specifiseras av dess para-
metrar brukar man ofta ange fordelningens véntevarde E[X]| och varians
V[X] som allménna karakteristika pa fordelningen. Dessa vérden anger ett
lagesmatt respektive ett variationsmatt for sannolikhetsfordelningen. Mot-
svarigheterna for empiriska fordelningar dr medelvirdet = och (urvals-) var-
iansen s%.
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Figur 10.2 Histogram 6ver den empiriska tathetsfunktion som svarar mot
klassindelningen i tabell 10.1

Definition 2 : Medelvdrdet och urvalsvariansen definieras genom

n
i=1

1
2 _ 2
s-n_lg(:zl T)

i=1
Som spridningsmatt anvénder vi dven (urvals-) standardavvikelsen, s, som
ar kvadratroten ur variansen.

Empiriska fordelningar och deras karaktaristika behandlas utforligare i kapitlen
11 - 13.



Lagg noga marke till att de begrepp vi har diskuterat i det har avsnittet ar
observationer av verkligheten och att dessa begrepp har sina motsvarigheter
i modellvarlden. T ex svarar den empiriska fordelningen mot modellvarldens
sannolikhetsférdelning, den empiriska férdelningens medelvarde svarar mot
sannolikhetsférdelningens véintevarde o s v.

Nagra av verklighetens och modellvarldens begrepp och hur de kan kopplas
samman visas i figur 10.3

Modell Verklighet

Stokastisk variabel X Observation x

Fordelningsfunktion F'(z) Empirisk fordelningsfunktion F),(z)
Sannolikhetsfordelning Empirisk fordelning

Véntevirde £ [X] Medelvérde T

Varians V' [X] Urvalsvarians s*

Figur 10.3 Nagra motsvarigheter i modellvarlden och i verkligheten

10.3 Uppskattningsproblemet

Betrakta det slumpmassiga forsoket “ett barn fods och vi noterar dess kon”.
Vi har modellen

Q = {pojke, flicka}
P(pojke) =
P(flicka) =1 -7

Modellen innehaller en okénd parameter, 7, som anger sannolikheten for
utfallet ”pojke”. Den frekventistiska tolkningen av denna parameter i mod-
ellvirlden &r ”proportionen pojkar i alla fodslar”. T manga tillimpningar (t
ex nar vi gor befolkningsprognoser) ar vi intresserade av att veta virdet pa
7, eller atminstone ett ndrmevéarde till 7. Antag att vi har observerat 100
fodslar och noterat “53 barn var pojkar”. Det ar nu lockande att induktivt
dra slutsatsen “53% av alla barn som fods ar pojkar”, eller formulerat i mod-
elltermer “m = 0.53”. Observera att vi gor da ett uttalande om alla fédslar,
alltsa aven fodslar som ar helt okdnda for oss. Var slutledning kan salunda
vara felaktig. Déaremot kan vi anvanda talet 0.53 som en uppskattning av



7. Ibland anvénds dven det engelska ordet estimat for uppskattning. Om vi
betecknar en uppskattning av w med 7, sa ar den slutsats vi drar “T = 0.53”.

En uppskattad parameter ar en induktivt dragen slutsats och ar darfor
behéftad med en viss osdkerhet. Om vi gor fler observationer bor vi dock bli
sakrare i vara slutsatser. Observerar vi t ex 1000 fodslar ar var osiakerhet
mindre &n om vi observerar endast 100 fodslar o s v. Férutom att fa en upp-
skattning av okdnda modellparametrar ar det ocksa 6nskvart att kunna tala
om hur osdkra uppskattningarna ar. Vi skall darfor inte bara dgna oss at att
uppskatta okdnda parametrar, utan ocksa forsoka ge ett matt pa osdkerheten
i uppskattningarna.

Lagg marke till att var uppskattning baserar sig pa observationer pa slumpmassiga
forsok. Vérdet pa uppskattningen ar beroende pa resultaten i de enskilda
fodslarna. Om t ex 52 av barnen hade varit pojkar hade vi uppskattat
snarare med 7 = 0.52 &n med 7 = 0.53. Tydligen ar uppskattningen resul-
tatet av ett antal slumpméssiga forsok. Vi kan ocksa betrakta alla fodslar
tillsammans som ett enda stort forsok. Om fodslarna ar oberoende av varan-

dra blir antalet fodslar en binomialférdelad stokastisk variabel, X. Vi bildar
sedan en ny stokastisk variabel, P, genom en transformation av X,

P=X/n,

dar n ar antalet observerade fodslar. Var uppskattning 7 ar salunda en ob-
servation pa den stokastiska variabeln P. Om sannolikhetsfordelningen for P
ar koncentrerad i narheten av den for oss okéanda populationsproportionen 7,
sa ar det stor sannolikhet att observationen, dvs 7 ar néra 7. Se figur 10.4.
Om déremot sannolikhetsfordelningen for P ar utbredd och har stor sanno-
likhetsmassa langt ifran 7, ar det inte sirskillt troligt att 7 kommer att ligga
i narheten av 7. Se figur 10.5. Genom att studera sannolikhetsférdelningen
for P kan vi alltsa bilda oss en uppfattning om uppskattningens precision.
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Figur 10.4 Sannolikhetsfordelningen for P ar koncentrerad kring 7. En
observaion pa P kommer déarfor att med stor sannolikhet ligga néra .
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Figur 10.5 Sannolikhetsférdelningen for P &r utbredd. En observaion pa P
kan darfor vara langt fran 7.



Antag nu mer allmént att vi gér observationerna x1, xs, ..., x,, pa en stokastisk
variabel X och att X har en sannolikhetsfordelning som innehaller en okénd
parameter 0. Problemet att finna en uppskattning av virdet pa 6 med hjalp
av de observerade vardena x1, xo, ..., x, kallas uppskattningsproblemet. Den
uppskattning vi far baseras pa observationerna och ar déarfor sjalv en obser-
vation pa en stokastisk variabel. Den sannolikhetsfordelning som svarar mot
en uppskattning kallas samplingférdelning.

Eftersom samplingférdelningen ger information om uppskattningens egen-
skaper, ar det viktigt att kdnna till samplingfordelningar och att kunna ar-
beta med dem. Vi dgnar darfor kapitel 15 at en relativt noggrann genomgang
av samplingférdelningar.

Vi skall avslutningsvis poéngtera att uppskattningsproblemet behandlas un-
der forutsdttning att den modell vi har satt upp for att beskriva observa-
tionerna ar korrekt. Skulle modellen vara fel forlorar de uppskattningar
vi hérleder sin betydelse. Att t ex forsoka uppskatta en proportion i en
fordelning som saknar en sadan parameter ar givetvis en meningslos sys-
selséttning.

10.4 Provningsproblemet

Antag nu att vi har en fullstandigt specificerad modell och att vi vill prova
den. En sadan modell 6ver det slumpmaéssiga forsoket “ett barn fods och vi
noterar dess kon” ar t ex

Q = {pojke, flicka}
P(pojke) = 0,5
P(flicka) = 0,5

I denna modell finns det dels ett pastaende om utfallsrummet, dels ett
pastaende om sannolikheterna for utfallen. Pastaendet om utfallsrummet ar
tamligen okontroversiellt och behover knappast bli foremal for en provning.
Déaremot maste pastaendet om sannolikheterna provas. I detta avsnitt re-
dogor vi for de grundlidggande begreppen da sadana pastaenden provas.

10



Ett pastaende om verkligheten, t ex P(pojke) = 0,5, kallas en hypotes.
Vi betecknar allmént hypoteser med H. Den hypotes vi vill prova kallas
nollhypotes och betecknas med Hj.

Exempel 10.2

Antag att X &r en normalfordelad stokastisk variabel. Om vi vill prova
hypotesen att vantevéirdet p ar lika med 5, skall vi alltsa prova

Hy:p=5.
Vill vi prova att variansen o2 r lika med 2 har vi

Hy:02=2.11

For att utfora en préovning av en hypotes maste vi gora observationer pa
var stokastiska variabel och pa basis av observationerna induktivt avgéra om
pastaendet ar rimligt eller ej. Om observationerna inte 6verensstammer med
pastaendet, tror vi att pastaendet ar falskt. Vi sdger da att vi forkastar
hypotesen. Om daremot pastaendet verkar Overensstdmma med observa-
tionerna siger vi att vi inte forkastar hypotesen. Det finns manga satt att
avgora om vi skall forkasta eller inte forkasta en hypotes. Vi skall har endast
diskutera en av dessa metoder.

Exempel 10.3

Antag att vi gor observationer pa diametrarna pa n st ror och berdknar
medelviirdet. Vi betecknar detta medelviirde (medeldiametern) med X.
Eftersom viirdet pA X beror pa ett slumpmissigt forsck (de enskilda ob-
servationerna X, X, ..., X,,) ser vi att X dr en stokastisk variabel. Sanno-
likhetsfordelningen for X ar foljaktligen en samplingférdelning. Om de ob-
serverade diametrarna hos roren ar normalférdelade med vantevérdet pg och
standardavvikelsen o, kan man visa att (se kapitel 15) samplingférdelningen
for X #r normalférdelad med viintevirde po och standardavvikelsen o /y/n.
Formodligen kommer det observerade medelvirdet z inte att vara lika med

11



1o. Fragan ar nu om skillnaden mellan po och det observerade medelvérdet
ar ett uttryck for slumpmassig variation, eller om skillnaden &r sa stor att
vi kan anta att en stystematisk avvikelse fran pg foreligger. Vi har alltsa att
avgora vad som ar rimliga viarden pa T om hypotesen ar sann. §

fx) 0.25T
MM
0.2
0.137
n
LU
0.05
)
—] . ! . :
no | e 5 75 1 g x
ft'url-:as_telse ky acceptansomrade K5 farkastelse
omtade | | omrade

Figur 10.6 Uppdelning av utfallsrummet for X i ett acceptansomrade och
ett forkastelseomrade

For att prova en hypotes om véantevéirdet i en sannolikhetsfordelning delas
utfallsrummet f6r X upp i tva delar. Den ena delen, den som innehéaller
rimliga virden pa X om hypotesen &r sann, kallas acceptansomrade. Den
andra delen kallas forkastelseomrade. Se figur 10.6. Om det observerade
virdet pa X hamnar i acceptansomradet, dvs Z ar rimligt om hypotesen ar
sann, kan vi inte forkasta hypotesen. A andra sidan, om det observerade
virdet pa X hamnar i forkastelseomradet, dvs Z ar orimligt om hypotesen
ar sann, forkastar vi hypotesen.

[ figur 10.6 begransas acceptansomradet av tva tal, k och k. Dessa tal kallas
kritiska varden. Var uppgift ar att bestdmma de kritiska viardena. Tydligen
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galler det att
om T < k eller T > ko sa forkastar vi hypotesen
om ky < T < ko sa forkastar vi inte hypotesen.

Aven om hypotesen ar sann ar det mojligt att vi far ett observerat virde
pa X som ligger i forkastelseomradet. Det &r alltsa mojligt att forkasta en
sann hypotes. Vi sdger da att vi gor ett typ I-fel (eller a—fel). Vi betecknar
sannolikheten att gora ett typ I-fel med «, dvs

P(vi forkastar Hy|Hy &r sann) = «

Ibland kallas ocksa «a for testets signifikansniva. Sannolikheten « represen-
teras av den streckade ytan i figur 10.6. Den streckade ytan till vanster om
ki svarar alltsa mot sannolikheten «/2, dvs

P(X < ki|Hy #r sann) = a/2

Om samplingférdelningen for X ar kind da Hy dr sann, dr det nu litt att
berdkna det kritiska vardet k.

Exempel 10.4

Antag att X #r normalfordelad med véntevirdet 5 och standardavvikelsen 2
da Hy ar sann. Om vi ar beredda att gora ett typ I-fel med sannolikheten
0,05 géller det att

P(X < ky|H, #r sann) = %

Eftersom (X —5)/2 ér en normalférdelad stokastisk variabel med vinteviirdet
0 och variansen 1, far vi
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Men
®(—1,96) ~ 0,025

sa att

ky—5

~ —1,96
eller

ki ~-1,96-2+5=1,08 1

Pa samma sétt svarar den streckade ytan till hoger om ks i figur 10.6 mot
sannolikheten «/2. Darfor géller det att

P(X > ko|Hy ér sann) = a/2.

Lagg mérke till hur den logiska strukturen i prévningsproblemet foljer den
hypotetisk-deduktiva metoden. For provningsproblemet identifierar vi forst
en logisk implikation:

“Om H, #r sann, sa ar det rimligt att det observerade virdet pa X hamnar
i intervallet [ky, ko]”.

Med logiska symboler skriver vi det som

HOL)Ia

dir Hy &r den hypotes vi 6nskar prova och I &r den observationssats (X ham-
nar i intervallet [k, k2]) som med stor sannolikhet intréffar om Hj &r sann.

Symbolen —— betecknar just att implikationen intréffar med stor sanno-
likhet. I sjalva verket dr den sannolikheten P (kl < X < ky| Hp ar sann) =
1 — «, dar vi i den héar testproceduren pa forhand kan valja virdet pa a. Vi
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identifierar sedan en av tva mojliga observationssatser i provningsproblemet,
namligen

I : “Det observerade virdet pa X hamnade i intervallet [ky, ko]

eller

I : “Det observerade viirdet pa X hamnade ej i intervallet [k, ko]”.

Den slutsats vi sedan drar beror pa observationssatsen. Om vi observerar 1
forkastas hypotesen Hy medan om vi observerar [ inte forkastar Hy.

Ovning 10.1

Diskutera hur antalet observationer paverkar sikerheten i Arbuthnot’s slut-
sats 1 avsnitt 4.4.
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