Foreldsning 2

Vi sag i forelasning ett, att om vi kanner den forvantade asymptotiska fordelningen i en given situation sa
kan vi med utgangspunkt fran vara matdata med hjalp av minsta kvadrat-metoden finna vilka parametrar
for de asymptotiska fordelningen som bast motsvarar vara matdata, gangen var:

1: Bestam den forvantade asymptotiska fordelningen. Parametrarna for denna har
ett samband med den underliggande verkligheten - det vi vill mata.

2: Gor en métning av den storhet som representeras av den asymptotiska
fordelningen.

3: Anvand minsta kvadratmetoden for att bestimma vilka parametrar for den
asymptotiska fordelningen som ger bast dverensstimmelse mellan teori och
experiment.

Matningar ger oss
en verklig
fordelning

Teorin ger oss en
asymptotisk
fordelning

Minsta kvadratmetoden later
oss bestamma vilka varden
pa de teoretiska
parametrarna som ger basta
overensstammelsen

Nasta fraga blir da:
- hur skulle vi kunna definiera en asymptotisk fordelning for till exempel matningen av langden av
en parkeringsficka?

Svaret ges av en vid forsta paseende marklig sats:

Centrala Gransvardessatsen:

Om vi summerar ett stort antal slumpmassigt fordelade tal, s kommer den
asymptotiska fordelningen for summan att ga mot en normalfordelning

Detta giller oberoende av hur fordelningen ser ut for de termer som ingdr i
summan!!
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Exempel:
Summera tal slumpvis fordelade mellan O och 1:

Den ursprungliga fordelningen:

o
0 01 02 03 04 05 06 07

Summan av 2 tal: 5 termer 20 termer

For att forsta hur denna sats kan hjalpa oss sa kan vi betrakta resultatet av en matning som beroende av det
sanna vardet till vilket har adderats slumpvisa bidrag fran ett stort antal okanda (och en del kanda) felkallor.
Om vi utgar fran att det inte finns nagra systematiska effekter kommer positiva fel vara lika vanliga som
negativa. Resultatet av ett stort antal matningar kommer da att spridas runt det sanna vardet, och
fordelningen av métningarna runt detta kommer att ha en form som ges av normalfordelningen.

Normalfordelningen:

—(x— ) 2 Observera att denna
fordelning ar normaliserad

1
fox; 1,0) = J2ro” “XP 207 til ett.

Egenskaper

*Maximum vid x = n

eSymmetrisk runt x = p

*Nir o ar litet sa blir exponenten stor -> lutningen blir storre

*Nir o ar litet sa blir normaliseringskonstanten storre -> hojden vid toppen blir relativt sett hogre.
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Normalfordelningen har normaliseringen 1. Uttrycker man integrationsgranser i parametern o sa har alla
normalfordelningar samma area inom dessa granser - oberoende av vilka exakta varden u och o antar.
Integrerar man en normalfordelning mellan till exempel -0 och +0 sa ar arean 68% av hela arean. Detta
har betydelse nér vi tolkar f(x) som en sannolikhetsfordelning - sannolikheten att hamna i intervallet [u-
20, u+20]@r 95% och sa vidare.

L-3 =2 n=1o L. L+ o bt 2o b3 o



Tillbaks till var méatsituation:

Om det inte finns stora systematiska effekter sa kan vi alltsa forvanta oss att vara matresultat - efter
ett stort antal métningar och under forutsittning att det inte finns systematiska effekter - beskrivs av
en normalfordelning.

Vi forvéntar oss att u svarar mot det sanna vérdet for den parameter vi vill mita, vi kommer snart att
se att 0 sager oss nagonting om matmetodens precision.

Givet matdata, hur uppskattar vi parametrarna w och o?

Losningen ligger 1 att vi betraktar normalfordelningen som en sannolikhetsdistribution for att gora
observationen x, givet u och 0. Om den underliggande distributionen ar en normalfordelning med
parametrarna u och o, sa ar sannolikheten for att gora observationen x proportionell mot:

1 (-1’
2

¢ (I> = O—m € 20

Oberoende sannolikheter:

for oberoende handelser (sannolikheten av
en handelse paverkas inte av utfallet i de
andra handelserna) ar sannolikheten for
serien lika med produkten av
sannolikheterna for de enskilda 50% 50%
handelserna.

25%

Om vara matningar av X ar oberoende, vilket vi kommer att anta, sa ges tydligen sannolikheten
for att observera just var matserie, X, X,, X3, ... , Xy av produkten av sannolikheterna for de

enskilda métningarna:
P(xy, X,, X3, ..., Xy) = P(X))'P(x,) P(x5) ... - P(xy)
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Uttrycket ger oss sannolikheten att observera var matserie X, X,, X, ... , Xy givet parametrarna w och o for
den underliggande fordelningen. Vi bestaimmer nu vilka varden pa p och o som ger oss den storsta
sannolikheten att observera just var matserie genom normal maximering:

JoP

on = 20w P =2 - @ P = 2§ (- )P

Villkoret att denna derivata ar noll ger oss da ett estimat for w:
I @n

JoP N A
0’) ‘u i=1 N i=1

Den basta uppskattningen av parametern p ges alltsa av medelviardet for alla ingaende storheter.

Vi gor nu samma optimering for parametern o:

0P _-N  4mo D) 12w 25 -u)
- . N7 €XPy + 73 ! cexpd —i
do 2 (2.7r02) 20? (2 - Gz) 20

2
-N E(x,- - M)2 _E(Xi ~4) 1
o + 03 s eXp 202 * (2n02)1v/2
B _ A2 ) 1 )
—= o = ﬁz(xi )

I detta uttryck betecknar p det sanna vardet pa denna parameter. Eftersom detta varde oftast ar okant sa far
vi approximera det med vart basta estimat - medelvardet. Man kan visa (det gors inte i kursen) att detta
medfor att vi far ett nagot modifierat uttryck for estimatet:
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Aven om vi inte strikt visar att uttrycket modifieras pa det har sattet sa kan vi intuitivt forsta att det ar
riktigt:

- For en enda matt punkt kan vi inte ha nagon uppfattning om spridningen (om vi inte vet runt vilket
varde denna enda punkt ar spridd). Rent matematiskt motsvarar uttrycket denna forvantning eftersom
s? i detta fall blir av typen 0/0, alltsa ej definierat.

Nir vi har matt N punkter finns det N "frihetsgrader” (vi aterkommer senare till detta begrepp), det vill saga
det finns N oberoende”fakta” att tillga. Men nar vi ersatter u med medelvardet sa anvander vi data till att
berdkna medelvardet, vilket gor att vi bara har N-1 frihetsgrader kvar. I princip kan vi varje gang x, dyker
upp ersatta det med

N
X, = N -x— E x. Vilket demons‘trerar att det bara finns N-1
e ! oberoende variabler kvar.

Sa vad betyder o?

Om vi tolkar normalfordelningen som den asymptotiska fordelningen for en matning sa betyder det att
sannolikheten for att var matning skall ge ett resultat i intervallet [x, x+dx] lika med arean under kurvan
mellan dessa vérden eller:

P(x E[xx+dd]:u)= [fOdy

Dir f(y) betecknar normalfordelningen centrerad kring n

-3 =2 -1 . b+ o bt 2o et3 o

Gor vi en matning ar sannolikheten att den hamnar inom +1 sigma fran det sanna vardet 68%. Sa o,
eller estimatet for o, sager hur stor spridningen kring det sanna véardet, det 4r en egenskap hos
matmetoden.
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Nagra ord pa vigen nu nar ni skall borja mata:

Tag det lugnt!
Fem minuter tjanade pa dvningslab kostar ofta en halvtimme i datasalen nar man forsoker reda ut vad
man egentligen gjorde daruppe.

Forbered er
Vil uppe pa dvningslabb, med labbkompisen flasande i nacken ar det for sent att lasa in vad man skall
gora.

Slang ingenting! Inga losa lappar!

Det finns hur manga exempel som helst pa att det i efterhand dyker upp fragor som man inte tankt pa.
Inte ens nar laborationen ar redovisad och godkand kan man vara siaker pa att man inte i nagot annat
sammanhang vill ga tillbaks till det man gjort for att forstd nagon aspekt av det.

Av samma skl skall allt foras in i logboken, inte skrivas upp pa losa lappar som sedan ofrankomligt
forsvinner.

Dokumentera upptstillningen och yttre variabler!

Era anteckningar skall vara sa fullstandiga att ni kan komma tillbaks och gora om identiskt samma
forsok - samma mitinstrument, samma fjadrar, resistorer mm mm.

Detta kan vara enda sattet att undersoka resultat som i efterhand ser konstiga ut, om nagon ifragasatter
era resultat maste ni kunna saga antingen att ni kan eller att ni inte kan reproducera dem. Ni far inte
hamna i en situation dar ni inte vet om ni tror pa ert resultat eller inte.

Dokumentera under arbetets gang!

Pa samma satt som det ar viktigt att dokumentera de yttre forutsattningarna sa ar det viktigt att
dokumentera arbetets gang. I vilken ordning gjordes matningarna. Ofta kan man t ex misstanka att
matinstrument “drivit” under arbetets gang. Har man koll pa i vilken ordning man gjort vad ar det
enkelt att kontrollera.

Berakna delresultat!

Listan pa laborationsrapporter som mynnar ut i “de hér resultaten verkar helt orimliga men nu i
efterhand kan jag inte forsta vad som gick fel...” ar lang. Se till att din rapport inte hamnar dar! Grova
overslagsberakningar och enkla diagram gjorda under laborationens gang kan ofta avsloja om det
smugit sig in nagon katt bland hermelinerna.

Vand om!

Vi kommer att bereda er mojligheten att titta upp pa labbet “dagen efter” om ni behover kolla nagot.
Under “sjalvstandingt arbete” pa schemat ar labb- och datorsalar bokade for kursen och assistenterna
finns 1 huset.

Misstanker man att nagot gatt galet bor man ga tillbaks och gora en kontrollmatning

Forelasning 2



