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Betingad sannofikhet. Oberoende hindelsenr.

Antag att vi vet att en tdrning fallit sd att den visar udda antal prickar.
Denna forhandskunskap pdverkar forstds vdra sanno]ikhetsberﬁkningar;

s& t.ex. dar nu P (3 prickar) = % i motsats till %-som

skulle gdllt om vi ingenting vetat.

Allmint gdller att om en hdndelse B intraffat och vi sedan soker sannolik-

heten for en hindelse A s& betecknas denna sannolikhet med P(A/B) (detta
utlises "sannolikheten for A betingat av B") och vi har:

p(a/B) = P{REB)

Ocksd denna formel ir 1itt att minnas om ytresonemang anvdndes. Vi har sd
att siga fitt B som nytt utfallsrum och P(A/B) blir di den def av detta
som A upptager dvs = P(AnB)/P(B). (ifr fig. 3).

)

Oom vi vet att hindelserna A och B dr oberocende av varandra s& inne-
bir detta att va forhandskunskap att B intrdffat inte pdverkar sannolik-
heten att A intriffar, dvs vi har P(A/B) = P(A). Insatt i (4) ger detta:

P(ANB) = P(A)-P(B) om A och B oberoende.

Not. Formel (4) kan skrivas P(ANB) = P(B)-P(A/B) och om vi hdr byter
A och B fir vi P(BNA) = P(A)-P(B/A). Men P(BNA) dr forstas 1ika med

P(ANB) och vi har sdledes:
P(ANB) = P(B)-P(A/B) = P(A)'P(B/A)

Denna dubbla mdjlighet att “10sa upp" P(ANB) kommer ofta till anvéndning
(Se ex. 6).

Not. Formel (5) kan generaliseras till:

P(A1nAZn...nAn) = P(A1)-P(A2)...P(An)

som alltsd gdller om héndelserna Ai ir oberoende. En motsvarande gene-
ralisering av (5A) existerar ocksd, men sjdlva formeln dr klumpig sd vi

skriver inte upp den, ggh2ﬁg%ﬁéﬂZfﬁéﬁ&ngaVliifl§94h%;)

* [ sjilva verket giller hir « dvs P(AnB) = P(A):P(B) &r
definitionen pd oberoende mellan tva hdndelser.
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Ex. 6 Vi har tvad urnor. Den forsta urnan innehdller 2 vita och 3 svarta

kulor, medan den andra urnan innehdller 1 vit och 2 svarta. En kula
tages pad mi&fd frdn den forsta urnan och ldgges (utan att man ser dess
firg) i den andra urnan. Darefter drages en kula (p& m&fd) ur denna
andra urna.
a) Vad dr sannolikheten att den dragna kulan ar vit?
b) Betingat av att den dragna kulan dr vit, vad dr sannolikheten

att den overflyttade kulan var svart?

Lésning: Man ska alltid bdorja med att infora beteckningar for de ingdende
hindelserna. Darvid ska man se till att man inte infor for fd be-
teckningar (d& gir inte talet att 18sa) eller for ménga (da blir
det svaroverskddligt). Vi infor hdr: V1 = den overflyttade kulan
ar vit. S‘ = den overflyttade kulan dr svart. V2 = den dragna kulan
dr vit. S2 = den dragna kulan dr svart. (Genom att anvénda S1 = V1
och S2 = V2 kunde vi klarat oss med farre beteckningar men det
hade hir inte varit nigon sdrskild vinst.) Nasta steg ar att skriva
upp vad som ir givet. Vi har P(V ) = % = 5 P(S ) =
P(V AL ) = 1 (ty om vi vet att en vit kula f]yttats over har vi
fétt 2 vita kulor i den andra urnan och 4 kulor totalt).

samma satt: P(V2/51) = Z

Nu Svergdr vi till att se vad som ar sokt. I a) giéller det att be-
stdamma P(VZ)' Eftersom handelsen V2 alltid intrdffar tillsammans
med minst en av handelserna V1 och S1 gdller att V, = Vzn(V1US1)
dvs. enl rdknelag 1 sid 4 har vi V2 = (vznv1)u(v2ns1). Detta ger
P(V,) = PU(V,nV,)U(V,0S,)) = (2) = P(V,nV,) + P(VyNS,) -
-P((V20V1)n(Van1))- Eftersom V, och S, inte kan intrdffa
samtidigt kan inte heller (V2nV ) och (V ns, ) intrdffa samtidigt,
dvs.P((V,nV,)n(V,nS,))= 0 - -PLV,) = PNV, ) + P(V,nS, ) = (5A)

=P(Y,)- P(vz/v ) + P(s )-P(V,/S,) = (enl. det givna) - 2.2,3.1-
= 20
I b) ska vi tydligen bestamma P(S1/V2). Vi har P(S1/V2) = (4) =
: P(S4NV,) _ (5n) - P(Sy)-P(Vy/Sy) _3/5:1/4 _ 3
PIV,] ™ ~ PTV,) 7720 7°

Not. Vad vi gjort i a) dr att vi (i princip) hdrlett en lag som kallas
totala sannolikhetslagen. Under hdnvisning till denna kunde vi direkt ha
satt upp sambandet P(V ) = P(V1) . P(VZ/V1) + P(S1) . P(VZ/S1) . Knepet att
"vinda pa bet1nqn1wnen" som vi anvint i b) ar huvudidén idens.k."Bayes
sats". Fragestdllningen i b) kan forefalla ovanlig, men i sjdlva verket finns

det minga praktiska situationer ddr Bayes sats kommer ti11 anvandning.
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ITI.  STOKASTISK VARIABEL.

Uttrycket "stokastisk variabel" kan skrimma vem som helst, men i sjalva
verket ror det sig om en smart form av beteckningssdtt som vi faktiskt
redan har anvdnt oss av. Nar vi ndmiigen i exempel 5 anvinde X for att
beteckna antalet prickar vid kast med en tarning, s& var det just en sto-
kastisk variabel vi inférde! Mera allmant gdller foljande:

En storhet X vars vdrde beror p3 slumpen kallas for en stokastisk varia-
bel. Mdngden av de virden som X kan antaga betecknas QX. Om QX har
dndligt eller numrerbart odndligt® midnga element s& kallas X for diskret.

Ex. 7 I tdrningsexemplet ir 9 = {1,2,3,4,5,6} och X fo1jaktligen
en diskret stokastisk variabel.

Ex. & Tdrningen kastas till dess man far en sexa. Lit X beteckna antalet
kast som behdvs. 9y = {1,2,3,4...} . Hdr dr antalet element i Q

inte dndligt, det finns ju ingen dvre grans for antalet kast som be-
hovs for att f& en sexa. (Visserligen dr sannolikheten for att man
skulle f& hdlla pd mer in sag 1000 gdnger "forsvinnande liten" men
det var ju inte detta det gillde.) Antalet element ar dock numrer-
bart oandligt varfor X &ir diskret.

For en s.k. kontinuerlig stokastisk variabel X Hr antalet element

i QX “fler dn" numrerbart oindligt manga.

Ex. 9 Om ett visst arbete vet man pd forhand bara att det tar mellan |
och 6 timmar att utfora. L&t X beteckna tidsdtgéngen for arbetet
ifrdga. QX omfattar nu i princip alla reella tal mellan | och 6
och denna mdngd gdr inte att numrera. Detta X dr sdledes en konti-
nuerlig stokastisk variabel.

Not. Inforandet av stokastiska variabler ir mycket praktiskt men man f&r noga
hd1la i minnet att X &r en beteckning och inte ett tal. F51jande exempel
illustrerar en vanlig typ av misstag.

* “Numrerbart odndligt" innebdr att elementen i princip kan numreras,

men att det inte finns ndgot "sista" element.
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Ex. 10 En pad mafd uttagen dggkartong innehaller sex dgg vilkas vikter kan
betraktas som stokastiska variabler. L3t Y beteckna vikten av
alla sex dggen. Hur ser sambandet mellan Y och de enskilda dgg-

vikterna ut?

Lobn&ng Helt fel vore Y = 6X dir X dr den enskilda dggvikten, ty detta
skulle svara mot att alla Zggen vdgde exakt lika mycket. Rdtt dr
jstdllet Y = X1 + X2 +o..% Xg dar Xi.v1kten av dgg nr 1.
(i=1,2,...,6). Obs. att vi har anvdnt ":" istdllet for "=" mellan
den stokastiska variabeln (X ) och det den betecknar. ("=" &r
annars mycket vanligt men egent11gen inte sirskilt logiskt).

De virden som X antar ar ddremot tal och fdr att ange att X tar vdrdet
x skriver man X = x dir alltsd (stora) X @r en symbol for ndgot slump-
missigt och (1il1la) x @r ett tal. (Den som inte kan skilja p& stora och
sma bokstdver kommer tyvdrr inte att gd langt inom matematisk statistik!)
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IV DISKRET. STOKASTISK VARIABEL.

Antag att vi har en diskret stokastisk variabel X. For att fullstandigt
beskriva hur de virden den antar beror pd slumpen, midste vi kidnna P(X =x)
for alla X €Qy. P(X=x), som ar en funktion av X, betecknas px(x)
och kallas for sannolikhetsfunktionen for den stokastiska variabeln X.

Sannolikhetsfunktionen har foljande viktiga egenskaper:

b
1. 0< px(x) <1 for alla «x 2. Pla<X<b)=7¢g px(x)
- - - - -7 X=a
+c0
3. 1= 1 p,(x)
- X==00 X

Vi har hdr antagit att Qy = {alla heltal} samt att a och b j&pr heltal;
ingetdera antagandet innebir ndgon inskrankning.

Bevis: 1. foljer omedelbart eftersom px(x) dr en sannolikhet for alla «x.
2. foljer av formel (3) ty P(a < X <b)=P((X = a)u...u(X = b))
och dessa handelser ar disjunkta. (Jfr. noten nedan!)

3. foljer av 2. om vi sdtter a= - och b= += och observerar att
P(-2 < X < ) =1,

Ex. 11 (forts.av ex.7) Vi har direkt att pX(x) =1/6 om x =1,2,...,6
och =0 annars.

Ex. 12 (forts.av ex.8) Infor Si = j:te kastet ger sexa. Det ir forstandigt
att alltid borja med att berikna px(x) for ett visst x-virde innan
man tar sig an ett allmint x. Vi bérjar med t.ex. px(3): py(3) =
= P(X =-3) = P(S?nSEnS3) = (enligt (6) med. n = 3; vi antar forstas
att utfallen av de olika kasten ir oberoende av varandra) = P(ST)-
-P(S;)-P(S3) = g-- §-° % = (%) . % . Analogt fér vi for allmint «x

(eny): P(x = x) =% 1. 1

5yx-1 1
(=), om x=1,2,3...
Svan: pX(x) {6 3

0 annars

Not. Av detta kan vi nu t,ex. rikna gt P(3 <X <5) = P((X=3)u(X=4)u(X=5))=

= (3) = P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) = 23 Py(x) ete.
X=
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Oberoende diskreta stokastiska variablen.

Om samtliga de hdndelser som (de stokastiska variablerna) X och Y be-
skriver dr oberoende sdges X och Y vara oberoende. Mera exakt gidller

(ifr (5)).

Def. P((X=x)n(Y=y)) = P(X=x)-P(Y=y) for alla x ochy « X och Y ir
oberoende (stokastiska variabler).

Om vi infér Py Y(x,y) = P((X=x)n(Y=y)) kan definitionen ovan skrivas mer
kompakt

De{. pX’Y(x,y) = px(x)'pY(y) for alla xochy e X och Y oberoende.

Vintevinde.

Antag vi kastar vdr td@rning 600 ggr och sedan bestdmmer medelantalet prickar
per kast dvs, vi berdknar sammanlagda antalet prickar i de 600 kasten och
delar med 600. Sdg att aj dr det antal kast av de 600 som givit J
prickar. Totalsumman blir d& 1 ~a1.+2 °a2-+....-+6 " g och det stkta medel-
1-a1+2-a2+...+6-a6 ay 2,

talet M = 00 . Men detta kan skrivas M = 1'€UU"+ 2. Zo0 *

a
+ ...+ 6° Eé% och eftersom Ay M A, ™. N 100 bor gdlla om tdrningen

dr symmetrisk sd fér vi M« 1-‘% + 2 -% +,..+ 6 -% = 3.5,

Det ligger ndra till hands att formoda att ju fler kast man gor, desto
ndrmare kommer man 3.5 och kunde man gora odndligt mdnga kast sd skulle
man fd precis 3.5. S& dr det ocksd, men det dr inte frdga om ndgon konver-
gens i vanlig mening utan om vad som brukar kallas "konvergens i sannolikhet"
dvs. vad som galler &r att P(|M-3.5] > ¢) - 0 d& antalet kast vixer.”

(e dr ett godtyckligt tal > 0).
+00
Vi leds nu till foéljande definition; E(X) = x- px(x) ddr vinsterledet

x:-oo

utldses "vdntevdrdet for X" (jfr. engelska “"expectation").

Not. En analogi med mekanik dr hdr nyttig, Om sannolikhetsfordelning upp-
fattas som en gérdelning av massan 1 pd x-axeln, sd kommer E(X) att
motsvara tyngdpunkten i denna massfordelning. (Detta sdtt att se saken ger

direkt (rita figur!) svaret i ex. 13!)

* Den uppmirksamme ldsaren ser att M har uppfattas som en stokastisk

variabel. (Vilket den ocksa dr innan vi gjort kasten. #@RgWiag 487
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