Sannolikhetslara

O_d__mﬁm till NCT
Random experiment =Slumpférsok
— Outcome=Uftfall
— Sample space=Utfallsrum
~ Event=Handelse
- Set=Mangd
— Subset=Delméangd
— Union=Union
— Intersection=Snitt
— Complement=Komplement
— Mutually exclusive=Varandra uteslutande, oférenliga, disjunkta
— Collectively exhaustive=Uttémmande
— Probability=Sannolikhet
— Complement rule=Komplementsatsen
— Addition rule=Additionssatsen
— Conditional probability=Betingad sannolikhet
— Multiplication rule=Multiplikationssatsen
— Independent=Oberoende
— Bayes’ theorem=Bayes’ sats



I. KOMBINATORIK OCH SANNOLIKHET.

Ndr man ska bestdmma sannolikheten for att f& en sexa vid ett kast med en
tdrning delar man "ett" med "sex". Har dr "ett" det antal fall som &r
gynnsamma for att man ska f3 en sexa medan "sex" dr antalet mdsfiga fall*,
Samma sdtt att rdkna kommer till anvdndning i foljande exempel:

Ex. 1 Ett kombinationslds kan Oppnas om tre spakar stdlles pd ett visst
satt. Den forsta spaken har tre ldagen och de bdda Ovriga tvd ldgen.
En person stdller in l14set helt pd mdfd (detta betyder att alla in-
stdllningssdatt dr 1ika sannolika). Vad dr sannolikheten att 1&set

gadr att oppna?

Lésning: 1 foljande “slékttrddsliknande" diagram motsvarar varje vidg
fradn 0 till * ett instdllningssdtt av lasspakarna.

* * Kk x * * ok Kk 5 x  x %

Antalet mdjliga instdlIningssatt (=m) dr detsamma som antalet *
och det dr klart frdn diaqrammet att detta antal dr = 3:2.2.
Detta dr ett exempel p& den mycket anvindbara multiplikations-
prineipen (i fortsdttningen kallad M-principen). Antalet gynn-
samma fall (=g) dr forstds 1 och vi fdr den sokta sannolikheten
p=g/m=1/12.

For att j vissa situationer effektivt kunna rdakna antalet fall behdvs
begreppet (2). Vi infor nu detta:

Ex. 2 Hur mdnga tresiffriga tal med of€ika siffror kan man f& frén siff-
rorna 1, 2,..., 9?2 ("0lika" ska tolkas som "alla tre olika".)

Lésning: Talets forsta siffra kan vdljas p& 9 sdtt och for vart och ett
av dessa sdtt kan (eftersom siffrorna ej fick vara lika) den andra
siffran vdljas pd 8 sdtt och for vart och ett av dessa 9-8
sdatt kan den tredje siffran valjas pd 7 sdtt. Totalt (enl. M-
principen) kan s8ledes 9-8-.7 tresiffriga tal med olika siff-
ror bildas frin 1,2,...,9.

* Obs. att denna berdkning forutsatter (vilket vi ocksa gor i fortsdtt-
ningen) att samtliga fall r 1ika sannolika. (I tdrningsexemplet betyder
detta att inte tdrningen dr “sned"” pd nggot vis!)
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Vi skulle ocksd kunna gora pd foljande sdtt: Forst vdljer vi ut
vilka siffror som skall ingd i det tresiffriga talet (14t oss
kalla detta antal sdtt for x) och bestdmmer oss sedan for vilken
av dessa tre siffror som ska vara talets forsta siffra (detta
kan goras pd 3 sdtt), ddrefter vilken siffra som skall vara ta-
lets andra siffra (2 sdtt) och slutligen vilken talets sista
siffra ska vara (1 sitt). Totalt (enl M-principen) x.3-.2.1

sdtt. Tillsammans med resultatet nyss ger detta: 9.8 .7=x-3-2+1dvs.
x= 2T v x = grir = T

TﬁggyrET brukar betecknas (E) och vi har alltsd att x=(g)(=84).
Talet x anger antalet satt att vdalja ut 3 olika siffror av

9 ndr man inte tar hansyn till den ordning i vilken de utvdljes
(S8 att sdga antalet "rédmaterial” till tresiffriga tal med olika
siffror.)

Ex. 3 Fré&n en vdl blandad kortlek (52 kort) far man 13 kort (en giv i
bridge!). Vad dr sannolikheten for att man f&r 5 spader, 2
hjdrter, 6 ruter och inga kidver?

Lésning: "Vdl blandad" tolkas som att varje urval av 13 kort frén de
52 har samma sannolikhet att erhdllas. Antalet mojtiga fall dr
(?g) eftersom man inte bryr sig om i vilken ordning man fér upp
korten, utan bara intresserar sig for v.ifka kort man fir upp
Antalet gynnsamma fall far man pd foljande satt: Det finns ( )
sdtt att vdlja ut de 5 spaderkorten och for vart och ett av dessa
satt finns det (13) satt att valja hjdrterkorten etc. M-principen
‘gernu g = (13) () - () - (P) fall. (Eftersom 01 definieras
§ =13 (13) ar med bara for att gora det hela s&
generellt som m0311gt )

som 1 blir (1
-
(%)

(Vi avstdr frén sjdlva den siffermdssiga berdkningen, och pdpekar bara att

~* Den sokta sannolikheten =

den kan underldttas dels genom forkortning dels genom Stirlings formel:

n ,
n!ns(%) - /Zun som gdller for stora vdrden pd n.)

Ex. 4(F6r den som ocks& tycker om poker.) Vad ir sannolikheten att man vid
giv i poker (5 kort!) f&r precis fyra spader?
(13) (39)
( ). ( ) = sokt sannolikhet p = = ———zszs——és
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(Det finns ju 13 spadakortoch 39 kort i de andra fdrgerna. Ocksd hér har

M-prin®ipen anvdnts vid berakn1ngen av g.)

Lésning: m = (if)




IT.  HANDELSER OCH SANNOLIKHET.

Betrakta &terigen ett tdrningskast. Mangden mojliga utfall kallas utfalls-
rummet och betecknas Q. (Hir &r Q = {1,2,3,4,5,6}.) Hindelser (i samband
med tdrningskastet) kan uppfattas som delmdngder av @ . Som delmangder av -
Q@ rdknas da dven Q sjdlv, samt @ (den tomma méngden). Foljande exempel
(med héndelserna i det vinstra ledet och mangderna i det hiogra) illustrerar
sambandet:

Ex. 5 (L&t X beteckna antalet prickar som tdrningen visar)

a) (X =4) = {4} b) (X<3)=1{1,2,3} ¢)(X<7) =g
d) (X>7) =9 e) (X udda) = {1,3,5)

Detta att hdndelser kan uppfattas som mangder dr ndgot som giller allmint.
Ocksd de operationer man kan gira pd mangder ( t.ex.snitt, union och komple-
ment) har sin motsvarighet for handelser som vi ser av foljande tabell:

Hindelse Motsvarande mangd

A intraffar A

B intrdffar B

A intrdffar ej A* (* betecknar komplement)
Bdde A och B "_ :
intrdffar AnB (n - snitt)
Minst en av A AUB (U -"- union)
och B intraffar

(uttrycks ibland

som:"ndgon av A

och B intriffar"

Not. Motsvarigheten mellan hindelser och mangder avspeglar sig ocks& i
beteckningar,t.ex.Q for en siker hindelse (dvs, en hindelse som med

100%7g sannolikhet intrdffar) och pd samma sdtt stdr p for en omojlig
handelse. Vidare ser man ofta i matematiskt statistiska sammanhang uttryck
som "snitthandelse" "komplementhindelse" etc.

Ndgra réknelagar som giller for mangder (och dirmed ocks& for hdndelser)
ar:
1. An(BuC) = (AnB)u(AnC) (jfr. a(b+c)=ab+ac dir a,b och c dr tal.)

A*nB*

2. (AuB)*

}w
L]

(AnB)* = A*y B*



(1)

(2)

(3)

Vi kan 1dtt verifiera dessa lagar genom att rita mangddiagram, (1idmpligen
ritar man ddrvid hdger och vdnster-led var for sig.) Vidare kan t.ex. 2
tolkas i ord sdlunda: "Att inte ndgon av A och B intréffar dr detsamma
som att bdde A* och B* intriffar."

Sannolikhet.

Om vi tdnker oss mdngddiagrammen ritade sd att ytan av A dr lika med
sannolikheten for hdndelsen A blir det 1itt att minnas de lagar som
gdller for sannolikheter.

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4
Q Q Y J Q 2;) 8
A
A A pc
Fran fig.1 f&r vi (om sannolikheten for hindelsen A betecknas P(A)):

P(A) = 1-P(A*) eftersom ytan av Q &r 1 (ty Q d&r ju en siker
hdandelse dvs. P(Q) = 1).

Fig.2 illustrerar det fall ndr ett utfall i B automatiskt ocksé ligger
i A. dvs dd hdndelsen B medfor A. Vi har d& P(B) < P(A). Férn att
visa att tvd hdndelser har samma sannolikhet nicker det dirgén att visa
att hdndelserna medfon varandra Gmsesidigt (dvs. att AeB gdllen.)

Fig.3 ger oss det viktiga sambandet P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)
(ytan av AnB rdknas ju tvd génger d& man lidgger ihop P(A) och P(B)
och midste alltsd dras bort for att man ska f& ytan av AUB).

I fig.4 slutligen &r mdangderna disjunkta dvs. ingen av motsvarande hindel-
ser kan intrdffa samtidigt som ndgon av de andra. Vi har P(AUBUC) =
= P(A) +P(B) + P(C). Denna relation kan 1itt generaliseras till:

n
P(A1UA2U ...uAn) = .f

P(A.)
i=1 !

som alltsd gdller nar Ai:na ar disjunkta.

Not. (3) gdller dven for n = =,
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