6.

STOKASTISKA VARIABLER

6.1 Stokastiska variabler

Om vi tar en lott i ett lotteri med penningvinster ar vi givetvis intresserade
av om vi vinner eller inte. I det féregaende kapitlet har vi diskuterat problem
av typen "hur stor ar sannolikheten att vi ska vinna”. Men det finns dven
andra saker vi ar intresserade av vid lottkop. ”"Hur mycket vinner vi om
vi vinner” och "hur mycket vinner vi i medeltal om vi koper en lott varje
manad” ar tva fragor vi kan vara intresserade av.

Vid kontroll av belysningen hos bilar ar vi kanske mer intresserade av hur
manga bilar som hade juste belysning éan av sannolikheten att en slumpmassigt
utvald bil har juste belysning. Vid livslangdsprov av en glodlampa ar vi in-
tresserade av hur lang tid lampan fungerar etc.

I dessa exempel &r vi intresserade av en variabel, vars vérde (lotterivinst,
antal bilar med juste belysning, glodlampans livslangd) bestdms av utfallet av
ett slumpmassigt forsok. En sadan variabel kallas for en stokastisk variabel.
Ibland sdger man ocksa slumpvariabel for att tydliggéra kopplingen mellan
variabelns vérden och utfall fran ett slumpméssigt forsok.

I detta kapitel skall vi studera stokastiska variabler samt nagra matt som
karaktédriserar dem. Pa samma satt som vi skiljer pa diskreta och kon-
tinuerliga variabler skiljer vi har pa diskreta och kontinuerliga stokastiska
variabler.

Stokastiska variabler brukar betecknas med versaler i slutet av alfabetet, X,
Y, Z, U, V osv. Nar det slumpmaéssiga forsoket som definierar en stokastisk
variabel har utforts och utfallet har observerats vet vi salunda véardet pa
variabeln. Ett observerat viarde pa en stokastisk variabel ar alltsa i sig inte
slumpmassigt. Det ar darfor viktigt att skilja pa stokastiska variabler och
deras observerade varden. Darfor brukar observerade varden betecknas med
motsvarande gemener, dvs om X ar en stokastisk variabel betecknas dess



observerade varde med z, om Y ar en stokastisk variabel betecknas dess
observerade varde med y osv.

Exempel 6.1

Antag att vi utfor det slumpmaéssiga forsoket "kontroll av belysningen pa
tio bilar”. Lat A vara handelsen att belysningen fungerar pa en bil som
kontrolleras. Ett testprotokoll kan t ex visa foljande resultat

AAAAAAAAAA

Vid forsoket ar vi intresserade av hur manga bilar belysningen fungerar for.
Vi ar alltsa inte intresserade av foljden testresultat som sadan, utan endast
antalet A i sekvensen av kontrollresultat. Darfor definierar vi en (diskret)
stokastisk variabel som antalet bilar med fungerande belysning. Lat X vara
symbol for den stokastiska variabeln. X anger alltsa hur manga bilar som
har juste belysning. De varden som X kan anta ar 0, 1, 2,..., 10. For det fall
som protokollet redovisar fick vi tydlligen utfallet z= 7, men vid en annan
upprepning av forsoket (med tio andra bilar) kan vi fa ett annat utfall och
ett annat varde pa X. |

Exempel 6.2

Betrakta ett forsok att bestdmma livslangden i timmar for ett visst slags
glédlampor. Antag att man vet att utfallsrummet &r intervallet [1200, 1800].
Definiera en (kontinuerlig) stokastisk variabel X som livslingden hos en
glodlampa. De virden som X kan anta utgor intervallet [1200, 1800]. |

Det vérde som en stokastisk variabel antar bestams alltsa av ett slumpmassigt
forsok, dvs mot varje utfall i utfallsrummet svarar ett tal, vilket ar den
stokastiska variabelns varde. Att den stokastiska variabeln antar ett visst
tal betraktas da som en héndelse. Sannolikheten att den stokastiska vari-
abeln antar ett visst tal bestdms darfor pa samma séitt som vi bestammer
sannolikheten for en handelse, dvs vi summerar sannolikheterna for de utfall
som leder till handelsen.

Vi kan ocksa ténka oss att definiera ett nytt slumpmaéssigt forsok, vars utfall-
srum utgors av de tal som den stokastiska variabeln kan anta. Utfallsrum-
met tillsammans med motsvarande sannolikheter bildar da, liksom tidigare,



en modell av den stokastiska variabeln. En modell av en stokastisk variabel
kallas sannolikhetsfordelning.

Exempel 6.3

Betrakta forsoket ”kasta ett mynt tre ganger och notera vilken sida som
kommer upp vid varje kast”. Utfallsrummet och motsvarande sannolikheter
visas i tabell 6.1. Definiera nu en stokastisk variabel X, som ”antal ganger
vi far krona”. Mot utfallet (KL, KL, KL) svarar talet 0 eftersom vi inte far
nagon "krona” alls i det utfallet. Eftersom utfallet (KL, KL, KL) &r det enda
utfall som ger vardet 0 pa X far vi

P(X =0) =P (KL, KL, KL) = 1/8

X antar virdet 1 om vi far nagot av utfallen (KR, KL, KL), (KL, KR, KL)
eller (KL, KL, KR). Dérfor ar

P(X=1) = P((KR, KL, KL)U (KL, KR, KL) U (KL, KL, KR))
1 1 1 3

8§ 8 8 8

Pa motsvarande sitt far vi de ovriga sannolikheterna. Vi ser ocksa att ut-
fallsrummet for X &r Qx = {0,1,2,3}. Den hogra delen av tabell 6.1 utgor
saledes sannolikhetsfordelningen for den stokastiska variabeln X. |

Tabell 6.1 Sannolkhetsfordelningen for den stokastiska variabeln ”antal
krona vid kast med tre mynt” bestams fran sannolikhetsmodellen for
forsoket ”kasta tre mynt”

Utfall Sannolikhet r P(X =x)
(KL, KL, KL) 1/8 0 1/8
(KR, KL, KL) 1/8
(KL, KR, KL) 1/8 1 3/8
(KL, KL, KR) 1/8
(KR, KR, KL) 1/8
(KR, KL, KR) 1/8 2 38
(KL, KR, KR) 1/8
(KR, KR, KR) 1/8 3 1/8



Exempel 6.4

Betrakta forsoket att kasta tva tdarningar. Lat X vara summan av prickarna
pa de tva tdrningarna. Utfallsrummet for varje tarningskast ar {1,2,3,4,5,6}
och den diskreta stokastiska variabeln X kan anta vardena 2, 3, ..., 12.
Motsvarande sannolikheter bestams genom att summera sannolikheter i det
forsok som genererar variabeln. T ex far vi

P(X=2)=P(1,1)=1/36

och
P(X=3)=P((1,2)U(2,1)) =1/36+1/36 = 2/36.1

Observara att det dr mojligt att definiera manga olika stokastiska variabler
till varje slumpmassigt forsok.

Exempel 6.5

Betrakta exempel 6.4. Déar definieras den stokastiska variabeln X som prick-
summan vid kast med tva tdrningar. Det visade sig att utfallsrummet for
X ar Qx = {2,3,...12}. Lat Y vara produkten av antalet prickar pa
tarningerna. Tydligen ar Y ocksa en stokastisk variabel. Utfallsrummet for
Y ar Qy = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12, 15,16, 18,20, 24, 25,30, 36}. Ett tredje
exempel pa en stokastisk variabel definierad fran samma forsok far vi om vi
bildar skillnaden mellan antalet prickar pa den tarning vi kastar forst och
den vi kastar sedan. Om vi kallar den stokastiska variabeln for Z far vi
Qy={-5,-4,...—1,0,1,2,...,4,5}. &

6.2 Frekvens- och tathetsfunktionerna

Lat X vara symbolen for en stokastisk variabel. Vi skall nu studera sanno-
likhten att X antar ett visst virde, t ex hur stor ar sannolikheten att X
antar viardet 8 om X &r antalet bilar med fungerande belysning da vi testar
10 bilar, dvs vad ar P (X = 8)7 For diskreta stokastiska variabler &r den sa
kallade frekvensfunktionen ett anvindbart hjalpmedel da man soker sanno-
likheter av det hér slaget. Frekvensfunktionen brukar betecknas med f ()
och definieras genom



Exempel 6.6

Betrakta forsoket att kasta tva tarningar i exempel 6.4 och lat X vara sum-
man av antalet prickar som tarningarna far. Det géller da att

£(12) _ P(X =12)=1/36

Vi kan givervis anvénda f (x) for att berdkna alla sannolikheter om X som
vi ar intresserade av, t ex far vi sannolikheten att X &r udda genom

F@+fFG)+ (M) +F(9)+f(11)
— 2/36+4/36 + 6/36 + 4/36 + 2/36
— 18/36 =1/2.

Pa motsvarande séitt kan vi berdkna sannolikheten att X ligger i ett visst
intervall, exempelvis

PASX<8) = fA+fE)+f6)+F(T)+f(8)
— 3/3644/36 +5/36 + 6,/36 + 5/36 = 23/36. W

Sannolikhetsfordelningen for en diskret stokastisk variabel kan sammanfattas
i en tabel, pa det sdatt vi har sett i exemplen, eller i ett stolpdiagram. Ett
stolpdiagram for den stokastiska variabeln ”pricksumman vid kast med tva
tarningar”, som diskuterades i exemplen 6.4 och 6.6, visas i figur 6.1. I
manga fall 4r det dven mojligt att ange frekvensfunktionen genom att ange
en formel. For pricksumman vid kast med tva tarningar kan vi skriva
el =23,...,7
f(x)—{ 135 r=809,....12 "

cey
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Figur 6.1 Frekvensfunktionen fér ”pricksumman vid kast med tva
tarningar”

Exempel 6.7

Langden pa en slumpméssigt utvald 18-aring ar en stokastisk variabel. Beteckna
den stokastiska variabeln med X. Om vi méater langden i hela cm &r X diskret
och vi kommer att fa en viss sannolikhet att X &r lika med 180 cm. Beteckna
denna sannolikhet med p;. Mater vi langden i hela mm, dvs med en storre
noggrannhet, ar X fortfarande diskret. Om p, ar sannolikheten att X ar
lika med 1800 mm, s& &r p, < py (forklara varfor!). Okar vi precisionen
ytterligare kommer motsvarande sannolikhet att bli &nnu mindre. For varje
okning i matnoggrannheten kommer ocksa X att bli mer lika en kontinuerlig
stokastisk variabel. Om matningen gors med ”hur stor precision som helst”
far vi att X ar en kontinuerlig stokastisk variabel och att sannolikheten att
X ar precis 180 ¢cm ar noll. H



Av exempl 6.7 framgar att vi inte kan definiera frekvensfunktioner for kon-
tinuerliga stokastiska variabler. Gjorde vi det skulle ju frekvensfunktionen
alltid bli noll i det kontinuerliga fallet. 1 stallet for att arbeta med sanno-
likheter att variabeln antar speciella tal, som i det diskreta fallet, arbetar
vi med sannolikheter att variabeln antar varden i ett intervall av tal i det
kontinuerliga fallet. Vi definierar darfor tdthetsfunktionen for en kontinuerlig
stokastisk variabel sa att sannolikheten att variabeln antar ett vérde i ett
visst intervall ar lika med arean under frekvensfunktionen i intervallet, se
figur 6.2. Matematiskt kan detta uttryckas som

P(angb):/f(x)dx

dar a och b ar intervallgranserna och X &r en stokastisk variabel med téathets-
funktionen f(x). B
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Figur 6.2 Sannolikheten att en stokastisk variabel far ett varde i ett
intervall (a,b) ar lika med arean under tathetsfunktionen.



Tathetsfunktionen kan askadliggoras med ett diagram som i figur 6.2. Vanli-
gen anges tathetsfunktionen med en formel. En viktig sannolikhetsfordelning
ar den sa kallade normalfordelningen, vilken beskrivs nérmare i kapitel 8.
Dess tathetsfunktion kan skrivas

f () = ——e e

oV 21

Med hjilp av frekvensfunktionen respektive tathetsfunktionen kan vi berakna
vilka sannolikheter som helst. Darfér kan vi sidga att frekvensfunktionen
eller tathetsfunktionen fullstandigt karaktariserar sannolikhetesfordelningen.
Kunskap om frekvens- eller tathetsfunktionen innebar alltsa fullstandig kun-
skap om sannolikhetsfordelningen.

6.3 Fordelningsfunktionen

Vid sidan om frekvens- och tathetsfunktionerna for stokastiska variabler
spelar fordelningsfunktionen en stor roll. Vi anvénder symbolen F'(z) for
fordelningsfunktionen. Den anger sannolikheten att den stokastiska variabeln
skall anta ett varde som ar mindre én eller lika med ett tal z, dvs

F(z)=P(X <)

for en stokastisk variabel X. Da X ar diskret géller det darfor att

Fx)=) f(1)

t<zx

och da X &ar kontinuerlig att
Flz) = / £ (1) dt.

Frekvens- respektive tathetsfunktionen och fordelningsfunktionen ar alltsa
narbeslaktade med varandra. Kénner man den ena kan man, savida man
inte stoter pa rent matematiska svarigheter, berdkna den andra. For en
diskret stokastisk variabel &r fordelningen en sa kallad trappstegsfunktion,

8



den ar konstant utom i de varden som variabeln kan anta varden. Dar gor
funktionen sprang och sprangens storlek motsvarar sannolikheten att vari-
abeln skall anta detta varde. Ett exempel visas i figur 6.3 Sambandet mellan
tathetsfunktionen for en kontinuerlig stokastisk variabel och fordelningsfunktionen
finns illustrerad i figur 6.4.

1,00 4,—|_|

0,80

0,60

F(x)

0,40-]

0,20

0,00 T T T T T T
2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00

Figur 6.3 Fordelningsfunktionen fér en diskret stokastisk variabel ar en
trappstegsfunktion

Exempel 6.8

Betrakta forsoket att kasta tva tarningar igen. Tydligen géller det att
F(2) = f(2)=1/36
F@) = f(2)+/(3)=1/36+2/36=3/36
F4) = fQ+f@3)+f(4) =1/36+2/36+3/36=6/36

F(12) = }“(2)+f(3)+...+f(12):1.

Figur 6.3 visar en figur av denna fordelningsfunktion. [ |



Figur 6.4 Sambandet mellan tathetsfunktionen f(x) och
fordelningsfunktionen F(x) for en kontinuerlig stokastisk variabel

6.4 Vantevarde och varians

Fran avsnitt 6.2 vet vi att frekvens- respektive tathetsfunktionerna for en
stokastisk variabel fullstdndigt karaktariserar sannolikhetsférdelningen for
variabeln. Olika stokastiska variabler kan ha olika sannolikhetsfordelningar
och darmed olika frekvens- eller tathetsfunktioner. Olika frekvensfunktioner
kan sedan vara skilda at betraffande lage, som i figur 6.5 eller betraffande
spridning, som i figur 6.6. I det hér avsnittet skall vi dgna oss at nagra enkla
matt som just anger ldget och spridningen for fordelningar for stokastiska
variabler. Givetvis kan olika frekvens- och tathetsfunktioner &ven ha andra
skillnader. De kan t ex vara symmetriska eller sneda, se figur 6.7 for en
illustration. Sadana skillnader skall vi inte diskutera hér.
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Figur 6.5 Tva tathetsfunktioner med olika lagen

f(x) 047

0.37

0.27

0.17

L N I
r T T 1

-5 0 5 10 15

Figur 6.6 Tva tathetsfunktioner med samma lége men med olika spridning

11



f(x) 04T

03T

02T

01T

0 % % % |
0 25 5 75 10

Figur 6.7 En symmetrisk och en sned tathetsfunktionen

Exempel 6.9

Vid ett visst spel kan man vinna 10, 5, 2 eller 0 kronor. Definiera den
stokastiska variabeln X som vinsten i ett spel. X kan alltsa anta vérdena
0, 2, 5 och 10. Vi later sannolikheterna for de olika utfallen vara 0.4, 0.3,
0.2 och 0.1. Vi kan sammanstalla utfallen och sannolikheterna i en tabell pa
foljande sétt

Utfall z | 0] 2] 5 10
Sannolikhet | f (z) | 0.4 | 0.3 | 0.2 | 0.1

Antag att spelet spelas ett stort antal ganger, sig 1000 ganger. Vi vantar
oss da att de olika utfallen skall intraffa c:a 400, 300, 200 och 100 ganger,
dvs vi vantar oss en total vinst av c:a

400 - 0 + 300 - 2 + 200 - 5 + 100 - 10 = 2600 (kronor)

12



Den forvantade vinsten per spelomgang ar alltsa

400 -0+ 300 -2+ 200 -5 + 100 - 10

1000

400 300 200 100
- 0+ ——"2 . 1
1000 0+ 1000 i 1000 o 1000 0

— 04-040.3-2+40.2-540.1-10 = 2.60 (kronor)

Detta ar den stokastiska variabelns vantevdrde. Lagg marke till att vi mul-
tiplicerade de olika vardena som den stokastiska variabeln kan anta med
motsvarande sannolikheter och adderade de erhallna produkterna. H

Lat X vara en diskret stolastisk variabel som kan anta viardena x1, xs, .. ., x,.
Lat vidare frekvensfunktionen for X vara f(z). Det forviantade véardet
eller vintevirdet av X brukar symboliseras med E (X). Formellt definieras
vantevardet genom

E(X) = ao1f (z) +aof (22) + ...+ xnf (x0)

= Z%‘f (xz)

Lagg marke till att vantevéardet for en stokastisk variabel kan tolkas som ett
slags medelvarde. Vantevardet anger darfor laget hos frekvensfunktionen.

For en kontinuerlig stokastisk variabel definieras vantevardet analogt

o0

E(X):/xf(w)dx.

—00

Exempel 6.10

Betrakta det slumpméssiga forsoket att kasta tva tarningar i foregaende avs-
nitt. Har galler tydligen

13



z flx) =z f(z)
2 1/36  2/36

3 2/36  6/36

4 3/36  12/36
5 4/36  20/36
6 5/36 30/36
7 6/36  42/36
8 5/36 40/36
9 4/36  36/36

10 3/36  30/36
11 2/36  22/36
12 1/36  12/36
Summa  252/36

Viéntevirdet ar alltsa 252/36=7, dvs i medeltal forvantar vi oss att fa prick-
summan 7 da vi kastar tva tarningar. Bl

Som matt pa spridningen anvénds ofta variansen eller standardavvikelsen.
Om vi som vanligt later X vara en stokastisk variabel later vi V' (X) vara
symbol for variansen av X. Om X ar en diskret stokastisk variabel som kan
anta vardena w1, xs, ..., x, definierar vi variansen for variabeln genom

V(X)
= (21— E(X))"- f(x) + (w2 = B(X))*- f (22) + ..+ (20— B (X)) f (20)

n

= D (@m—EX) f(w)

=1

Om X ar en kontinuerlig stokastisk variabel definieras variansen analogt

genom
oo

V(X)=/(x—E(X))2f(x)dx

—00

Standardavvikelsen definieras som kvadratroten ur variansen. I figur 6.6 visas
tathetsfunktionerna for tva kontinuerliga stokastiska variabler, den ena med
stor varians, den andra med liten varians.
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Vid berékning av varianser for diskreta stokastiska variabler forenklas ofta
arbetet om man utnyttjar féljande samband

V0 =Y akf (@)~ (B (X))

Exempel 6.11

I exempel 6.9 kan variansen (och dven vintevirdet) berdknas enligt féljande

r  f(@) x-f(x) 2* f(z)
0 0.4 0 0
2 0.3 0.6 1.2
5 0.2 1.0 5.0
10 0.1 1.0 10.0
Summa 1.0 2.6 16.2
E(X) = 26

V(X) = 162-26>=9441

Exempel 6.12

Betrakta forsoket att kasta tva tarningar i exempel 6.8. Variansen fas genom

x flx) x-flx) 2 f(2)
2 1/36 2/36 1/36
3 2/36  6/36  18/36
4 3/36 12/36  48/36
5 4/36  20/36  100/36
6 5/36 30/36  180/36
7 6/36  42/36  294/36
8 5/36 40/36  320/36
O 4/36 36/36  324/36

10 3/36  30/36  300/36
11 2/36  22/36  242/36
12 1/36  12/36  144/36
Summa  252/36  1974/36

15
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36 36
(")Vﬂing 6.1

Lat X vara en stokastisk variabel som antar viardena 0 och 1 med sanno-
likheterna 0.3 respektive 0.7. Beridkna vénteviardet E (X) och variansen

vV (X).

Ovning 6.2

Berakna vantevardet och variansen for den stokastiska variabeln X i exempel
6.3.

évning 6.3

Vid ett forsok intraffar antingen utfallet A eller utfallet B varvid P (A) = 1/3
och P (B) = 2/3. Forsoket upprepas fyra ganger varvid upprepningarna sker
oberoende av varandra. Beridkna sannolikheterna for foljande handelser:

a) A intraffar minst en gang
b) A intraffar minst tva ganger

c) Till en av upprepningarna av forséket definieras en stokastisk variabel
X sadan att X = 1 om A intraffar och X = 0 om B intriffar. Bestdm
sannolikhetsférdelningen for X och berdkna véntevérde och varians for X.

d) Definiera en stokastisk variabel Y som antal ganger utfallet A intréffar
bland de fyra upprepningarna. Skriv upp frekvensfunktionen och fordelnings-

funktionen for Y. Los uppgifterna a och b med hjalp av sannolikhetsférdelningen
for Y.

e) Bestdm véntevirde och varians for Y.
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6.5 Nagra rakneregler for vantevarden och varianser

Ibland har man gladje av att transformera en stokastisk variabel till en an-
nan genom ett matematiskt uttryck. Om t ex vinsten vid forsiljning av en
viss produkt ar 50 kr per sald enhet och antalet salda enheter ar X, sa blir
den sammanlagda vinsten 50X kr. Om antalet salda enheter &r stokastiskt
kan vi vara intresserade av att berikna forvantad vinst, E (50X) och var-
iansen for vinsten V (50X). Ett annat exempel &r da R &r en observation
pa radien i en cirkel. Vi far da cirkelns area A genom transformationen
A = mR?. Observera att om radien R betraktas som en stokastisk variabel,
sa ar arean A ocksa en stokastisk variabel. Det kan da vara av intresse att
berdkna vantevéardet och variansen for cirkelns area. Det forsta exemplet ar
en linjar transformaton av en stokastisk variabel medan det andra exemplet
ar en olinjar transformation. I det hér avsnittet skall vi ge vantevarden och
varianser for linjara transformationer av stokastiska variabler.

1. Véntevaret av en konstant ¢ ar lika med konstanten sjalv:

E(c)=c.

2. Vantevardet av produkten av en konstant ¢ och en stokastisk variabel
X ar lika med produkten av konstanten och vantevéirdet av den stokastiska
variabeln:

E(cX)=cE(X).

3. Vinteviardet for summan av en konstant ¢ och en stokastisk variabel
X éar lika med summan av konstanten och véantevardet for den stokastiska
variabeln:

E(c+X)=c+E(X).

4. Variansen for en konstant ¢ ar lika med noll:

Vic)=0.

5. Variansen for produkten av en konstant ¢ och en stokastisk variabel X ar
lika med produkten av konstanten i kvadrat och variansen av den stokastiska
variabeln:

V(eX) =V (X).
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6. Variansen for summan av en konstant ¢ och en stokastisk variabel X ar
lika med variansen for den stokastiska variabeln:

Vie+X)=V(X).

Ovning 6.4

Betrakta forsoket att kasta tva tarningar och lat X vara den stokastiska vari-
abeln ”pricksumman”. I exemplen 6.10 och 6.12 har vantevardet respektive
variansen for X berdaknats.

a) Bilda en ny stokastisk variabel, Y, genom
Y =X-FE(X)
och berdkna vantevardet och variansen av Y.

b) Bilda ytterligare ev ny stokastisk variabel, Z, genom
Y
V()

och berakna vintevardet och variansen for Z.

Ovning 6.5

Lat X vara en godtycklig stokastisk variabel med variansen V (X) = 02 < oo.
Visa att den stokastiska variabeln Z definierad genom

_ X - E(X)

o

Z

har vantevardet 0 och variansen 1.

Ovning 6.6

Ett foretag marknadsfor tva varor A och B. Sannolikhetsférdelningen for
efterfragan av varorna ges av nedanstaende tabell. X och Y betecknar héar
antalet enheter av respektive vara.

Efterfragan av vara A
x 0 1 2 3 4 5 6
f(z) 0.05 0.07 020 0.25 0.30 0.10 0.03
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Efterfragan av vara B
Y 0 1 2 3 4 5 6
f(y) 010 0.12 0.15 0.20 0.25 0.10 0.08

a) Berdkna sannolikheten att ingen vara efterfragas en viss dag. Ange de
antaganden du maste gora for berdkningarna.

b) Berékna sannolikheten att minst tre enheter av A och hogst fyra enheter
av B efterfragas en viss dag.

c¢) Berdkna sannolikheten att hogst tre enheter av A och minst tre enheter
av B efterfragas en viss dag,

d) Beriikna sannolikheten att exakt tre enheter efterfragas en viss dag och
att dessa tre ar av samma varuslag.

e) Vad dr medelantalet efterfragade enheter per dag for de tva produkterna?
Vad &r varianserna? Illustrera sannolikhetsfordelningarna grafiskt och tolka
varianserna.

f) Antag att foretaget varje dag lagerfor sex enheter av vara A och tio enheter
av vara B och att vinsten vid varje sald vara ar 100 kr, medan lagerkostnaden
for osalda varor ar 50 kr per enhet och dag. Beridkna forvantade vinsten for
varje vara. Vilken vara ar mer I6nsam? Jamfor detta med resultatet i uppgift
e.

Ovning 6.7

En anldggningsfirma Gvervager att ata sig ett arbete som ger 180.000 kr i
vinst om arbetet blir fardigt i tid eller 60.000 kr i forlust om arbetet blir
forsenat.

a) Antag att sannolikheten att arbetet blir fardigt inom kontraktstiden &r
0.8. Bor foretaget ata sig arbetet?

b) Hur stor skall sannolikheten att arbetet blir fardigt inom kontraktstiden
vara for att den forviantade vinsten skall bli lika med noll?
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Ovning 6.8

Sannolikheten att herr Johansson saljer sitt hus med en forlust av 5.000 kr
dr 3/18 och sannolikheten att han gbr en vinst med 5.000 kr &r 7/18 och
en vinst med 10.000 kr &r 3/18. Vad &r Johanssons forvintade vinst vid
husforséljningen?

Ovning 6.9

Ett forsakringsbolag skall forsakra en diamant vard 500.000 kr till sitt fulla
viarde. Premien ar 4.000 kr per ar. Antag att sannolikheten att diamanten
blir stulen &ar 0,005 och lat X vara forsdkringsbolagets arliga vinst.

a) Skriv upp sannolikhetsfordelningen for den stokastiska variabeln X.
b) Berdkna forsdkringsbolagets forvintade vinst per ar.

c¢) Bestdm den premie som ger forsiakringsbolaget en forvéantad arlig vinst pa
10.000 kr.

évning 6.10

Stig Génglund &ar en hangiven spelare pa héstar. Han befinner sig pa en
travbana och Overvager att spela pa en av tre hastar, Aldebaran, Blossom
Star och Cassiopeja. Efter att ha studerat hastarna bedémer han sanno-
likheten att Aldebaran vinner till 0,2, att Blossom Star vinner till 0,4 och
att Cassiopeja vinner till 0,1. Om Aldebaran vinner ger det en vinst pa 2,5
ganger insatsen, om Blossom Star vinner ger det 1,2 ganger instasen och om
Cassiopeja vinner ger det 4 ganger insatsen.

a) Berdkna forvintad vinst vid spel pa var och en av de tre histarna om Stig
satsar 100 kr.

b) Bor Stig satsa pa nagon av héstarna och i sa fall vilken?
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6.6 Simultant fordelade stokastiska varabler

I manga tillampningar forekommer modeller med flera stokastiska variabler
och syftet med manga analyser ar att studera eventuella samband mellan
tva eller flera variabler. Ur ekonomisk teori foljer att efterfragan av en viss
vara (eller tjanst) beror av konsumenternas inkomst och av varans pris. Kon-
sumtionen av en viss vara ar formodligen olika for olika alderskategorier av
konsumenter. Viardet av aktier i olkia foretag kan antingen ha en tendens
att Oka samtidigt eller att virdet av nagon aktie Okar da vardet av andra
aktier minskar osv. Kunskap om hur olika aktiers varden samvarierar ar av
stor betydelse da aktieportfoljer skall konstrueras. I detta avsnitt diskuteras
grunderna for sannolikhetsmodeller for tva stokastiska variabler.

Lat X och Y vara tva diskreta stokastiska variabler. Da definieras den si-
multana frekvensfunktionen, fxy (z,y), av

fxy(x,y) =P(X=xznY =y).

Vi skriver X, Y som index till f for att tydliggora att frekvensfunktionen f
avser den simultana fordelningen for X och Y.

Exempel 6.13

Vid fastighetstaxering av smahus varderas husen och ett taxeringsvarde faststélls.
Taxeringsvirdet skall vara c:a 75% av marknadsvirdet. Taxeringsvérdet
bestams utifran ett podngsystem déar mer vélutrustade hus far hogre poang.
Om t ex huset ar utrustat med varmepump far huset 3 poéang, om det har
konventionell uppvarmning far det 2 podng och om det saknar uppvarmning
far det 0 poang. Vidare, om huset har isolerglas i fonstren far huset 3 poang,
om det har tva eller treglasfonster far det 2 poang och om det har enkelglas
i fonstren far det 0 podang. Tabellen nedan visar andelen smahus i ett visst
omrade fordelade 6ver olika kategorier av varmesystem och fonsterkvaliteter.
Vi kan hér tdnka oss att X &r den podng ett slumpmaéssigt valt smahus fran
omradet far for sitt viarmesystem och Y den poang huset far for den sorts
fonster huset har. Tabellen visar t ex att sannolkheten att X =3 och Y =2
(ett slumpmassigt valt smahus har virmepump och &r utrustat med tva eller
treglasfonster) &r
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fxy (3,2)=P(X =3NY =2)=0,20

Tabell 6.2 Simultana sannolikhetsférdelningen for poang for varmesystem

(X) och typ av fonster (V)

X Marginal-
Saknar uppv  Konv uppv  Varmepump | fordeln for
0 2 3 Y
Enkelglas 0 0,03 0,02 0,00 0,05
Y | Tva el treglas 2 0,02 0,53 0,20 0,75
I[solerglas 3 0,00 0,10 0,10 0,20
Marginalférdeln for X 0,05 0,65 0,30 1,00

Grafiskt kan den simultana frekvensfunktionen illustreras med ett tvadimensionellt
stolpdiagram. For fordelningen av poang for utrustning av smahus i exempel
6.13 kan den simultana frekvensfunktionen illustreras som i figur 6.7.

Figur 6.7 Simultana frekvensfunktionen fran exempel 6.13
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Notera att vardet hos en simultan frekvensfunktion maste vara storre an eller
lika med noll eftersom dess véarden ar sannolikheter,

fxy (z,y) 20, for alla z,y

Vidare maste summan av alla varden hos en simultan frekvensfunktion vara
lika med ett eftersom vi da summerar sannolikheterna for alla utfall i ett

utfallsrum,
Y. flay) =1
z oy

dar Z Z betyder att vi summerar over alla varden som X kan anta och

z oy
over alla varden som Y kan anta.

For kontinuerliga stokastiska variabler definieras den simultana tathetsfunktionen
pa motsvarande sdtt, men har maste vi komma ihag att sannolikheter svarar
mot volymer som definieras av den tvadimensionella tathetsfunktionen. For
tva intervall A och B galler att

P(XGAHYEB)://fxyy(x,y)dwdy
B A

se figur 6.8.

For simultana tathetsfunktioner géller det att deras varden far inte vara
negativa
fxy (z,y) >0, for alla z, y

annars skulle vi kunna fa negativa sannolikheter, vilket strider mot Kol-
mogorovs axiom. Vidare maste integralen av tathetsfunktionen 6ver hela

utfallsrummet vara 1,
//fX,Y (z,y) dedy = 1.

Y
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Y

Figur 6.8 Simultana tathetsfunktionen for tva kontinuerliga stokastiska
variabler. Sannolikheten att X hamnar i intervalletA och Y hamnat i
intervallet B svarar mot en vlym under tathetsfunktionen.

Detta kommer sig av att sannolikheten att X far ett varde i utfallsrummet
och att Y far ett varde i utfallsrummet ar en séker héndelse, €2, och skall
darfor ha sannolikheten 1.

Pa samma satt som vi definierar marginalsannolikheter for handelser i foregaende
kapitel definierar vi marginalsannolikheter for stokastiska variabler. Mar-
ginalférdelningen for en stokastisk variabel far vi genom att summera sano-
likheterna respektive integrera tétheterna for ett visst virde pa variabeln.
For diskreta variabler far vi alltsa marginalférdelningen for X genom

fx (z) = Z fxy (2,y)

dar E innebar att vi summerar over alla varden som variabeln Y kan anta.
y
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For kontinuerliga stokastiska variabler far vi analogt

fx (@) = / Fry (,y) dy

Exempel 6.13 (fortsidttning)

Marginalfordelningarna for X och Y anges i marginalerna i tabell 6.2. Notera
att vi far marginalerna genom att summera sannolikheterna radvis respektive
kolumnvis. Notera ocksa att marginalerna summerar till 1. Sannolikheterna
av alla utfall i ett utfallsrum skall ju summera till 1. |

Den betingade fordelningen for en diskret stokastisk variabel, givet ett visst
varde pa en annan diskret stokastisk variabel &r samlingen av betingade
sannolikheter

P(X=znY=y) fxy(z,9)

frix(lo)=PY =y | X =2)= P(X =2) T fx (@)

Hér anvinder vi X | Y som index pa frekvensfunktionen for att markera att
den anger betingade sannolikheter for Y giver X.

Exempel 6.13 (fortsattning)

Bland de smahus som har virmepump installerad, X = 3, &r det fy|x (2,3) =
fxy (3,2)/fx (3) =0,20/0,30 = 2 ~ 0,67 som har tva eller treglasfonster,
Y =2.

For varje varde pa X kan vi definiera en betingad sannolikhetsférdelning for
Y, de podng smahusen far for den typ av fonster som &r installerade. De
betingade fordelningarna givet X = 0, ingen uppvarmning, X = 2, konven-
tionell uppvarmning och X = 3, varmepump, visas i tabell 6.3. Observera
att varje betingad sannolikhet summerar till 1. |
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Tabell 6.3 Betingade sannolikhetsfordelningar for Y givet X i exempel 6.13

Saknar uppvarmn | Konv uppvarmn | Varmepump
X =0 X =2 X =3
Enkelglas Y =0 0,60 0,03 0,00
Tva el treglas Y =2 0,40 0,82 0,67
Isolerglas Y =3 0,00 0,15 0,33
Summa, 1,00 1,00 1,00

Om vi jamfor de betingade fordelningarna for YV givet X i exempel 6.13
ser vi att de ar olika for olika varden pa X. Det t ex mycket vanligare
att hus har enkelglas i fonstren da de saknar uppvarmning &n da de har
konventionell uppvarmning eller varmepump. Det faktum att vi far olika
betingade fordelningar for Y beroende pa vilket varde pa X vi betingar pa,
tar vi som definition pa att X och Y ar stokastiskt beroende. Om daremot
de betingade fordelningarna for Y vore lika oavsett vilket varde pa X vi
betingar pa, vore X och Y stokastiskt oberoende.. Vi siger alltsa att X och
Y é&r stokastiskt oberoende om

fyix (| x) = fy(y), for alla x

Observera att eftersom

frix (| z) = —fXJLi ((Z’)y)

foljer att X och Y ar stokastiskt oberoende om

Ixy (z,y) = fx (z) fy (y), for alla x och y.

For kontinuelliga stokastska variabler definierar vi den betingade tathetsfunktionen
analogt genom

~ fxy (z,9)
fY|X (y|[)§)— fX (ZE)

och tva kontinuerliga stokastiska variabler &r stokastiskt beroende om den
betingade tatheten for den ena variabeln, t ex Y, givet den andra variabeln,
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t ex X, ar olika for olika virden pa X. Variablerna ar stokastiskt oberoende
om

Ixy (z,y) = fx (z) fy (y), for alla x och y.

Betingade vantevarden definieras som vantevarden i betingade férdelningar.
Salunda definieras vantevardet for Y givet X = z som vantevirdet i den
betingade fordelningen for Y givet X = z. Om X och Y ar diskreta
stokastiska variabler innebar detta att

E(Y|X:x)zzyf1/|x(y|x)

Exempel 6.13

Om X = 0 kan vi berdkna det betingade vantevardet for Y enligt tabellen
nedan.

y frixW10) [ yfyix (W 10) | ¥*frix (v ]0)

0 0,60 0,00 0,00

2 0,40 0,80 1,60

3 0,00 0,00 0,00
Summa, 1,00 0,80 1,60

Tygligen ar E (Y | X =0) = 0,80 dvs medelpodngen for fonsterkvalitet ar
0,80 bland de som saknar uppvarmning, X = 0. Pa motsvarande sétt kan vi
berdkna de betingade vantevardena givet X = 2 konventionell uppvarmning,
och X = 3, varmepump. Resultaten visas i tabell 6.4. Tydligen okar det
betingade vantevardet for Y da véardet pa X okar. [ |

Tabell 6.4 Betingade véntevarden for Y givet X i exempel 6.13

X
Saknar uppv | Konvent uppv | Varmepump
0 2 3
EY|X=x) 0,80 2,09 2,33
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Om vi viktar ihop de betingade vantevéirdena for Y givet X med sanno-
likheterna for de olika virdena for X (margnalférdelningen for X) far vi i
exempel 6.13

0,80-0,05+2,09-0,65+2,33-0,30 = 2,10

Detta visar sig nu vara detsamma som forvantat varde i marginalférdelningen
for Y. Allmant galler for diskreta stokastiska variabler att

EEY | X=1) = ZE Y[ X =2)fx(z Z{nynx ylx} x ()

Zzy%fx (z) = Z nyx,y (z,9)
= ZnyX,Y (z,y) = nyY (y)=E(Y)

Motsvarande regel géller givetvis for kontinuerliga stokastska variabler, men
summeringarna i beviset maste bytas ut mot integreringar.

6.7 Kovarians och korrelation

Kovarians ar ett matt som anvands for att beskriva hur tva stokastiska
variabler samvarierar. Kovariansen spelar dessutom en viktig roll nar man
skall bestdmma variansen for en linjir kombination, t ex summan, av tva
stokastiska variabler. I detta avsnitt definierar vi kovarians och darefter ett
standardiserat sambandsmatt som kallas korrelation.

Antag att X och Y &r stokastiska variabler och betrakta produkten C' =
(X —E(X))(Y —E(Y)). Om det finns en stor sannolikhet att bade X och
Y samtidigt ar storre adn sina respektive vantevarden blir C' stor med stor
sannolikhet. Pa samma satt blir C' stor med stor sannolikhet om bade X och
Y samtidigt ar mindre an sina vantevarden med stor sannolikhet. Forvantat
varde av C' kommer da att bli stort. Om, a andra sidan, det finns en stor
sannolikhet att X ar storre an sitt vantevarde samtdigt som Y ar mindre
an sitt vantevirde, blir C' stort negativt med stor sannolikhet. Likasa blir
C stor negativt med stor sannolikhet om X &r mindre &n sitt vantevarde
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samtidigt som Y &r storre an sitt vanteviarde med stor sannolikhet. I det
fallet kommer véintevardet av C' att bli stort negativt. Allméant definierar vi
vantevardet av C' som kovariansen mellan X och Y. For diskreta stokastiska
variabler far vi da

Cov(X,Y) =) > (e=E(X))(y—EY)) fxy (z,y)
x oy
och for kontinuerliga stokastiska variabler

Coo(X.Y)= [ [ (@~ EX)(y— E(Y)) fxy (2.y) dody

CRN
N

Ibland ar det enklare att berdkna kovariansen med hjalp av féljande formel

Cov(X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y)

Exempel 6.13 (fortsattning)

For att berakna kovariansen mellan variablerna X, poang for typ uppvarmning,
och Y, poang for typ av fonster, i exemplet med berdkning av taxeringsvérde
av smahus, kan vi forst konstruera en tabell 6ver produkten av poang, zy, se
nedanstaende tabell.

o O M| <

[\
o O OO
© O O|W

Nésta steg ar att multiplicera talen i tabellen med motsvarande sannolikheter
redovisade i tabell 6.2. Detta ger
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X
0 2 3
0] 0,00 0,00 0,00
Y |2]000 212 1,20
310,00 0,60 0,90

Summerar vi nu alla tal i denna tabell far vi £ (XY), dvs vi far

E(XY)=2,12+1,20 + 0,60 + 0,90 = 4, 82

sa att
Cov(X,Y)=4,82-2,20-2,10=0,20 W

Om Cov (X,Y) ar stor innebér det att X och Y tenderar att vara stora
samtidigt och att vara sma samtidigt. Vi sdger da att vi har ett positivt
samband mellan X och Y. Pa motsvarande sitt innebar ett stort negativt
virde pa Cov (X,Y) att X tenderar att vara stor da Y &r liten och vice
versa. Vi sdger da att vi har ett negativt samband mellan X och Y. Man
kan visa att om X och Y é&r stokastiskt oberoende sa ar Cov (X,Y) = 0.
Omvéndningen, dvs att dra nagra slutsatser om eventuellt oberoende mellan
X och Y da Cov (X,Y) = 0 foljer inte helt automatiskt, vilket f6ljande enkla
teoretiska exempel visar.

Exempel 6.14

Antag att X é&r en likformigt fordelad stokastisk variabel som kan anta
virdena -1, 0 och 1. Lat vidare Y = X2, dvs det finns ett exakt matematiskt
samband mellan X och Y, vet vi vardet pa X sa vet vi dven vardet pa Y.
Vi far att

1 1
(=D 4=-0+=-1=0
(1) +5-0+3

1 1 2
(=1 +Z.0242.12=22
( )+30+3 3
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E(XY)=

W =

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0-0-2=0

dvs kovariansen ar 0 trots att det rader ett starkt (olinjart) samband mellan
X ochY. [

Kovariansen kan manga ganger vara svar att tolka som matt pa samvariation.
Kovariansens storlek beror ndmligen inte bara pa styrkan av ett linjart sam-
band mellan variablerna utan ocksa pa de ingaende variablernas varianser.
Man brukar darfor definiera en standardiserad variant av kovariansen, kallad
korrelation. Korrelationen mellan tva stokastiska variabler definieras genom

Cov (X,Y)
V(X)V(Y)

dvs kovariansen dividerad med variablernas standardavvikelser.

Exempel 6.13 (fortsidttning)

Vi har tidigare réknat ut att Cov (X,Y) = 0,20, V (X) = 0,46 och V (V) =
0,39 sa att
0,20

I —
P=" /016030

Korrelationen ar standardiserad pa sa satt att dess varden ligger i interval-
let [—1.1]. En korrelation néra 1 indikerar ett starkt positivt samband och
en korrelation nara -1 indikerar ett starkt negativt samband. Liksom for
kovariansen géller att om X och Y ar oberoende ar korrelationen noll.

En linjar kombination av tva stokastiska variabler X och Y &r uttryck av
formen

aX +bY
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dér a och b ar konstanter. Som ett exempel far vi summan av tva variabler
om vi valjer a = b = 1 och vi far skillnaden om vi véljer a = 1 och b = —1.
Viktiga rakneregler for vantevarden och varianser av linjara kombinationer
ar

E(@X+0bY)=aFE (X)+bE(Y)

V(aX +bY) = a*V (X) + bV (Y) + 2abCov (X,Y).
Véantevardet for en linjar kombination av stokastiska variabler &r helt enkelt
samma linjara kombination av véntevarden. Uttrycket for variansen av en
linjar kombination ar dock lite mer komplicerad. Dels ser vi att konstanterna
a och b kvadreras och multipliceras med varianserna. Detta ar i enlighet
med uttrycket for variansen for en konstant multiplicerat med en stokastisk
variabel som vi diskuterade i avsntt 6.5. Dels ser vi att variansen ocksa beror

pa kovariansen. Om X och Y é&r stokastiskt oberoende ar Cov (X,Y) = 0
och formeln reduceras till

V(aX +bY) =a*V (X)+ bV (V).

Exempel 6.13 (fortsidttning)

Den sammanlagda poéng smahus far vid fastghetstaxeringen for det varmesystem
och den typ av fonster som finns i huset har vantevardet

E(X+Y)=220+2,10=4,30
och variansen

V(X+Y)=0,46+0,39+2-0,20=1,25

(")Vﬂing 6.11

Betrakta foljande simultana sannolikhetsférdelning

X
0 1
Y 0 030 020
1 0,20 0,30
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a) Berdkna marginalférdelningarna for X och Y
b) Berékna betingade férdelningen for Y givet X
c) Berikna betingade véntevérdet for Y givet X
d) Avgdr om X och Y &r stokastiskt oberoende
e) Bestdm kovariansen och korrelationen

f) Bilda en ny variabel, Z = X +Y, och bestdm sannolikhetsférdelningen fér
Z

g) Berdkna véntevirde och varians for Z dels med hjélp av sannolikhetsférdelningen
for Z och dels med hjalp av rdknereglerna for véntevirde och varians for
linjara kombinationer av stokastiska variabler

Ovning 6.12

Foretaget ”Mutter och skruv” tillverkar och séljer tva produkter: muttrar
och skruvar. Foretagets vinst vid forséljning av ett pari muttrar ar 3000 kr
och vid forséljning av ett parti skruvar ar vinsten 5000 kr. Foretagets VD,
Stig Ganglund, har satt upp foljande sannolikheter for forséljningen under
en vecka:

Antal salda partier muttrar
0 1 2 3 4 eller fler

Antal 0 0,05 0,10 0,05 000 0,00
salda 1 0,05 0,15 0,04 001 0,00
partier 2 0,00 0,10 0,20 005 0,00
skruvar 3 0,00 0,05 0,05 0,10 0,00

4 eller fler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

a) Berdkna sannolikheten att den sammanlagda forsiljningen av muttrar och
skruvar en vecka blir tre partier

b) Avgor om forséljningen av skruvar och muttrar ar oberoende av varandra.

c¢) Berikna sannolikheten att vinsten av forsiljningen av muttrar blir storre
an vinsten av forsaljningen av skruvar

d) Berédkna forvéntad vinst fran den sammanlagda forsiljningen av muttrar
och skruvar
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Ovning 6.13

Tva investeringar, A och B, kan antingen resultera i en férlust om 1000 kr
eller en vinst om 2000 kr vardera. Sannolikheten att investering A ger vinst
ar 0,4 och att B ger vinst ar 0,6 och att bada ger vinst ar 0,15. Lat X vara
vinsten fran investering A och Y vara vinsten fran investering B.

a) Bestdm simultana sannolikhetsfordelningen fér X och Y
b) Berékna kovarians och korrelation

c¢) Berékna véntevérde och varians for summan X + Y

6.8 Tillampning: Analys av vardepappersportfoljer

Det teori vi har gatt igenom i detta kapitel kan bl a anvandas for att sétta
samman aktier och andra vardepapper till en s k vardepappersportfclj och for
att analysera innehallet i en vardepappersportfolj. Idén med att kombinera
flera vardepapper ar att man da kan konstruera en investering med en viss
bestamd forvantad avkastning och en viss risk. En portfolj med t ex aktier
som forvantas oka i varde om andra aktier i portfoljen minskar i varde, ger
en portfolj med tdmligen stabilt virde. En nedgang i en aktie kompenseras
av en uppgang i en annan. Portfoljens varde kommer troligen inte att gora
nagra stora sprang, varken uppat eller nerat. Man sidger da att man har en
portfolj med liten risk. Om daremot alla aktier i en portfolj antingen vantas
oka samtidigt i varde eller minska samtdigt i varde, kommer férandringarna
i de olika aktiernas vérden att forstarka varandra. Vi far da en portfolj vars
varde kan oka kraftigt eller minska kraftigt. En sadan portfolj sigs ha en
stor risk.

For att forenkla analysen av vérdepappersportfoljer tdnker vi oss har en
portfolj med endast tva aktier, A och B. Vi tédnker ocksa att avkastningen
fran aktierna kan beskrivas med tva diskreta stokastiska variabler, X respek-
tive Y. Den simultana sannolikhetsfordelningen for X och Y framgar av
tabellen nedan.
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x
500 kr 700 kr 900 kr
500ke 0,15 0,10 0,05
y 700kr 0,10 020 0,10
900 kr 0,05 0,10 0,15

Marginalférdelningarna for X och Y éar lika och framgar i nedanstaende
tabell.

x fx (@) afx(z) 2?fx (2)
500 0,30 150 75000
700 0,40 280 196000
900 0,30 270 243000
Summa 1,00 700 514000
y fr ) yfy ) v fr(y)
500 0,30 150 75000

700 0,40 280 196000

900 0,30 270 243000
Summa 1,00 700 514000

Tydligen ar £ (X) = E(Y) = 700 och V (X) = V (V) = 514000 — 7002 =
24000. For att berdkna kovariansen konstruerar vi forst en tabell med pro-

dukterna zy fxy (x,y) och summerar sedan alla cellerna for att fa £ (XY') =
498000.

x
500 kr 700 kr 900 kr
500 kr 37500 35000 22500
y 700 kr 35000 98000 63000
900 kr 22500 63000 121500

Detta ger nu Couv (X,Y) = 498000 — 700 - 700 = 8000 och korrelationen
p = 8000/+/24000 - 24000 = 0, 33.
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Antag nu att vi har en portfolj bestaende av 10 enheter av aktie A och 15
enheter av aktie B. Portféljens avkastning &r darmed

Z =10X 4 15Y

den forvantade avkastningen blir

E(Z) =10E (X) + 15E (Y) = 10 - 700 4 15 - 700 = 17500

och risken, métt i varians blir

V(Z) = 10°V(X)+ 15V (Y)+2-10-15- Cov (X, Y)
= 100 - 24000 + 225 - 24000 + 300 - 8000 = 10200000

Standardavvikelsen av Z ar 3194 kr. Antag nu att vi har en annan protfolj
som &dven den bestar av 10 enheter av aktie A men i stéllet for 15 enheter av
aktie B finns det 15 enheter av en aktie C'. Beteckna nu avkastningen fran
aktie C' med U och antag att foljande simultana fordelning géller

x
500 kr 700 kr 900 kr
500 kr 0,05 0,10 0,15
w 700 kr 0,10 0,20 0,10
900 kr 0,15 0,10 0,05

Har ser vi att marginalfordelningen for U blir

u_ fu() ufy(u) v?fu(u)
500 0,30 150 75000

700 0,40 280 196000

900 0,30 270 243000
Summa 1,00 700 514000

dvs densamma som marginalférdelningarna fér X och Y, men kovariansen
mellan X och U blir annorlunda:
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x
500 kr 700 kr 900 kr

500 kr 37500 35000 22500

u 700 kr 35000 98000 63000
900 kr 22500 63000 121500

Summerar vi alla cellerna i den tabellen far vi E'(XU) = 481500 och kovari-
ansen blir Cov (X, U) = 481500 —700-700 = —8500. Detta ger en korrelation
mellan X och U som &r p = —8500/+/24000 - 24000 = —0, 35. Vi bildar nu
en ny portfolj genom

T =10X + 15U
med den forvantade avkastningen
E(T)=10E(X)+ 15E (U) =10-700 + 15 - 700 = 17500

dvs samma som for den tidigare portfoljen, men risken, méatt i varians blir

V(T) = 10V (X)+15°V (U)+2-10-15-Cov (X, U)
= 100 - 24000 + 225 - 24000 + 300 - (—8500) = 5250000

Standardavvikelsen har nu sjunkit till ungefar 2291 kr. Risken ar tyligen
beroende av hur stor korrelationen ar mellan de tva aktierna som ingar i
portfoljen. I figur 6.9 visas hur risken beror av korrelationen. Dar framgar
att risken ar minst om korrelationen ar -1, dvs férédndringar i aktiernas varde
motverkar varandra exakt sa att nar den ena Okar sitt vdrde minskar den
andra och vice versa.
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Figur 6.9 Variansen for avkastningen som funktion av korrelationen

Aven antalet aktier av vardera slaget paverkar risken, vilket foljande exempel
visar. Antag att vi sitter ssmman en protfolj bestaende av 5 enheter av aktie
A och 20 enheter av aktie C'| sa att avkastningen av den portfoljen blir

S =5X+20U
Forvantade avkastningen blir da
E(S)=5E(X)+20E(U)=5-700+4 20 - 700 = 17500

dvs samma som for de tidigare tva portfoljerna, men risken, matt i varians

blir

V (9) 52V (X) 4+ 20V (U) +2-5-20- Cov (X, U)

= 2524000 + 400 - 24000 + 100 - (—8500) = 8500000

Vi ser att risken har nu okat och standardavvikelsen ar 2915. For att
bestdmma vilken kombination av aktierna A och C' som ger den minsta risken
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kan vi tdnka oss en protfolj med a stycken enheter av aktie A. Om totala
antalet enheter fortfarande skall vara 25 blir det darmed 25 — a enheter av
aktie B och portfoljens avkastning blir

R=aX+(25—a)U.

Forvantad avkastning blir samma som tidigare

E(R) = aE(X)+(25—a)E(U)=a-700+ (25— a)-700
= 25-700 = 17500

och risken blir

V(R) = a*V(X)+(25—0a)’V (U)+2a(25—a)Cov(X,U)
= 4224000 4 (25 — a)* 24000 + 2a (25 — a) (—8500)
= 65000a® — 1625000a + 15000000

Detta ar en andragradsfunktion vars graf visas i figur 6.10. For att finna
det antal enheter som minimerar risken deriverar vi funktionen och satter
derivatan till noll. Detta ger ekvationen

130000a — 1625000 = 0

som har l6sningen a = 12,5, dvs vi far i detta fall den minsta risken om vi
tar lika manga av varje aktie i portfoljen. Detta resultat beror givetvis av
hur stora varianserna for avkastningarna av de bada aktierna ar.
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Figur 6.10 Variansen for avkastningen som funktion av sammanséattningen
av akter
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