F21 Regressionsanalys, diagnostik
och modellval

Kap 12 Modelldiagnostik, forts

e Residualanalys: Residualerna skattar ju slumpter-
merna varpd modellantagandena vilar. Hur kan vi
verifiera att antagandena &r uppfyllda?

e Outlieranalys: Extrema observationer som antin-
gen uppvisar extremt stora residualer eller har ett
starkt inflytande p& skattningarna, eller bade och.

e Kollinearitet: Hur samvarierar prediktorvariablerna?
Ar detta ett problem?

e Sakkunskap: Vad ir det jag analyserar? Hur har
data samlats in? Vad &r troliga varden?

Residualanalys

Vanliga residaler:

e; =y — Ui = yi — Bo + Prz;

Standardiserade residualer:

€
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Studentiserade residualer:
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Jackknife residualer:

€
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Observera! Olika namn p& samma saker:

Kleinbaum et al Minitab

residuals < residuals

standardized «—— (finns ej, f&r man skapa
sjélv)

studentized +—— standardized

jackknife +——— studentized

eller deleted t residuals

Indikationer p& om modellantagandena héller eller inte
far vi framférallt genom att studera plottar Gver resid-

ualerna.

Plottas ofta mot de anpassade virdena ¢; men dven
mot varje prediktorvariabel x for sig.

Uppfyller villkoren? Méonster ska inte finnas!
Kvadratiskt term verkar har!

o8

tid

Ej lika varians Tidsberoende!
for alla X! (Minitab: Residuals v. Order)




Histogram &ver residualerna:

il .

Normalférdelat? Normalférdelat?

Plottar och histogram kan vara svara att bedéma, med-
for ett subjektivt element.

Alternativ dr kvantitativa matt och test.

Den empiriska fordelningsfunktionen med en normalférdel-
ning. Ar avvikelsen stor?

Empirical CDF of Residuals
Normal

Ve 00
oy StDev 1,138
N

Percent

Probability plot. Ar avvikelsen stor? "Korvar' den sig
runt linjen?

Probability Plot of Residuals
Normal

Percent

Normalférdelningstest
Tre tillgdngliga i Mintab.

- Anderson-Darling - baserat pd den empiriska fordel-
ningsfunktionen.

- Smirnov-Kolmogorov - baserat p& y2-test.
- Ryan-Joiner (Shapiro-Wilks) - baserat p& korellationer.

Testen har som nollhypotes Hy att observationerna &r
normalférdelade. Forkasta Hg vid ldga p-virden.

Notera dock att de kan vara vildigt kidnsliga for out-
liers, sarskilt vid sm& stickprov.

Test for tidsberoende

Runs-test, ett icke-parametriskt test, inga modelanta-
ganden gors (se Hogg& Tanis sid 585-587)

L&t e; beteckna residualerna i den ordning de ar arranger-
ade efter (ex tid).

Beteckna med A om e; > 0 och w om e; < 0 och skriv
ned sekvensen av alla A och u. Rikna sedan antalet
"runs” dvs grupper av A resp u :

vuuuw A uu AAAAA

4 runs hdr . Ser inte slumpméssigt ut! Fler negativa
residualer (u) i bérjan av serien.

AuAuvAuAuAuAu

12 runs har. Ser det mer slumpméssigt ut?

For att det ska fungera i Minitab (som anvénder en
normalapproximering) rekommenderas ett minimum av
10 av vardera A och b. Mintab-kommando: RUNS C1.




Autokorrelation, studera sambandet mellan narliggande
residualer i termer av korrelation. Kan testas med
Durbin-Watson test (finns i Minitab, Regression > Op-
tions)
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61 ES

€2 ‘1 i Minitab: LAG C1 C2
<s® CORR C1 C2

€n—1 €n-2
Cn Cn—1

Detta kommer att anvédndas i stérre omfattning pd mo-
mentet Tidsserieanalys.

Test for lika varians (homoskedasticitet)

Finns nagra (se sid 227). Forutsitter (ibland) flera
observationer per observerat z-varde.

Enkelt alternativ: studera rangkorrelationen mellan

|6,L'| och g

dvs Spearmans rangkorrelationstest fran grundkursen.
Om denna &r stérre &n ett kritiskt virde (fran en tabell)
forkastas nollhypotesen att rangkorrelationen &r 0, vilket
motsvarar idén att storleken p& en residual inte beror

pa x.

Exempel) Vi fér foljande:

Residuals vs X |Residuals| vs X

Ress
Residuai]

och plottar vi sedan rangerna for residualerna mot rangerna

for X far vi

Rank |e] vs RankX

Rangkorrelationen blir i detta fall 0.624;

detta &r storre dn det kritiska virdet 0.375723 (o =
1%, n = 48);

alltsd finns det samband mellan storleken p& e; och
storleken pd x;, dvs det ar inte homoskedastiskt.

Outlieranalys

Outlier = extrem observation som ligger "l&ngt utan-
for det omréde didr de flesta Gvriga observationerna
befinner sig.

Anpassade virden, y-hat

Stor residual? Stort inflytande?

Outlier; antingen i prediktorrummet eller som stor resid-
ual eller badde och. Nar dr det tillrdckligt l&ngt bort resp
for stort, ndr ska man reagera?

Man vill mata

leverage och inflytande (influence)

Tre métt (i Kleinbaum et al.)

-Leveragematt h;
-Cooksavstandsmatt d;
-Jackkniferesidualer  r(_;y




Leverage mattet h;

dr ett avstdndsmaétt i prediktorrummet, mater hur langt
bort den i:te prediktorpunkten befinner sig frén cen-
trum, dvs avstandet mellan

(zi1, zi2, -, wi)  och  (Ty,Z2,..., T)
jamfor med figur ovan. Typiskt berdknas h; mha dator,
kraver matrisalgebra.

Vid enkel linjir regression (med en prediktor) kan det
visas att

1, (zi—&)°
By — — 1t )
! n+(n—1)5%

Egenskaper allmant med k prediktorer:

1
— < h; <1 (om man har ett intercept i modellen)
n

k+1
n
Om h; ligger n&dra ett innebdr detta att den i:te obser-

Shi=k+1 < h=

vationen har tvingat in modellen ndstan genom punkten

(z;,y;) . Approximativt ska ett histogram &ver h;'na
paminna om en x2-férdelning.

Tumregel: se upp for observationer dar
2(k+1
L 2(k+1)

n

h;

Cook's avstdnd d;

dr ett inflytandematt. Hur mycket paverkas skattnin-
gen av regressionskoefficienterna om den i:te observa-
tionen tas med/tas bort?

Om prediktorerna har medelvirde = 0, samma varians
och &r okorrelerade giller att d; &r proportionell mot

ko n A 2

> (B = By

=0 ( 7 Pi( %))

dar Bj ar skattningen med alla observationer och Bj(_z-)
dr skattningen med den i:te borttagen.

Allmant géller att

622 h; 7“12 h;

(k+1)s2(1—h)?  (k+1)(1—hy)

>0

d;

dvs d; ar positivt men ej begransat uppat. d; kan alltsa
vara stor pga att observationen dr extrem i prediktor-
rummet eller for att den far en stor studentiserad red-
sidual. Approximativt &r

dj ~ F(k,n—k—1)

Tumregel (mojligen otillforlitlig): se upp foér observa-
tioner dar d; > 1.0 (se sid 232).

Tabell A-10 i Kleinbaum et al ger kritiska varden for
den stdrsta av samtliga observerade d;, dvs maxd;,
for n observationer och k prediktorer (egentligen d; %
antalet frihetsgrader).

Om man observerar maxd; som &r storre dn tabel-
Ivirdet =—> reagera!

Jackkniferesidualer

e; : resdual, avstdnd mellan observerat och predicerat

S%—i) . jackknife-skattning av O'g

h; : leverage, matt p3 avstandet mellan den i:te predik-
torpunkten och centrum

Jackknife-residualen sammanfér dessa tre matt:

€
T_iy = A ——
(=) S%_i)\/l - hi
Testa om T(—4) dr signifikant skilt fran noll, ¢-férdelat
med n — p — 2 frihetsgrader.

Obs! Vi kan testa n stycken h;, d; och T(—i), men detta
kraver justering av signifikansnivan, se sidorna 229-233
och s.k. " Bonferroni-korrektion”.




e Residualanalys och olika inflytande matt &r
indikatorer p& besvirliga/konstiga observationer.

e Vi kommer alltid att observera en storsta residual,
leverage och Cook’s méatt osv.

e Att blint forlita sig pa kvantitativa matt &r inte att
rekommendera. Vi kan alltid indentifiera outliers
och eventuellt ta bort dessa frdn analysen, men
med stoérsta forsiktighet!

e Vad man ska fréga sig 4r varfér en given observa-
tion &r extrem. Foreligger det méatfel? Datainsam-
lingsproblem? Ar de observerade virdena omajliga,
otroliga eller bara "lagom” extrema?

e Man méste veta ndgot om bakgrunden och férut-
sdttningarna for analysen!

| Minitab: Som en &vning kan ni, via Storage-knappen

vilja att spara de olika matten genom att klicka i resp
box.

Regression - Storage

Diagnostic Measures Characteristics of Estimated Equation
I~ Fcsiduals I Cocfficients
I Standardized residuals I Fits
I™ Deleted t residuals ™ MSE
I™ Hi lleverages) XX inverse
I Cook's distance ™ Rmatrix
I~ DFITS

Sedan kan ni understcka dessa genom tex att skapa his-
togram, DESC-kommandot, osv.

| enkel linj&r regression kan ni se ndgot intressant om ni
plotttar h; mot prediktorvariabeln X. Vad beror mon-
stret p&?

Multikollinearitet
Samband mellan prediktorerna X1, Xo, ..., X

Ett exempel med tva prediktorer,

Yi = Bo + B1Xi1 + B2Xi2 + &
Det kan visas att skattningarna kan skrivas som
A 1
] j 9 )
1 =730
dar cj dren konstant som beror pd data och 77,7, ar
korrelationen mellan X7 och X5.

Antag att x;; = w;5. D& &r 7392, = 1 och om vi
skattar regressionsmodellen far vi

e (3)

Koefficienterna Bl, ,@2 och Bo kan ej bestammas enty-
digt! Dessutom &r variansskattningarna for Bj propor-
tionella mot inflationsfaktorn 1/ (1 —rmlxz) och os-
dkerheten i skattningarna okar!

Det uppstér problem om en prediktor kan skrivas som
en linjarkombination av de 6vriga, tex

X1 =79 +72Xo+ ... + 7 X

Att kvantifiera och bedéma kollinearitet rér endast predik-
torerna, ej responsvariabeln Y.

Antag att man har k stycken prediktorer i modellen.
Skatta alla & modeller som kan formuleras med den
j:te prediktorn som responsvariabel och de évriga k—1
som prediktorer:

X1 =a1p+aXo+... +appXy
2 Xo = apg + a1 X1 + ap3X3... + aop Xy,

koo Xp=ogpot+ api Xy 4.+ ogo1) Xi—1

For varje sddan modell fér vi ett Rz—vérde,betecknat
Rjz- avseende prediktor 7. Vad mater R??

Variation Inflation Factor (VIF)

VIF;, = —,
J 1— R2

J

i=1,2,...,k




Om Rjz — 1 sa giller att VIF; — oo. Alternativt
definieras toleransen
1
=1-R?
VIF} J
Tumregel: se upp om VI F; > 10.0

| Minitab: via Options-knappen, klicka fér boxen " Vari-
ance inflation factors” och studera sedan utskriften.

(L&s &ven diskussionen om V' IFy, dvs for interceptet,
sid 242-243, men skippa fortsttningen sid 243-245.)

Problem med multikollinearitet kan ofta uppstd i sam-
band med Polynomregression (kap13) och modeller med
Samspelstermer (kap 11).

En metod som kan reducera multikollinearitet dr att
centrera observationerna runt respektive medelvarde,

dvs for varje prediktor (j = 1,..., k) och observation
(i=1,...,n) berdknas
Wij = X5 — X;

som far ersitta de ursprungliga observerade virdena.

Exempel med polynomregression pa sidorna 239-240.
Modellen

py|x = Bo + B1X + BaX?

kan ge problem om X och X2 ir starkt linjart korrel-
erade i data. Centrera istidllet enligt ovan och skatta
modellen

py|x = 58+BTW+,33W2
— B+t (X - %) +83(x - )

Exempel med samspelstermer, se datorévning 3-4.

Skippa sidorna 246-252 dock ej avsnitt 12-9.

Kap 16 Att Vilja Basta Modell

1. Definiera en maximal modell

e alla tinkbara prediktorer: X7, Xo,...
e potenser av prediktorer: X%, X% ..
e ev. transformationer: In X;1/X,...
e samspelstermer: X1X5, X1X3,...

e kontrollvariabler och deras ev potenser, trans-
formationer, samspelstermer. . .

Problem med &veranpassning (overfitting), dvs att ta
med sddant om inte ingdr i den "sanna” modellen med-
for inte bias. Ddremot ev. problem med multikollinearitet.
Aven majliga problem med antalet frihetsgrader (df =
n—q—1). Om df = 0 s8 blir R? =1 4ven om det i
populationen &r s3 att R? = 0.

Tumregel i boken: minst 5 observationer per prediktor
(dven potenser, samspelstermer etc).

Aven tolkningsproblem med alltfor stora modeller (kom
ihdg Occam'’s razor).

2. Definiera kriterium fér val av_modell

Modellvalskriterium som kan berdknas for varje modell
vi analyserar / skattar dvs ett index att jamféra mod-
eller med varandra.

Fyra behandlas i boken: R}%, Fp, MSEy, och Cp

Utga ifrdn en jamforelse mellan tvd modeller, en full
(maximal) och en mindre (reducerad):

Bo+ B1X1+ -+ BpXp + Bpr1Xpr1 + - + Bp Xy

reducerad modell, p pred

maximal modell, k st prediktorer




° R% jamfért med Rlzj, andel forklarad variation

tenderar att dverskatta sant R2

fler prediktorer = hogre R2

ST SN,
Rk alltid storre dn Rp

e 2
alternativ: Radj

e F) dvs F-kvoten frdn multipelt partiellt F-test
(ekv. (16.4))

__[SSE (reducerad) — SSE (full)] / (k — p)
N SSE (full) /(n —k —1)

Fp

o MSE)y dvs skattningen

.2 .o SSE (reducerad)

Oy x =0e=—T—7—
n—p—1

Vi vill ha en modell med liten slumptermsvarians.

Hur ska man jamféra modeller?

e Mallow's C definieras (ekv. (16.6))

_ SSE (reducerad)
p—m—(n—2(p+1))

Om M SE (reducerad) =~ M SE (full) s& blir
Chr=p+1

Om Cp > p+1 sé finns det formodligen utrymme
for fler prediktorer, om Cp < p+1 har ni férmod-
ligen 6veranpassat modellen.

e Kriterier baserade p& informationsteori, tex

Akaike Information Criterium

AIC =nlog MSE + 2p

Schwartz Bayesian Criterium

SBC = BIC =nlog MSFE + plogn

straffar for "stora” modeller och bel6nar stora
minskningar i osdkerhet (residualvarianser)

— ndr man jamfor virden dr det battre med det
mindre

3. Definiera en strategi for val av variabler

e Jamfor alla mojliga modeller

Manga prediktorer = dnnu fler modeller

Ex) p prediktorer ger (med bara huvudeffekter)

(§)+(§))+(§)+...+(z)zzp

olika modeller att skatta och analysera!

e Reducera en full modell
1. Skatta full modell

2. Vilken prediktor kan tas bort utan att det férsvin-
ner en stor andel férklarad variation? Kriterium:
F'-test.

3. Ta bort denna

4. Skatta reducerad modell, g& till 2.

e Bygga upp frdn tom modell
1. Skatta "tom"” modell

2. Givet modellen, vilken enskild prediktor bor lag-
gas till? Kriterium: F-test.

3. Lagg till denna

4. Skatta utokad modell, g§ till 2.

e Stegvis regression (Minitab: Stepwise)

— variant av de tvd oféregdende, vilj sjdlva om

ni vill bérja uppifran eller nerifrén

— i varje steg analyseras om en prediktor man
tidigare sldngde bort borde tas med igen alter-
nativt en som tidigare togs med nu bor sldngas
bort

— i Minitab anges kriterier for att ldgga till resp
ta bort




Minitab dialogfénster for kriterier (Methods-knappen)
med stegvis regression:

Stepwise - Methods ]

& Use alpha values. ¢ Use F values

@ Stepwise (forward and backward)
Predictors in initial model:

Mphatoenter: [0.15  Fioenter [4
Alpha to remove: [0, 15 Fto remove: [4

 Forward selection

[z o
 Backward climination
T o
Help Cancel

4. Genomfor analysen

N&r man vl har bestimt sig fér en modell ska en mer
fullstindig analys genomforas (residualanalys, outlier-

analys enligt tidigare)

5. Validering, bedémning av modellens tillfrlitlighet

Om modellen lyckas predicera nya observationer " bra”
s& dr det en tillforlitlig (reliable) modell. Hur ska man
bedéma detta innan man f&r nya observationer?

Split-sample metoden:

Dela upp materialet i tvd (eller flera) grupper

e |dentifiera modellen och skatta den genom att an-

vanda en grupp

e Predicera nya Y-virden, dvs Y, med prediktorvar-

dena frdn den andra gruppen.

Berikna prediktionsfelet dvs Y — Y och dess var-

ians

Kom ihdg, arbetsgdngen &r ofta en iterativ process:

Postulera en modell
inkl antaganden

U

Parameterskattning,
anvind data

Ny eller modifierad
modell

U

fr

Verifiering av modellen
test, diagnostik

Modellen haller
inte, forkastas

U

Modellen accepterad

anvind modellen




F22 Regressionsanalys forts och
Logistisk regression

Kap 13 Polynomregression

Emellanat upptiacker man samband som &r kvadratiska,
kubiska osv.
Allmant: polynom av k:te ordningen
Y = o+ B1X + BoX?+ .+ BpXF e
dar (som tidigare)
€ i N (O,a?)

tillsammans med 6vriga antaganden (vilka dr dessa?).
Ett antagande méste dock dndras. Vilket?

Modellen uttryckt i termer av betingat vantevarde

py|x = Bo+ B1X + B X2+ ..+ B XF

Antag att man borjar med enkel linjar regression.

Typisk indikation p& att man gjort fel ska man se i
monstret som uppstar i residualplotten:

Residual

Alltsd anpassa istéllet en kvadratisk modell till data!

MK-skattningen gar till precis som férut, vi minimerar

nu

2\2
Q=> (yz — Bo + B1; +/32%‘>
Vi vill alltsd minimera summan av de kvadrerade avstan-
den till linjen som nu &r en kvadratisk linje.

Residualer:
e=y-9 =y-6,bx-bx2 i

Betrakta 22 som en extra prediktorvariabel precis som
vanligt i multipel linjar regression.

| Minitab: sig att Y ligger i C1 och X i C2.

Kommando:

MTB> LET C3=C2**2

Anger sedan C2 och C3 som prediktorer i dialogrutan.

Resultatet blir som vanligt en ANOVA-tabla:

Analysis of Variance
Y = 4,22 - 3,47 X + 0,902 X2

Predictor Coef StDev T P
Constant 4,2201 0,6931 6,09 0,000
X -3,4708 0,6010 -5,78 0,000
X2 0,9022 0,1163 7,76 0,000

S = 0,401725 R-Sq = 91,7% R-Sq(adj) = 90,9%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F
Regression 2 39,127 19,564 121,23
Residual Error 22 3,550 0,161

Total 24 42,678

Analysis of Variance
Source DF Seq SS
X 1 29,408
X2 1 9,720




Inferensen gar till precis som forut:

1. MSR /| MSE ~ F (2,n—3), overall test for
modellen som helhet

2. SSR(X) /| MSE(X) ~ F(1,n—2), test
for enbart X (férst in, enkel linjar modell)

SSR(X?|X : "
3. ﬁ(x—&% ~ F(1,n—3), partiellt F-test for

X2 givet X

SSR(X,X2|2)/2
MSE(Z,X,X?)
tiellt F-test fér X och X2 givet nigot Z.

~ F(2,n—4), multipelt par-

5. och motsvarande ekvivalenta ¢-test...(sist-in-test)

Lack of Fit test

Beskrivs pa sid 290-292. Ofta i samband med just poly-
nomregression.

| Minitab: i Regressionsfonstret, klicka p& Options-knappen

och under "Lack of Fit Tests" vilj antingen " Pure Er-
ror” om ni har replikat dvs flera observationer per X-
varde eller " Data subsetting” om ni inte har det.

Ex) Anpassning till en linjar modell verkar inte vara ritt
har:

Fitted Line Pl
Y= 04256 +0,5373 X

Resultatet i Minitab:

Possible curvature in variable X (P-Value=0,000)
Possible lack of fit at outer X-values (P-Value=0,000)
Overall lack of fit test is significant at P=0,000

Anpassning till en kvadratisk modell verkar battre

Fitted Line Plot
Y = -0,07512 +3,542 X - 1,502 X**2

| Minitab:
No evidence of lack of fit (P >=0,1).

Vad man ska tidnka pd 4r att det kan bli problem med
multikollinearitet!

Ex) Antag att fem virden p& X observeras enligt nedan.
Insdttning av en kvadratisk term i modellen ger

X 10 15 20 25 30
X2 1.00 2.25 4.00 6.25 9.00

2\ _ _ 1 _
Corr (X, X ) =0.989 = VIF=1—{osg =457

Hur ska man |8sa detta?

Boken ger en lang beskrivning av sk ortogonala poly-
nom som kan anvidndas for att skapa nya prediktorer
med en mangd trevliga egenskaper men det dr alldeles
for mycket fér den har kursen!




Enklare metod som fungerar alldeles utmarkt med kvadratiska
samband &r centrering runt medelvardet, dvs skapa fol-

jande nya prediktorer,
— =\ 2
X{=(X-X) och X3=(X-X)
Effekten av denna enkla transformering kan illustreras
med exempelt ovan:

X | 1.0 15 20 25 3.0
X;=(x-X) [-10 -05 00 05 10

-\ 2
X;=(X-X)"| 10 025 00 025 10

1
Corr (X{,X3)=0 = VIF:ﬁzl

Ny plott

Anvind X7 och X7 i skattningen av modellen och vi
far

~ ~ ~ = ~ -\ 2

¥ =Bo+B1 (X - X)+ 53 (X - X)

vilket kan skrivas om enligt

Vo= (Bo—PBiX +B3X%) + (By—2B3X)X
=Bo =51
+ B2 X2
=pB2

dvs de skattningar man skulle f& utan att centrera!

Detta &r ett enkelt satt att bli av med ett "sjalvforval-
lat" problem! Svarare diremot att bli av med mul-
tikollinearitetsproblem vid polynomregression av hdgre
ordning, sarskilt med udda potenser (X3, X®), se sid
299.

Kap 14 Dummyvariabler
Hittills har vi haft kontinuerliga prediktorer X.

Ofta har man kategoriska prediktorer (nominal- el or-
dinalskala).

Ex)

X = man eller kvinna

X = sockerpiller el Medicin A el Medicin B
X = kallt, ljummet, varmt

X = Saab, Audi, Volvo, Toyota, ...

For att hantera detta anvdnds dummyvariabler!
Annat namn: indikatorvariabler.
En dummyvariabel antar typiskt vardena O eller 1 och

konstrueras s& att man kan identifiera vilken kategori
det &dr fragan om.

Ex) X = kén
Alt. 1:

0 man
X= { 1 kvinna

Modellen skrivs

Y =00+ 51X +e
vilket dr ekvivalent med

v — Bo+e man
"] Bo+ B1+e kvinna

Tolkningen ar
- Bg dr véntevdrdet i Y for man

- B1 dr forvantade skillnaden mellan kvinnor
och man




Alt. 2:

—1 man
X_{ 1 kvinna

Modellen skrivs

Y =0380+081X +¢
vilket &r ekvivalent med

y — Bo—pB1 -+ man
"] Bo+B1+e kvinna

Tolkningen &r

- B1 ér halva forvdntade skillnaden i Y mellan
kvinnor och man

- Bg ar véntevdrdet i Y for bada tillsammans forut-
satt att man och kvinnor ar exakt lika manga

Om man har en kategorisk prediktor X med k olika
kategorier behdvs (k — 1) st dummyvariabler.

Det fungerar inte att utoka med ytterligare en niva for
dummyvariablen, tex

0 socker
X =< 1 medicin A
2 medicin B

En okning i X frdn 1 till 2 blir meningslos! Vi vet
val inte om skillnaden mellan socker och med.B &r tva
ganger skillnaden mellan socker och med.A?

Ej ekvidistans! Kanske inte ens en 6kning!

Infor ytterligare en dummyvariabel:

~J 0 ¢j medicin A ~J 0 ej medicin B
X1 = { 1 medicin A X2 = { 1 medicin B
Tre mojligheter

(0,0) socker
(X1,X2) = { (0,1) medicin A
(1,0) medicin B

Vi kan identifiera vilken behandling det &r frégan om.

Modellen

Y = Bo+ B1X1+ B2Xo+¢€
ger

Bo+e socker
Y =< Bg+ B1+¢€ medicin A
Bo + By + ¢ medicin B
Tolkning av koefficienter:
Bo : vantevdrdet i Y efter behandling med socker

(1 : férvantad skillnad i Y mellan medicin A och socker

Bo : férvantad skillnad i Y mellan medicin B och socker

Bakgrunden ovan &r ett kontrollerat experiment dar
man far ett av tre mojliga preparat.

Om man kan kombinera preparat, dvs om bade medicin
A och B kan ges samtidigt, kan det finnas anledning
till att ta med samspelseffekter:

Y = Bo+ B1 X1+ B2Xo + 12 (X1X2) + ¢

ger

Bo+e socker
v — Bo+B1+e medicin A
) Bot+Br+te medicin B

Bo+ B1+ Bz + B12 +€ medicin A& B




Antag att vi har en prediktor X med tva nivéer, X = A
eller B. Vi skattar modellen, dvs parametrarna 3 och

B1-
Inferens:
Ho:B81=0 mot H;:pB1{#0

Testvariabeln dr som tidigare

Detta test &r ekvivalent med testet att tjamféra van-
tevarden i tvd populationer

Ho:pa=pa mot Hiy:pa#pp

med antagande om lika varians.

Tva pop.modell | Regr.modell
Yy~ N MAaUz) Ya=Bo+e
Yp~ N #3,0’2) Yp=po+0B1+e

dire ~ N (0,02) . Ekvivalensen &r uppenbar genom
att inse att

pa=PBog resp pup=PBo+ P51

Man kan givetvis utéka modellen och ta med "vanliga”
kontinuerliga prediktorer.

Vad som &r intressant ar frdgor av typen:

Ar det samma lutning p& regressionslinjen i de olika
grupperna? Ar det samma intercept?

1%

Kom ihdg att anvdnda en multiplikativ samspelsterm!

Metod | (sid 327 avsnitt 14-8)

Tva separata modellskattningar for olika grupper (sid322
avsnitt 14-7):

Yo = Boa+BiaX+e
Yp = Bopt+BiX +e

dvs gor tva regressionsanalyser, en for varje grupp och
jamfor resultaten mellan grupperna/modellerna.

Kraver en del ytterligare berdkningar, tex poolade var-
iansskattningar (se sid 323) eftersom ett av antagan-
dena &r att slumptermsvariansen ar lika mellan grup-
perna.

Krangligare kan man tycka men ibland har man inte
tillgang till radata, endast fardiga resultat som pub-
licerats.

Ex) En undersdkning i Spanien finns redovisad i en ar-
tikel och man upprepar undersdkningen i Sverige. Finns
det skillnader? Vilka?

Metod Il

En modellskattning med allt-i-ett (sid 327 avsnitt 14-
8):

Y = Bo+ 81X + BoZ + 12X Z + ¢

dér Z dr en dummyvariabel som anger grupptillhérighet.

Detta ger
A Y:ﬁo+ﬁ1X+E
B Y=(Bo+B2)+(B1+PB12) X +e¢

For att avgora vilken av de fyra situationerna som giller
kér man pd med den vanliga inferensen, dvs testa

Ho:B8,=0 mot Hj:B,#0
resp
Hp:f12=0 mot Hy:B1p#0

Detta alternativ verkar enklare och vettigare an alter-
nativ |, peta in allt och gor en stor allt-i-ett analys.
Men som sagt...




Boken redogor for varje tankbart test som kan goras
for respektive Metod | och II.

e test for lika intercept

e test for lika lutning

e test for att regressionslinjerna sammanfaller

Det ser ut som mycket att lara in...

Testen &r precis som forut, inget principiellt nytt
jamfort med multipel linjar regression!

Rekommendation: L&s igenom avsnitt 14-1 - 14-10
utan att uppehélla er for linge, skippa avsnitt 14-11
- 14-13.

Kap 23 + KD's hifte, Logistisk regression
Exempel p& icke-linjar regressionsmodell.

(1) Borja med enkel linjér regression dir Y &r en kon-
tinuerlig variabel.

Obetingat

Y ~ Distr (uy, 0'%/)
E(Y)=py, Var(Y)= O’%/

dér Distr star for ndgon fordelning med &ndligt van-
tevdrde och andlig positiv varians.

Betingat (modell):

Y | X ~N(Bo+81X, 0?)
E(Y | X)=p0+ 81X
Det betingade vantevirdet bestims av X och dessutom
kan vi forklara/predicera Y mycket battre.

(2) Tank om Y ej dr kontinuerlig utan en dikotom
variabel, dvs kan anta vérdena O el 1.

Obetingat

Y ~ Bernoulli(py)
E(Y) =py
Var (Y) =py (1 -py)

dar py &r sannolikheten for att observera Y = 1.

Kan man férklara att man i vissa ldgen tycks observera
"etta” oftare dn "nolla"?

Dvs att sannolikheten for lyckat utfall kanske kan fork-
laras med ndgon prediktor?

Hur ska modellen i s& fall formuleras?

e Allmant dr det betingade vantevarden for Y givet
X som modelleras.

e Med enkel linjir regression i (1) ovan har man

f(x) = Bo+ b1z = py|x=s
och det inses att  — oo < py|x < oo.

e Problem i (2) ty vintevirdet &r ju en sannolikhet
sd vi behover en funktion f (z) = puy|x = py|x
sadan att

0 < Py|x <1
En linjar funktion uppfyller inte detta krav!

e Diremot kan ju i princip var prediktor tilldtas anta
vilka virden som helst.

o Onskemal: hitta en funktion f (z) med obegrin-
sad definitionsmangd

-0 < r <

men begransad virdemangd

0 < f(z) <1




Ett av de vanligaste valen &r den logistiska funktionen

som definieras
exp (a + Bx
fla) = —olot o)
1+ exp (a + Bx)
| Kleinbaum et al skrivs detta som (sid 657)
1
(@) = 1+ exp(—a— Bx)

men uttrycken &r identiska.

= Py|x

Om B > 0 sa giller att
r — —oo = f(z)—0
x — oo = f(z)—1

och om 8 < 0 s3 géller det omvanda.

En intressant punkt som man kan se i rapportering &r
det virde pd X nir sannolikheten for Y = 1 dr precis
0.5. Denna punkt kallas LD50 vilket star for lethal
dosage 50% och intraffar alltid ndr

x = —a/f

Forts (2)

Betingat
Y | X ~ Bernoulli (pY\X)
EY) = py|x
Var (Y) = pyx (1-py|x)

dvs det betingade vintevirdet fér Y givet X tolkas /
definieras som en sannolikhet

Den andra mgjliga handelsen, Y = 0, har en betingad

sannolikhet
PY=0|X=2) = 1-P(Y=1|X=2)
B __exp(a+ Bzx)
1+ exp (o + Bx)
1

1+ exp (o + Bx)

Linjar anpassning till bindr repsonsvariabel

. <
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Logistisk regressionsmodell

Y-Data

X-Data

Odds, Logodds och Oddskvoter

Oddset fér en hindelse definieras som kvoten mellan
sannolikheten fér handelsen och sannolikheten fér kom-
plementet:

P(A P(A
Odds (A) = ( ): (4)
pP(A)Y 1-P(A)
Med logistisk regression f&r man det betingade oddset
for handelsen Y = 1 givet X

exp(a+fr)
P(Y=1|X —
Odds(Y =1|X) = PEY — : X; _ 1+exp(1a+,8$)
N T+exp(a+tpfz)
= exp(a+ SBr)

Oddset for hindelsen Y = 0 givet X blir pd samma
satt
P(Y=0|X

Odds (Y =0|X) = &
P(Y=1]|X)
-
exp (o + Bzx)
(exp (o + Ba)) !
exp (—a — Ba)




Logoddset for en hindelse &r helt enkelt den naturliga
logaritm av oddset:

LogOdds (Y =1|X) = In(0Odds(Y =1] X))
— in(exp(a + fz))
= a+fpx

Nu kan vi tolka regressionskoefficienter:

e « dr logoddset forY =1da X =0

e om x dndras med 1 enhet s& férdndras logoddset
for Y =1 med 8

Kom ihag att responsvariabeln Y nu dr ndgot annat an
vad vi har haft tidigare.

| (1) betraktas Y som en observerbar foreteelse som
kan matas och sedan jamféras med den skattade v
direkt. | princip skulle vi kunna observera

Y; = }A/ & e =0
De betingade vantevardena ﬂY\X:z ligger i utfallsrum-
met for Y.

| (2) och den logistiska modellen &r Y forvisso ocks3
observerbar men kan bara anta vdrdena 0 eller 1. De
skattade ¥ ska nu kanske hellre betecknas med Py|x=z
och tolkas som betingade sannolikheter (for Y = 1).
Vi kommer aldrig att observera n&got fall dar

Y =Py—1|x=z
ty betingade sannolikheterna ﬁY|X:x antar typiskt var-
den som ligger mellan 0 och 1.

En residual méste sdlunda tolkas annorlunda:
vi=1 = &= ¥i—Dy—1x=g
=1 Py=1]x=s
= Py=0|X=2z;
dvs sannolikheten for Y = 0 givet X = x.

vi=0 = &= ¥y~ Dy=1x=y
=0 —Py_1|x=y
= Py =1|x=z;
dvs minus sannolikheten for Y = 1 givet X = .

Ytterligare en tolkning av regressionskoefficienten

Oddskvoter beskrivs kanske enklast med ett exempel
fran boken (sid 659-660).

Anta en logistisk modell med tre prediktorer

X1 = roker / roker e
Xo = lder
X3 = it/ svart

Man far

LogOdds = o + 8121 + Boxa + B323

och vill sedan jamféra rokare/icke-rokare bland 45-3riga
svarta.

Oddsvkot

OR
Odds (Y = 1|45 &r, svart, rokare)

Odds (Y = 1| 45 é&r, svart, icke-rokare)

exp(a+B1-1+4B5-45+fB3-1)

exp(a+ 8104 B2-45+ fB3-1)
= exp(B1)




Allts& om vi 6kar X1 med 1 enhet (allt annat konstant)
s& &r den relativa férdndringen i oddset, for hdndelsen
Y =1, lika med exp (871) -

Oddskvoter anvands typiskt for jamforelser mellan olika
grupper med avseende pa risker for tex sjukdomar.

Ex) Hur mycket stérre &r risken for en 45-arig vit rokare
jamfort med en 20-&rig svart icke-rokare?
exp(a+B1-14 By 45+ B3-0)
exp(a+81-04+85-20+33-1)

= exp(B1+ 2582 — B3)

OR =

Odds kan vara svéra att tolka i bérjan. Men vet man
sannolikheten fér en hindelse s vet man ocks3 oddset:

P((A
Odds (A) = #
1—P(A)
Och vet man oddset s3 vet man ocks3 sannolikheten
dds (A
p(a)=_2 s (4)

14 0dds (A)

Odds h&r 4r inte samma sak som odds i spel som

definieras av hur mycket pengar man kommer att f&
om man satsar ratt. Eller

1 P (A

Odds (A) P(A)

ddr P (A) &r andelen i pengar som har satsats p att

SpelOdds (A)

+1

A vinner, vilket kan tolkas som en sorts sannolikhet.

Inget sagt annu om skattning av en logistisk regression-
smodell.

Typiskt maximeras en likelihoodfunktion, se tex eq.
(23.14) sid 673 och eq. (23.17) sid 676.

Detta kraver numeriska metoder dvs inget vi frivilligt
gor for hand! Anvand ett fardigt datorprogram!




