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- Del 1: Vikten av att titta på data

(a) Fyll i tabellen nedan:

	Modell
	Skattad regressionslinje
	R2
	Regressionskoefficienten, 1

	
	
	
	t-värde
	p-värde

	Y1 = 0 + 1X + 
	Y1 = 3,00 + 0,500 X
	66,7%
	4,24
	0,002

	Y2 = 0 + 1X + 
	Y2 = 3,00 + 0,500 X
	66,6%
	4,24
	0,002

	Y3 = 0 + 1X + 
	Y3 = 3,00 + 0,500 X
	66,6%
	4,24
	0,002

	Y4 = 0 + 1X4 + 
	Y4 = 3,00 + 0,500 X4
	66,7%
	4,24
	0,002


(b) Vilken eller vilka av är “bäst”? Alla är ”lika bra”, de små skillnader man ser i R2 kan förklaras med avrundningsfel.

(c) Jämför Minitabutskrifterna med avseende på  ”Unusual Observations”. För modell 3 finns en observation som ger en stor residual:

Obs     X      Y3    Fit  SE Fit  Residual  St Resid

  3  13,0  12,740  9,499   0,601     3,241      3,00R

och med modell 4 har en observation ett avvikande värde i prediktorn som ger den ett stort inflytande

Obs    X4      Y4     Fit  SE Fit  Residual  Resid

 11  19,0  12,500  12,500   1,236    -0,000      * X

De övriga två modellerna uppvisar inga ovanliga observationer.

(d) Plottar och slutsatser. När man tittar på plottarna för respektive datamängd inser man att endast den första uppfyller villkoren linjärt samband och homoskedasticitet som måste gälla vid enkel linjärregression (övriga villkor svårare att avgöra). Modell två brister i antagandet om linjäritet, det verkar vara ett kvadratiskt samband. Modell 3 har en avvikande observation som ger en stor residual (vilken det är är ganska uppenbart); tas denna bort kommer sambandet mellan X och Y3 bli nära exakt linjärt. Den fjärde slutligen är den svåraste; det observerade sambandet beror helt på en enda observation (vilken det är syns tydligt), tas denna bort går modellen inte ens att skatta.
	Modell 1
	Modell 2
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	Modell 3
	Modell 4
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- Del 2: Enkel linjär regression

a) Korrelationsmatrisen blir enligt utskriften nedan. Det största linjära sambandet finns mellan X4 och Y, vilka plottas mot varandra nedan. Sambandet ser linjärt ut med en viss reservation då man anar en viss avböjning, kanske kvadratiskt eller exponentiellt?

Correlations: Y; X1; X2; X3; X4 

         Y      X1      X2      X3

X1  -0,657

     0,000

X2  -0,202   0,048

     0,159   0,738

X3   0,595  -0,256  -0,144

     0,000   0,072   0,318

X4   0,873  -0,701  -0,121   0,339

     0,000   0,000   0,402   0,016

Cell Contents: Pearson correlation

               P-Value
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b) Med X4 vald som prediktor blir resultatet (diagrammen ges under (f) nedan):

Regression Analysis: Y versus X4 

The regression equation is

Y = - 100 + 0,497 X4

Predictor     Coef  SE Coef      T      P

Constant   -100,43    16,03  -6,26  0,000

X4         0,49729  0,04004  12,42  0,000

S = 5,60196   R-Sq = 76,3%   R-Sq(adj) = 75,8%

Analysis of Variance

Source          DF      SS      MS       F      P

Regression       1  4839,8  4839,8  154,22  0,000

Residual Error  48  1506,3    31,4

Total           49  6346,2

Unusual Observations

Obs   X4        Y      Fit  SE Fit  Residual  St Resid

 18  368   68,000   82,567   1,502   -14,567     -2,70R

 25  374  100,000   85,550   1,304    14,450      2,65R

 28  450  113,000  123,344   2,158   -10,344     -2,00RX

 31  380  100,000   88,534   1,123    11,466      2,09R

 43  364   66,000   80,577   1,641   -14,577     -2,72R

R denotes an observation with a large standardized residual.

X denotes an observation whose X value gives it large influence.

c) Det genomsnittliga värdet i Y då X4 = 0 skattas med 
[image: image6.wmf]0

ˆ

b

= –100. Bör användas med försiktighet då X4 = 0 ligger långt utanför det observerade området (det minsta värdet som observerats för X4 är 364). Den genomsnittliga ökningen i Y då X4 ökar med ett (1) skattas med 
[image: image7.wmf]4

ˆ

b

 = 0.497.

Fem observationer rapporteras som ”ovanliga”, samtliga med ”stor standardiserad residual” och en av dessa rapporteras ha ett ”stort inflytande”. Anledningen till detta är förmodligen ett stort avstånd till 
[image: image8.wmf]x

. Men den är inte tillräckligt långt bort för att ensam orka dra ner regressionslinjen och därför har den dessutom en stor residual.

Förklaringsgraden för modellen ges av R2 = 76.3% vilket överensstämmer med korrelationen (rX4,Y)2 = 0.8732 = 0.762 från (a)-uppgiften ovan; skillnaden beror på avrundningsfel.

d) Test av nollhypotesen H0: 4 = 0  mot H1: 4  0 på  = 5% signifikansnivå. Testvariabel är tex

T = 
[image: image9.wmf]4
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som följer en t-fördelning med n – 2 = 48 frihetsgrader. Vi förkastar H0 om vi observerar |Tobs| > t0.025(48) = 2.01063. Vi läser av från resultatutskriften värdet 12.42 vilket är större än det kritiska värdet och vi förkastar således H0, dvs 
[image: image10.wmf]4
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 är signifikant skiljt från noll, variationen i Y kan sägas förklaras av X4.

e) Ett 95% konfidensintervall för regressionskoefficienten 1 ges av
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vilket efter insättning ger


0.497 2.0110.040   =   0.497  0.080   =   (0.417 ; 0.577)

dvs 1 ligger med 95% säkerhet (konfidens) i intervallet (0.417 ; 0.577). Kopplingen till deluppgift (d) ovan inses genom att värdet noll (0) inte ligger i intervallet.

f) Antagandet om normalfördelning kan kontrolleras med hjälp av ”Normal Probability Plot of the Residuals” och histogrammet. Det förstnämnda visar att det inte riktigt gäller här, (de observerade punkterna ”slingrar” sig för mycket kring diagonalen) och histogrammet antyder att för många extrema observationer, (för tunga ”svansar” i fördelningen). Antagandet om lika varians eller homoskedasticitet kan kontrolleras med ”Residuals Versus the Fitted Values” och här ser man tydligt att spridningen inte är lika stor för alla värden på X4. Ett sorts oberoende skulle eventuellt kunna verifieras med det sista diagrammet om observationerna vore ordnade på ett meningsfullt sätt, tex efter tid eller geografisk närhet; här är observationerna slumpmässigt ordnade och diagrammet är alltså inte till någon hjälp. Linjäritet får man försöka avgöra genom att studera dels plotten i (a)-uppgiften samt resultatet av regressionsskattningen i (b-c) där vi observerar ett relativt högt R2 värde.
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g) Den skattade regressionslinjen tillsammans med konfidens- resp prediktionsband återges nedan. Observera att de flesta observationerna ligger innanför prediktionsbanden, tre stycken ligger utanför. Men 3 av 50 motsvarar ju 6% och det är ju ett 95% prediktionsband så vi bör alltså se ungefär 5% av observationerna utanför bandet. Observera dock att dessa tre alla ligger långt ut till vänster vilket ju hänger ihop med bristen på homoskedasticitet; den betingade variansen är högre vid låga värden på X4. Observera även att banden är som smalast just runt 
[image: image13.wmf]x

  400; osäkerheten är alltid som lägst just vid detta värde.
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- Del 3: Multipel linjär regression med två prediktorer

(a) Den variabel som har det näst högsta linjära sambandet Y är X1 kan kanske vara lämplig. En ny regressionskörning med både X4 och X1 som prediktorer ger följande resultatutskrift:

Regression Analysis: Y versus X4; X1 

The regression equation is

Y = - 81,4 + 0,462 X4 - 0,503 X1

Predictor     Coef  SE Coef      T      P

Constant    -81,37    26,77  -3,04  0,004

X4         0,46220  0,05625   8,22  0,000

X1         -0,5029   0,5650  -0,89  0,378

S = 5,61413   R-Sq = 76,7%   R-Sq(adj) = 75,7%

Analysis of Variance

Source          DF      SS      MS      F      P

Regression       2  4864,8  2432,4  77,17  0,000

Residual Error  47  1481,4    31,5

Total           49  6346,2

Source  DF  Seq SS

X4       1  4839,8

X1       1    25,0

Unusual Observations

Obs   X4        Y      Fit  SE Fit  Residual  St Resid

 18  368   68,000   82,129   1,584   -14,129     -2,62R

 25  374  100,000   86,562   1,732    13,438      2,52R

 28  450  113,000  123,399   2,163   -10,399     -2,01R

 31  380  100,000   87,726   1,446    12,274      2,26R

 38  432  117,000  116,035   2,386     0,965      0,19 X

 43  364   66,000   82,392   2,619   -16,392     -3,30RX

R denotes an observation with a large standardized residual.

X denotes an observation whose X value gives it large influence.

(b) Ökningen i förklaringsgrad R2 jämfört med den enkla regressionsmodellen i 2b) är endast 0.4%, från 76.3% till 76.7%. Detta kan tyckas förvånande med tanke på att korrelationen mellan Y och X1 är –0.657, men notera att korrelationen mellan X4 och X1 är relativt stark, rX4,X1 = –0.701. Notera att förändringen i det justerade R2 värdet faktiskt uppvisar en minskning i förklaringsgrad, från 75.8% till 75.7%.

(c) Diagrammen för residualanalysen ges på följande sida. Man kan se ungefär samma resultat som i 2f), dvs normalfördelningsantagandet tycks inte vara uppfyllt (samma resonemang som ovan), antagandet om lika varians är också illa uppfyllt, vi ser tendenser till olika mycket spridning i resdualerna som beror på värdena i prediktorerna. Det är något bättre för X1 som prediktor jämfört med X4; när vi tittar på residualerna mot den anpassade värdena (”Fitted Values”) och jämför med de två andra, ser man att det största bidraget till heteroskedasticiteten tycks komma från X4.

Men titta också på det relativa inflytandet på Y från X4 jämfört med X 1; X4 ligger typiskt mellan runt 400 vilket sedan multipliceras med ungefär 1/2 och X1 ligger runt 10 och multipliceras sedan också med 1/2. Detta ger ca 200 från X4 men endast ca 5 från X1; inflytandet från X4 är alltså ca 40 ggr större.
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(d) Test av nollhypotesen H0: 4 = 3 = 0  mot H1: minst en av 4 och 3  0, på signifikansnivå  = 5%. Testvariabel är

F = 
[image: image18.wmf]MSE

MSR


som följer en F-fördelning med k = 2 resp n – 3 = 47 frihetsgrader. Vi förkastar H0 om vi observerar |Fobs| > F0.05(2,47) = 3.195. Enligt resultatutskriften är värdet Fobs = 77.17 vilket är betydligt mycket större än det kritiska värdet och vi förkastar således H0, dvs minst en av regressionskoefficienterna är signifikant skild från noll.

(e) En prediktion av det förväntade värdet för Y givet att X4 = 400 och X1 = 4 ges av den skattade regressionslinjen i resultatutskriften:
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   =   – 81. 4 + 0.462×400 – 0.503×4   =   105.412

95% konfidens- resp. prediktionsintervall beräknas med formler som är ganska komplicerade (de återfinns inte ens i boken). Istället tar ni fram dessa med hjälp av Minitab genom att ange värdena 400 resp 4 på rätt ställe i dialogrutan enligt nedan; notera att man anger prediktorvärdena i samma ordning som prediktorerna har angetts. Resulatet blir 

Regression Analysis: Y versus X4; X1 

  (samma resultat som ovan i (a) ...)

Predicted Values for New Observations

New

Obs      Fit  SE Fit        95% CI             95% PI

  1  101,496   3,480  (94,494; 108,497)  (88,207; 114,784)XX

XX denotes a point that is an extreme outlier in the predictors.

Values of Predictors for New Observations

New

Obs   X4    X1

  1  400  4,00

(f) De observerade områdena för respektive variabel, dvs de faktiska värden på X4 och X1 som vi har observerat i stickprovet, är 

Min
Max

X4:
364.00
450.00

X1:
4.50
14.30

Vi ser att X4 = 400 ligger ungefär i mitten av motsvarande område och detta ska inte föranleda några problem. X1 = 4 däremot ligger utanför motsvarande område. Man ska alltid vara försiktig när man försöker dra slutsatser om hur modellen fungerar och predicerar nya värden utanför det område som har använts för att skatta modellen, dvs när man extrapolerar. Minitab varnar även för detta vilket framgår av utskriften i (f) ovan.

- Del 4: Multipel linjär regression med tre prediktorer

(a) Den variabel som har det tredje starkaste linjära sambandet Y är X3. Resultatutskriften av denna körning blir:

Regression Analysis: Y versus X4; X1; X3 

The regression equation is

Y = - 109 + 0,402 X4 - 0,431 X1 + 2,55 X3

Predictor     Coef  SE Coef      T      P  VIF

Constant   -109,16    21,00  -5,20  0,000

X4         0,40230  0,04418   9,11  0,000  2,1

X1         -0,4312   0,4319  -1,00  0,323  2,0

X3          2,5518   0,4345   5,87  0,000  1,1

S = 4,29002   R-Sq = 86,7%   R-Sq(adj) = 85,8%

Analysis of Variance

Source          DF      SS      MS      F      P

Regression       3  5499,6  1833,2  99,61  0,000

Residual Error  46   846,6    18,4

Total           49  6346,2

Source  DF  Seq SS

X4       1  4839,8

X1       1    25,0

X3       1   634,8

Unusual Observations

Obs   X4        Y      Fit  SE Fit  Residual  St Resid

  7  432  106,000  115,775   1,687    -9,775     -2,48R

 18  368   68,000   76,615   1,532    -8,615     -2,15R

 25  374  100,000   91,425   1,561     8,575      2,15R

 28  450  113,000  123,721   1,654   -10,721     -2,71R

 43  364   66,000   77,328   2,180   -11,328     -3,07RX

R denotes an observation with a large standardized residual.

X denotes an observation whose X value gives it large influence.

(b) Ökningen i förklaringsgrad R2 jämfört med regressionsmodellen i Del 2 var 10.0%, från 76.7% till 86.7%. Med tanke på det relativt starka linjära sambandet mellan Y och X3 är det kanske inte förvånande men dessutom är sambandet mätt i korrelation mellan X3 och X4 resp X3 och X1 inte lika höga som det mellan X4 och X1. Allmänt verkar det dock inte finnas problem med multikollinearitet vilket framgår av VIF värdena ovan.

(c) T-kvoten för den nya prediktorn X3 är enligt utskriften 5.87. Detta värde i kvadrat blir 34.46 vilket är lika med det värde man får om man beräknar F-kvoten för det partiella F-testet med testvariabel
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som används för att testa nollhypotesen ”tillskottet av X3 givet att X4 och X1 redan är med är noll” mot alternativet att ”X3 tillför något givet X4 och X1”. Insättning av värden från utskriften ger


Fobs  =  634.8 / 18.4  =  34.5    34.86  = (Tobs)2 

Slutsatsen av endera test är densamma; vi förkastar nollhypotesen och säger att X3 faktiskt tillför något till modellen, givet att vi redan hade X4 och X1 som prediktorer.

(d) Det verkar som om X1 skulle ha tagits bort ur modellen redan i Del 3 ovan eftersom resultatet av det test som gjordes där gav ett icke-signifikant resultat. Hur det skulle gå med en modell med bara X4 och X3 återstår att se. Det är inte heller klart hur det skulle gå att plocka med X2… 

- Del 5: Stegvis regression

(a) Resultatet av det stegvisa förfarandet ges nedan:
Stepwise Regression: Y versus X1; X2; X3; X4 

  Alpha-to-Enter: 0,15  Alpha-to-Remove: 0,15

Response is Y on 4 predictors, with N = 50

Step              1       2

Constant     -100,4  -125,6

X4            0,497   0,432

T-Value       12,42   13,26

P-Value       0,000   0,000

X3                     2,56

T-Value                5,90

P-Value               0,000

S              5,60    4,29

R-Sq          76,26   86,37

R-Sq(adj)     75,77   85,79

Mallows C-p    36,7     3,5

More? (Yes, No, Subcommand, or Help)

SUBC> y

No variables entered or removed

More? (Yes, No, Subcommand, or Help)

SUBC> n

MTB >

(b) Den slutliga modellen innhåller X4 (som valts i första steget) och X3 (som valts i andra steget). Förklaringsgraden går från 76.26% till 86.37% dvs en ökning med 10.11% (jämför med ökningen i R2 i Del 4). Inga fler variabler lades till och inga togs bort. Observera värdet på Mallows C-p i steg 2 ovan; en tumregel är att C-p ska vara ungefär “antalet prediktorer”+1 vilket är ungefär vad vi får här, 2+1  3.5. Slutmodellen blir vad vi misstänkte i 4d) ovan.
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