F5 Diagnostik och modellval

Kap 12 Modelldiagnostik, forts

e Residualanalys: Residualerna skattar ju slumpter-
merna varpd modellantagandena vilar. Hur kan vi
verifiera att antagandena &r uppfyllda?

e Outlieranalys: Extrema observationer som antin-
gen uppvisar extremt stora residualer eller har ett
starkt inflytande pa skattningarna, eller bade och.

e Kollinearitet: Hur samvarierar prediktorvariablerna?
Ar detta ett problem?

e Sakkunskap: Vad ir det jag analyserar? Hur har
data samlats in? Vad &r troliga virden?

Residualanalys

Vanliga residaler:

e; =y — Ui = yi — Bo + Prz;

Standardiserade residualer:
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Studentiserade residualer:
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Jackknife residualer:
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Observera! Olika namn p& samma saker:

Kleinbaum et al Minitab

residuals < residuals

standardized «—— (finns ej, f&r man skapa
sjélv)

studentized +—— standardized

jackknife +——— studentized

eller deleted t residuals

Indikationer p& om modellantagandena héller eller inte
far vi framférallt genom att studera plottar Gver resid-

ualerna.

Plottas ofta mot de anpassade virdena ¢; men dven
mot varje prediktorvariabel x for sig.

Uppfyller villkoren? Méonster ska inte finnas!
Kvadratiskt term verkar har!
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Ej lika varians Tidsberoende!
for alla X! (Minitab: Residuals v. Order)




Histogram &ver residualerna:

il .

Normalférdelat? Normalférdelat?

Plottar och histogram kan vara svara att bedéma, med-
for ett subjektivt element.

Alternativ dr kvantitativa matt och test.

Den empiriska fordelningsfunktionen med en normalférdel-
ning. Ar avvikelsen stor?

Empirical CDF of Residuals
Normal

Ve 00
oy StDev 1,138
N
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Probability plot. Ar avvikelsen stor? "Korvar' den sig
runt linjen?

Probability Plot of Residuals
Normal

Percent

Normalférdelningstest
Tre tillgdngliga i Mintab.

- Anderson-Darling - baserat pd den empiriska fordel-
ningsfunktionen.

- Smirnov-Kolmogorov - baserat p& y2-test.
- Ryan-Joiner (Shapiro-Wilks) - baserat p& korellationer.

Testen har som nollhypotes Hy att observationerna &r
normalférdelade. Forkasta Hg vid ldga p-virden.

Notera dock att de kan vara vildigt kidnsliga for out-
liers, sarskilt vid sm& stickprov.

Test for tidsberoende

Runs-test, ett icke-parametriskt test, inga modelanta-
ganden gors (se Hogg& Tanis sid 585-587)

L&t e; beteckna residualerna i den ordning de ar arranger-
ade efter (ex tid).

Beteckna med A om e; > 0 och w om e; < 0 och skriv
ned sekvensen av alla A och u. Rikna sedan antalet
"runs” dvs grupper av A resp u :

vuuuw A uu AAAAA

4 runs hdr . Ser inte slumpméssigt ut! Fler negativa
residualer (u) i bérjan av serien.

AuAuvAuAuAuAu

12 runs har. Ser det mer slumpméssigt ut?

For att det ska fungera i Minitab (som anvénder en
normalapproximering) rekommenderas ett minimum av
10 av vardera A och b. Mintab-kommando: RUNS C1.




Autokorrelation, studera sambandet mellan narliggande
residualer i termer av korrelation. Kan testas med
Durbin-Watson test (finns i Minitab, Regression > Op-
tions)
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Detta kommer att anvédndas i stérre omfattning pd mo-
mentet Tidsserieanalys.

Test for lika varians (homoskedasticitet)

Finns nagra (se sid 227). Forutsitter (ibland) flera
observationer per observerat z-varde.

Enkelt alternativ: studera rangkorrelationen mellan

|6,L'| och g

dvs Spearmans rangkorrelationstest fran grundkursen.
Om denna &r stérre &n ett kritiskt virde (fran en tabell)
forkastas nollhypotesen att rangkorrelationen &r 0, vilket
motsvarar idén att storleken p& en residual inte beror

pa x.

Exempel) Vi fér foljande:

Residuals vs X |Residuals| vs X

Ress
Residuai]

och plottar vi sedan rangerna for residualerna mot rangerna

for X far vi

Rank |e] vs RankX

Rangkorrelationen blir i detta fall 0.624;

detta &r storre dn det kritiska virdet 0.375723 (o =
1%, n = 48);

alltsd finns det samband mellan storleken p& e; och
storleken pd x;, dvs det ar inte homoskedastiskt.

Outlieranalys

Outlier = extrem observation som ligger "l&ngt utan-
for det omréde didr de flesta Gvriga observationerna
befinner sig.

Anpassade virden, y-hat

Stor residual? Stort inflytande?

Outlier; antingen i prediktorrummet eller som stor resid-
ual eller badde och. Nar dr det tillrdckligt l&ngt bort resp
for stort, ndr ska man reagera?

Man vill mata

leverage och inflytande (influence)

Tre métt (i Kleinbaum et al.)

-Leveragematt h;
-Cooksavstandsmatt d;
-Jackkniferesidualer  r(_;y




Leverage mattet h;

dr ett avstdndsmaétt i prediktorrummet, mater hur langt
bort den i:te prediktorpunkten befinner sig frén cen-
trum, dvs avstandet mellan

(zi1, zi2, -, wi)  och  (Ty,Z2,..., T)
jamfor med figur ovan. Typiskt berdknas h; mha dator,
kraver matrisalgebra.

Vid enkel linjir regression (med en prediktor) kan det
visas att

1, (zi—&)°
By — — 1t )
! n+(n—1)5%

Egenskaper allmant med k prediktorer:

1
— < h; <1 (om man har ett intercept i modellen)
n

k+1
n
Om h; ligger n&dra ett innebdr detta att den i:te obser-

Shi=k+1 < h=

vationen har tvingat in modellen ndstan genom punkten

(z;,y;) . Approximativt ska ett histogram &ver h;'na
paminna om en x2-férdelning.

Tumregel: se upp for observationer dar
2(k+1
L 2(k+1)

n

h;

Cook's avstdnd d;

dr ett inflytandematt. Hur mycket paverkas skattnin-
gen av regressionskoefficienterna om den i:te observa-
tionen tas med/tas bort?

Om prediktorerna har medelvirde = 0, samma varians
och &r okorrelerade giller att d; &r proportionell mot

ko n A 2

> (B = By

=0 ( 7 Pi( %))

dar Bj ar skattningen med alla observationer och Bj(_z-)
dr skattningen med den i:te borttagen.

Allmant géller att

622 h; 7“12 h;

(k+1)s2(1—h)?  (k+1)(1—hy)

>0

d;

dvs d; ar positivt men ej begransat uppat. d; kan alltsa
vara stor pga att observationen dr extrem i prediktor-
rummet eller for att den far en stor studentiserad red-
sidual. Approximativt &r

dj ~ F(k,n—k—1)

Tumregel (mojligen otillforlitlig): se upp foér observa-
tioner dar d; > 1.0 (se sid 232).

Tabell A-10 i Kleinbaum et al ger kritiska varden for
den stdrsta av samtliga observerade d;, dvs maxd;,
for n observationer och k prediktorer (egentligen d; %
antalet frihetsgrader).

Om man observerar maxd; som &r storre dn tabel-
Ivirdet =—> reagera!

Jackkniferesidualer

e; : resdual, avstdnd mellan observerat och predicerat

S%—i) . jackknife-skattning av O'g

h; : leverage, matt p3 avstandet mellan den i:te predik-
torpunkten och centrum

Jackknife-residualen sammanfér dessa tre matt:

€
T_iy = A ——
(=) S%_i)\/l - hi
Testa om T(—4) dr signifikant skilt fran noll, ¢-férdelat
med n — p — 2 frihetsgrader.

Obs! Vi kan testa n stycken h;, d; och T(—i), men detta
kraver justering av signifikansnivan, se sidorna 229-233
och s.k. " Bonferroni-korrektion”.




e Residualanalys och olika inflytande matt &r
indikatorer p& besvirliga/konstiga observationer.

e Vi kommer alltid att observera en storsta residual,
leverage och Cook’s méatt osv.

e Att blint forlita sig pa kvantitativa matt &r inte att
rekommendera. Vi kan alltid indentifiera outliers
och eventuellt ta bort dessa frdn analysen, men
med stoérsta forsiktighet!

e Vad man ska fréga sig 4r varfér en given observa-
tion &r extrem. Foreligger det méatfel? Datainsam-
lingsproblem? Ar de observerade virdena omajliga,
otroliga eller bara "lagom” extrema?

e Man méste veta ndgot om bakgrunden och férut-
sdttningarna for analysen!

| Minitab: Som en &vning kan ni, via Storage-knappen

vilja att spara de olika matten genom att klicka i resp
box.

Regression - Storage

Diagnostic Measures Characteristics of Estimated Equation
I~ Fcsiduals I Cocfficients
I Standardized residuals I Fits
I™ Deleted t residuals ™ MSE
I™ Hi lleverages) XX inverse
I Cook's distance ™ Rmatrix
I~ DFITS

Sedan kan ni understcka dessa genom tex att skapa his-
togram, DESC-kommandot, osv.

| enkel linj&r regression kan ni se ndgot intressant om ni
plotttar h; mot prediktorvariabeln X. Vad beror mon-
stret p&?

Multikollinearitet
Samband mellan prediktorerna X1, Xo, ..., X

Ett exempel med tva prediktorer,

Yi = Bo + B1Xi1 + B2Xi2 + &
Det kan visas att skattningarna kan skrivas som
A 1
] j 9 )
1 =730
dar cj dren konstant som beror pd data och 77,7, ar
korrelationen mellan X7 och X5.

Antag att x;; = w;5. D& &r 7392, = 1 och om vi
skattar regressionsmodellen far vi

e (3)

Koefficienterna Bl, ,@2 och Bo kan ej bestammas enty-
digt! Dessutom &r variansskattningarna for Bj propor-
tionella mot inflationsfaktorn 1/ (1 —rmlxz) och os-
dkerheten i skattningarna okar!

Det uppstér problem om en prediktor kan skrivas som
en linjarkombination av de 6vriga, tex

X1 =79 +72Xo+ ... + 7 X

Att kvantifiera och bedéma kollinearitet rér endast predik-
torerna, ej responsvariabeln Y.

Antag att man har k stycken prediktorer i modellen.
Skatta alla & modeller som kan formuleras med den
j:te prediktorn som responsvariabel och de évriga k—1
som prediktorer:

X1 =a1p+aXo+... +appXy
2 Xo = apg + a1 X1 + ap3X3... + aop Xy,

koo Xp=ogpot+ api Xy 4.+ ogo1) Xi—1

For varje sddan modell fér vi ett Rz—vérde,betecknat
Rjz- avseende prediktor 7. Vad mater R??

Variation Inflation Factor (VIF)

VIF;, = —,
J 1— R2

J

i=1,2,...,k




Om Rjz — 1 sa giller att VIF; — oo. Alternativt
definieras toleransen
1
=1-R?
VIF} J
Tumregel: se upp om VI F; > 10.0

| Minitab: via Options-knappen, klicka fér boxen " Vari-
ance inflation factors” och studera sedan utskriften.

(L&s &ven diskussionen om V' IFy, dvs for interceptet,
sid 242-243, men skippa fortsttningen sid 243-245.)

Problem med multikollinearitet kan ofta uppstd i sam-
band med Polynomregression (kap13) och modeller med
Samspelstermer (kap 11).

En metod som kan reducera multikollinearitet dr att
centrera observationerna runt respektive medelvarde,

dvs for varje prediktor (j = 1,..., k) och observation
(i=1,...,n) berdknas
Wij = X5 — X;

som far ersitta de ursprungliga observerade virdena.

Exempel med polynomregression pa sidorna 239-240.
Modellen

py|x = Bo + B1X + BaX?

kan ge problem om X och X2 ir starkt linjart korrel-
erade i data. Centrera istidllet enligt ovan och skatta
modellen

py|x = 58+BTW+,33W2
— B+t (X - %) +83(x - )

Exempel med samspelstermer, se datorévning 3-4.

Skippa sidorna 246-252 dock ej avsnitt 12-9.

Kap 16 Att Vilja Basta Modell

1. Definiera en maximal modell

e alla tinkbara prediktorer: X7, Xo,...
e potenser av prediktorer: X%, X% ..
e ev. transformationer: In X;1/X,...
e samspelstermer: X1X5, X1X3,...

e kontrollvariabler och deras ev potenser, trans-
formationer, samspelstermer. . .

Problem med &veranpassning (overfitting), dvs att ta
med sddant om inte ingdr i den "sanna” modellen med-
for inte bias. Ddremot ev. problem med multikollinearitet.
Aven majliga problem med antalet frihetsgrader (df =
n—q—1). Om df = 0 s8 blir R? =1 4ven om det i
populationen &r s3 att R? = 0.

Tumregel i boken: minst 5 observationer per prediktor
(dven potenser, samspelstermer etc).

Aven tolkningsproblem med alltfor stora modeller (kom
ihdg Occam'’s razor).

2. Definiera kriterium fér val av_modell

Modellvalskriterium som kan berdknas for varje modell
vi analyserar / skattar dvs ett index att jamféra mod-
eller med varandra.

Fyra behandlas i boken: R}%, Fp, MSEy, och Cp

Utga ifrdn en jamforelse mellan tvd modeller, en full
(maximal) och en mindre (reducerad):

Bo+ B1X1+ -+ BpXp + Bpr1Xpr1 + - + Bp Xy

reducerad modell, p pred

maximal modell, k st prediktorer




° R% jamfért med Rlzj, andel forklarad variation

tenderar att dverskatta sant R2

fler prediktorer = hogre R2

ST SN,
Rk alltid storre dn Rp

e 2
alternativ: Radj

e F) dvs F-kvoten frdn multipelt partiellt F-test
(ekv. (16.4))

__[SSE (reducerad) — SSE (full)] / (k — p)
N SSE (full) /(n —k —1)

Fp

o MSE)y dvs skattningen

.2 .o SSE (reducerad)

Oy x =0e=—T—7—
n—p—1

Vi vill ha en modell med liten slumptermsvarians.

Hur ska man jamféra modeller?

e Mallow's C definieras (ekv. (16.6))

_ SSE (reducerad)
p—m—(n—2(p+1))

Om M SE (reducerad) =~ M SE (full) s& blir
Chr=p+1

Om Cp > p+1 sé finns det formodligen utrymme
for fler prediktorer, om Cp < p+1 har ni férmod-
ligen 6veranpassat modellen.

e Kriterier baserade p& informationsteori, tex

Akaike Information Criterium

AIC =nlog MSE + 2p

Schwartz Bayesian Criterium

SBC = BIC =nlog MSFE + plogn

straffar for "stora” modeller och bel6nar stora
minskningar i osdkerhet (residualvarianser)

— ndr man jamfor virden dr det battre med det
mindre

3. Definiera en strategi for val av variabler

e Jamfor alla mojliga modeller

Manga prediktorer = dnnu fler modeller

Ex) p prediktorer ger (med bara huvudeffekter)

(§)+(§))+(§)+...+(z)zzp

olika modeller att skatta och analysera!

e Reducera en full modell
1. Skatta full modell

2. Vilken prediktor kan tas bort utan att det férsvin-
ner en stor andel férklarad variation? Kriterium:
F'-test.

3. Ta bort denna

4. Skatta reducerad modell, g& till 2.

e Bygga upp frdn tom modell
1. Skatta "tom"” modell

2. Givet modellen, vilken enskild prediktor bor lag-
gas till? Kriterium: F-test.

3. Lagg till denna

4. Skatta utokad modell, g§ till 2.

e Stegvis regression (Minitab: Stepwise)

— variant av de tvd oféregdende, vilj sjdlva om

ni vill bérja uppifran eller nerifrén

— i varje steg analyseras om en prediktor man
tidigare sldngde bort borde tas med igen alter-
nativt en som tidigare togs med nu bor sldngas
bort

— i Minitab anges kriterier for att ldgga till resp
ta bort




Minitab dialogfénster for kriterier (Methods-knappen)
med stegvis regression:

Stepwise - Methods ]

& Use alpha values. ¢ Use F values

@ Stepwise (forward and backward)
Predictors in initial model:

Mphatoenter: [0.15  Fioenter [4
Alpha to remove: [0, 15 Fto remove: [4

 Forward selection

[z o
 Backward climination
T o
Help Cancel

4. Genomfor analysen

N&r man vl har bestimt sig fér en modell ska en mer
fullstindig analys genomforas (residualanalys, outlier-

analys enligt tidigare)

5. Validering, bedémning av modellens tillfrlitlighet

Om modellen lyckas predicera nya observationer " bra”
s& dr det en tillforlitlig (reliable) modell. Hur ska man
bedéma detta innan man f&r nya observationer?

Split-sample metoden:

Dela upp materialet i tvd (eller flera) grupper

e |dentifiera modellen och skatta den genom att an-

vanda en grupp

e Predicera nya Y-virden, dvs Y, med prediktorvar-

dena frdn den andra gruppen.

Berikna prediktionsfelet dvs Y — Y och dess var-

ians

Kom ihdg, arbetsgdngen &r ofta en iterativ process:

Postulera en modell
inkl antaganden

U

Parameterskattning,
anvind data

Ny eller modifierad
modell

U

fr

Verifiering av modellen
test, diagnostik

Modellen haller
inte, forkastas

U

Modellen accepterad

anvind modellen




