F2 Regressionsanalys, introduktion

Vi har en uppséattning variabler

Y och X]_,XQ,...,Xk

dar Y sdgs vara den beroende variabeln och X1, Xo,..., X}

sdgs vara de oberoende.

Vi vill faststilla hur det funktionella sambandet mellan
dessa ser ut, dvs

Y:f(XlaX2a"'an’)

Syftet ar att skapa en modell som i ndgot avseende
beskriver verkligheten pd ett bra satt.

1. Prediktiva modeller, tex Newtons gravitationste-
ori, Boyles gaslag

2. Forklarande modeller, tex Darwins evolutionsmod-
ell

3. Preskriptiva modeller, tex Keynesianska ekonomiska
modeller

Vad adr en "bra” modell? Olika kriterier som brukar
omtalas &r

e Enkelhet (simplicity), dvs om en komplicerad mod-

ell ger samma svar som en enklare modell, skall den
enklare viljas (Occams rakkniv)

e Klarhet, tydlighet (clarity), det ska vara latt att
férstd hur modellen ska anvindas och den ska med

"latthet” producera svar ndr samma frégor stills.

e Objektivitet, (bias free), min politiska hemvist eller
hur jag madde i morse ska inte paverka resultatet.

e Anvindbarhet, (tractability) om kostnaden fér att
fa svar pa fragor med hjilp av modellen &r for hog,
ar det inte en bra modell.

Kausalitet
Vad &r det som paverkar vad? | vilken riktning gar det?

Ex) Jag behandlas med ett preparat och mitt héga
blodtryck sjunker. Var det medicineringen som péverkade
blodtrycket eller var det mitt redan sjunkande blodtryck
som fick mig att ta medicinen?

Ex) Beror arbetsldsheten pé inflationen eller inflationen
pd arbetslshet?

Ex) Godsfrakt via tag har visats vara negativt korrelerad
med starkdlsforsaljningen. Varfor?

Viktigt att skilja pa statistiska (numeriska) samband
och kausala samband. Statistiska samband &r inget
bevis for kausala samband! Ibland 4r starka numeriska
samband endast spuriésa.

Kriteterier for kausalitet, se sid 37, sju punkter.

Regressionsanalys

Metod for att séka samband mellan variabler, och kvan-
tifiera detta samband dvs ge ett numeriskt matt pé
sambandet. Det &r ett forsok att beskriva verkligheten
genom att formulera en matematisk modell. Mod-
ellen kan sedan, baserat pa observationer, antingen ac-
cepteras eller forkastas. Dessutom far vi ett verktyg att
kvantifiera osakerheten i de slutsatser vi drar (jmfr skill-
naden mellan deterministiska och stokastiska modeller,
sid 37-38).

Vi skiljer p& variablerna

beroende variabel
underséknings variabel
resultatvariabel
responsvariabel

och

oberoende variabler
forklaringsvariabler
bakgrundsvariabler
prediktorer




En prediktor = enkel regression
Flera prediktorer = multipel regression

Arbetsgdngen &r ofta en iterativ process:

Postulera en modell
inkl antaganden
Parameterskattning Ny eller modifierad
« ~
anvinda data modell
g fr
Verifiering av modellen = Modellen haller
test, diagnostik inte, forkastas
g
Modellen accepterad
anvand modellen

Enkel linjar regressionsanalys

Enklaste modellantagandet

Y =80+ 61X +e¢

dvs en linjar modell dar

Bo, 81 ar okdnda parametrar som skattas

€ ar ett slumpfel eller slumpvariabel med en férdel-
ning.

o X ir en prediktor for Y. Ar ofta betraktad som fix
(men kan vara slumpmadssig.)

e Y &rresponsvariabeln som beror pd X. Slumpvari-
abel.

Antaganden:

Existens: For varje fixt varde p&d X giller att Y ar en
slumpvariabel med en férdelningsfunktion med dndligt
vantevdrde iy x och adndlig varians G%,|X.

(Notera notationen!)

Oberoende (independence). Y-virdena i ett stickprov

dr statistiskt oberoende <—=> slumptermerna € som as-
socieras med de enskilda Y-védrdena, &r oberoende. Vi-
dare dr € och X oberoende (om X &r en sv).

Linjaritet: Det funktionella sambandet mellan X och
Y &r linjart, dvs dr pa formen

Y =080+ 81X +e

eller

py|x = Bo+ 81X

Homoskedasticitet eller lika varians: For varje fixt varde
pd X giller att

2 2
Var(Y|X)zoy|X:U

dvs hur vi dn viéljer X sa &r den betingade variansen
for Y lika stor. Ibland bra att beteckna med ag.

OBS! Ej att forvixla med den obetingade variansen for
Y, dvs 03

Normalitet: For varje fixt virde pd X giller att Y ar

normalférdelat med véntevarde iy y och andlig vari-

2
ans O'Y'X.

Det betingade véntevardet for Y kan skrivas

py|x = EY | X ==x) =B+ f12
och under antagandena &r den betingade férdelningen
for Y alltsa

(VX =2)~N(Bo+ 7, o x)




Hyx
N E(VIX) = = B+ B X

Det ar alltsd de betingade vintevardena for Y som
beskrivs av regressionslinjen

py|x =EY | X =x) =5+ p1z

Overallt samma betingade varians

O'%/‘X:VGT’(Y‘X:.’E):O'E

Samt den betingade férdelningen for Y givet X, &r
normal.

Parameterskattning

Vi antar att vi har ett iid stickprov, av storlek n, av
observationspar

(xivy’i)

Antag att BO och 31 dr tva skattningar av regression-
skoefficienterna. Vi kan da skriva

9i = Bo + b1
dar g; blir en skattning av By |X dvs det betingade

vintevdrdet givet X = z;.

Detta virde §j; kan d& jamforas med det faktiskt ob-
serverade virdet y;.

Vi kommer ihdg MK-metoden (eng. Least Squares,
eller LS).

Q=Y (yi — py)?
i=1

Det vérde pa fiy som minimerar (Q ar var skattning for

py -

Istéllet for att skatta py skall vi skatta de betingade
vdntevardena jiy |y som ju bestams av g och fy.

Skattningarna 30 och 31 bestams s att

Q= znjl (yi - NY\X)Z = znjl (yi —Bo - 31961‘)2

1=

minimeras.

Max-min-problem! Derivera @ map BO och ,@1 och satt
lika med O, ger

o2 — —2Z<yi—30—31%‘> =0

%o o
8631 = —2Z<yi—5o—51$z> z; =0

- { Zyi_ZBOA_ZﬁlxiAZO
S iy — Y Boxi — X Bz =0

{?}30+512%’=Zyi (1)
BoYai+P1Yaf =Y ay;  (2)

Frén (1) far vi efter lite forenklig

Bo=19— B
Notera att paret av medelvirden (Z, 7) alltid ligger ex-
akt p& linjen!

Joez =PBo+ P17 =7 — P17+ P17 =7

Insattning av detta i (2) ger efter (lite) forenklig

(@i —%)(yi =) Sy
> (z; — 7)? 52

b1 =

Den sista kan jamféras med formeln fér korrelationsko-
efficienten som kan skrivas

_ > (mz - i‘) (yz - ?j) _ S:Uy
\/Z (i — 5)2\/2 (yi —9)%  S= Sy

och vi ser att

r

T:%BI och 31 :g—zr

Kom ihdg att korrelationskoefficienten dr ett matt pa
det linjara sambandet!




Formlerna fér 31 och r kan &ven skrivas som

n > iy — (Cy) (O ;)
nya? — (L x;)?

b1 =

respektive

_ ny zyi — (X yi) (C xi)
Jna? — (Sz)A/nEv? — (S w)?

T

~ Sy  Sxy
Pr=cg-T="C5"

Vilket man anvinder 4r en smakfrdga. Idag anvinds i
vilket fall datorer!

Tolkning av regressionskoefficienterna:

* BO dr interceptet, det genomsnittliga vardet pd y nar
z =0.

* Bl ar linjens lutning, den genomsnittliga férandringen
dad = dndras en enhet.

Genomsnittig 6kning
— i'Y nar X okar med 1

Denna férvantade forandring ar lika for alla varden pa
x. For ett visst varde zg pad x har vi

Oz=zy = Bo+ B1zo
Om vi 6kar detta virde xzg med ett far vi

Jr=zg+1 = Bo+B1(zo+1)
och ¢kningen i y-led blir

g:ﬁ:ngrl - @Izwo - /81

Residualer

Frdn modellen har man slumptermerna
& = Y=Y, = Yi—pyx = Yi—Bo—B1X;
och antagande kan delvis omformuleras enligt

&g zfz\gl N (0, U?)

Fran data beriknas residualerna

e = ¥i— Ui = yi—Bo— L1z
for alla 7, och residualen e; ses som en skattning av
slumpfelet ¢;.

Skattade véintevarden givet X

N Y S

Residual €

Faktiska observationer

Enkelt att se att summan av residualer alltid ir lika
med noll:

n
dei =
=1

-

@
I
M

(yi —Bo - 31%)

Il

@
I
M

yi — §+ 1% — P
( )

n
Yi—ng+npiZ—p1 Y x; =0
i=1

Detta garanteras av MK-metoden. Men d& &r de inte

Il

s
Il
—

heller oberoende!

Sum-of-Squared-Errors (SSE)

n

SSE = i ;=3 (yz — Bo —31$i>2

i=1 i=1

Om SSE = 0 = perfekt anpassning, alla resid-
ualer lika med noll.




Under givna antaganden har vi en skattning for slumpfelet

g; €.

En skattning for ag = G%’|X baseras p& SSFE.

SSE ¥ (yi — 9i)?

2 2 —
S = I T L TS T
Jamfor med den obetingade variansen fér Y,
2 _ 2Wi— 9)°
Y n—1

som en skattning av a%.

Uppdelning i varianskomponenter:

(n—1) 5%

= Y (i —9°=Syi—9)+ (@ — 7))

Y (v — 902+ @i — 9)* + 2 (i — 9:) (i —

)

Den sista termen &r noll:
S(Wi—0:) (0 —9) = Yei(9i—9)
> [62' (Bo + 31%) - 6i?7]

BoXei+B1Yei— G e
= B1Y e

Att den sista termen &r noll &r inte helt latt att se (se

sista sidan).
Vi far
S = S0 + L9’
SST = SSE + SSR
(total variation (oférklarad (forklarad
iY) variation) variation)

observation

A
_ o5 /

Yi-y

y
B / givet X

skattat vantevarde

Andelen férklarad variation

_SSR_SST—SSE _ _SSE

SST SST SST

R2

Mal: F3 s& stor andel forklarad variation som mdjligt.

R? begrinsas enligt

0<R?<1 alt 0<R?<100%

Skattningarna BO och 31 dr slumpvariabler. Vad har
de for egenskaper med avseende pd vintevirde, varians
och fordelning?

Kan visas att

E (,@1) = (31, alltsd vvr

Vv (B) 2 o? o2
ar = P =
V0 T S @—a? (n-1)82

w»

E( 0) = Bp, alltsd vvr

3—32
n o (n—1) 5:%)

Skattningarna BO och 31 brukar ibland kallas BLUE
(best linear unbiased estimators)




Vidare har vi under de givna antagandena:

Bo~ N (Bo. %, )
och

BL~N (BLU%)

Haken &r att o2 4r okind och maste skattas. Men vi
hade ju en skattning ovan...

Kan visas att I (Sg) = 02, dvs den &r wvr.

Vi sitter alltsa in S2 istillet for o2 i formlerna for O‘B
0

och O'B ovan for att fa skattningarna
1

och

Eftersom vi skattar 2 med S? s anvinds ¢-fordelningen
for inferensen (se sid 54).

Jamfor med inferensen néar vi skattar p i fallet med
normalférdelning med okand varians.

Nollhypotes: Hg: 31 = ﬁ(

31 5(0)

Sp,

Testfunktion: ~t(n—2)

Nollhypotes:  Hp : Bg = Bg))

50 - 5(0) N
50

Testfunktion: t(n—2)

Konfidensintervall:

Bred"0) S,

och

Bo £ tgna2/)2 S84

For den intresserade: bevis for att

Z €;T; = 0
Anvind att §; = BO + Blazi, och BO =9y — Bla': samt
att man kan skriva

S S,
B = y — 2Ty

Sz 52
dédr Szy dr kovariansen mellan X och Y i stickprovet.
Detta ger

Sewi = X(vi— i) @i = % (wwi — (Bowi + Bra?))
= Yoy — L@+ I e — B L]
= (Swiy; — n7) — By (L o? + ni?)
= (n—1)Sey—B1-(n—1)S2

S
= (n—1)sxy—si%y(n—1)3§:0




F3 Regressionsanalys, forts

Kom ih&g antagandena, 5 stycken:

Existens, Linjaritet, Normalitet, Oberoende, Homoskedas-
ticitet (lika varians)

Att skriva
Y, = Bo+B1Xit+e
dar |Bg| och |B1| < oo, och
si%lN<O,ag>, 0<O’§<OO
sammanfattar antagandena.
Givet ett iid stickprov av observationspar (z;, y;) skat-

tas regressionsparametrarna enligt MK-metoden (LS,
OLS)

Bo=17— P17
~n Sy Sy
Bl - er S%

dar Syy dr kovariansen i stickprovet.

Vi far residualer enligt
ei = yi — Bo+ Bimi
Den totala variationen i y kan uttryckas som
—\2 2
SST =% (yi—9) =(n—-1)5,
och denna kan delas upp i varianskomponenter

SST = SSE + SSR =Y (yi — 9:)2 + ¥ (4 — §)?

<se bild residualer frén F17>

Den del av variationen i Y som férklaras av regression-
smodellen dr SSR.

Den &terstdende delen SSE, &r den oférklarade vari-
ationen, den betingade variationen enligt O'g och som

skattas med
_ SSE
T n-—2

Sz
Andelen férklarad variation skrivs d&

_SSR_SST—SSE _ _SSE

R2
SST SST SST

kallas dven forklaringsgrad. Notera att

0< R2<1

Eftersom skattningarna BO och Bl dr definierade som
linjarkombinationer av normalférdelade slumpvariabler
blir dven

Bo~N (5070%0) och By ~N (5170%)

dir 02 och 02 beror p3 o2.

Bo B1

2
€

anvinds t-fordelningen med (n — 2) frihetsgrader for

Men eftersom o2 &r okidnd och maste skattas med S2

inferensen for Bg och 1 (konfidensintervall och hy-
potesprévning).




Konfidens- och Prediktionsintervall

Antag att Y ~ N (uy,a%> . Vi forvantar oss att se
ca (1 — «) 100% av alla observationer i intervallet

2
py * z1_op- 0y

Med okidnda men skattade parametervirden
fyy =7 och &% =52
blir v8r bista gissning om framtida / icke-observerade

virden pd Y, ett (1 — ) 100% sk prediktionsintervall
(PI), given enligt

Variansen for Y &r alltid U%,, oavsett hur manga y vi

ser.

Ett (1 — «) 100% konfidensintervall (K1) ddremot siger
ndgot om hur bra skattningen av jy &r. Precisionen i
skattningen blir battre ju storre stickprovsstorlek

Variansen for stickprovsmedelvirdet, Var (Y) = o%/n,
blir mindre ju storre stickprov vi har, vi har battre pre-

cision i skattningen av py-.

Motsvarigheten for en skattad enkel linjar regressions-

modell blir:

Inferens om betingat vantevarde My | x givet att X =
o ges av skattningen

Py | x=zo = Po + P10

och konfidensintervallet

2
. (n—2) 1, (z0o—17)
Ky | X =g + tlfa/2 “Se - g + (n—1) S%

Notera att om vi berdknar detta for g = T far vi

Prediktion av "framtida" Y givet X = xq ges av skat-
tningen

17:160 = BO + leO

och prediktionsintervallet

(w0 — 7)°
(n—1)S2

Notera att om vi berdknar detta for xg = T far vi

_ (n—2) [, 1
yj:tlia/2'Se‘ 1+;

_ (n—2)
§E g Se

. _ 1
Vio + t§’ij72-se-¢1+5+

%




Med Minitab

Regression Plot

Y =-24,7103 + 2,14025X
RSq=721%

95% CI

—o— 95% PI

Regression

Kap 6 Korrelationskoefficienten

Korrelationskoefficienten r for stickprovet definieras

> (2 — ) (yi — 9)

" 2 2
VE (@i — D2/ (i — 9)
/55,58, SeSy Syt
Egenskaper:

o —1<r<1

e skaloberoende

r och 31 har samma tecken

r ger ett matt pd styrkan i det /injdra sambandet

Allmant géller att

_ SSY - SSE
. 8SYy
Notera ocksd att man ofta ser olika beteckningar for

r2 = R2

samma sak:

SSy = SSY = SST = 3 (y; — )

For en bivariat normalférdelning

(X’ Y) ~ BV N (NX)MY?U?X,U%vp)

kan regressionsmodellen skrivas som
oy
py|x =y +p—— (X — pg)
ox

vilket kan jamforas med motsvarande skattning av Ky | x
med den skattade modellen

byx = Bo+ By
= §-B1Z+ Pz =7+ By (z —Z)
= §+rt(z—7)

Inferens om p

1. Hy: p=0 << Hp:f1 =0 med teststatis-
tika

rey/n—2
BV ey

2. Hy:p=po dar pg#0

e ¢j ekvivalent med Hg : 31 = ,8(10) for nagot

B # 0

e teststatistikans férdelning symmetrisk endast om
po = 0som i1l ovan. D& pg # 0 ar fordelningen
skev.

e exakt fordelning for r &r komplicerad.

= Transformera till ndgot approx. normalférdelat!




Fishers Z-transformation

Vi definierar
1 1 1 1
2:—In< +T) och zpg==1In ko
2 1—r 2 1—po
och far en teststatistika
Z=(2—%) -vVn—3 (6.9)

som dr approximativt N (0,1) under Hy.

Konfidensintervall fér p

Anvind Fishers Z-transformation enligt

1, (1+1L 1, (1
LZ:—|n<+—L”> och UZ:—In<+—Up>

2 1-1L, 2 1-U,
dar Ly och Uy &r nedre resp vre gréans i intervallet
1 1+r Z1-a/2
—1 + 6.10
2 " (1 - r) vn—3 ( )

och dar 2] )2 4 den vanliga normalférdelningens
kvantil, tex 1.96 (dubbelsidigt KI)

Los sedan ut L, och Uy enligt

Alltsa, berdkna forst (6.10) och sedan ovanst&ende for
att fa ett intervall for p.

Om detta intervall sedan tacker in pq enligt nollhypote-
sen, accepteras Hy.

3. Man kan jamfora korrelationskoefficienterna for tva
oberoende stickprov fér att se om de ir lika dvs

Ho:py = p2

Detta kan ni ldsa kursivt.

Mer inferens i regressionsanalys

Vi &r intresserade av att férklara variationen i Y med
X. Andelen férklarad variation ges ju av

R2_,_ SSE
N SST
R2 =1 (100%)

<~ SSE=0 dvs X (y; — @i)z =0 ochsamtliga
observationer ligger exakt pa linjen.

R?=0
> SSR=0 dvs Y(yi—§)> =X (yi—9)’
regressionslinjen ligger parallellt med x-axeln. Vi har

7; = g for alla 7.

Vi vill testa om SSR &r "stor” i forhallande till SSE,
dvs om det "I6nar sig” att anpassa en modell.

Vad har SSR och SSE for fordelning? Definiera

MSR = SSR/1 (1 prediktor)

MSE = SSE/(n—2)=25?

Det kan visas att

E(MSR) = o2+ 83 Y (z; — 7)?
>0

E(MSE) = o2

e Om B1 = 0, dvs regression inte foreligger, sa ar
E(MSR) = E(MSE) = o2

e Om 81 #0s3 ar E(MSR) > E(MSE)




Fordelning under en nollhypotes Hg : B = 0:

SSR
— ~x>(1)

och

Det kan dessutom visas att dessa dr oberoende. Vi far
MSR
—~F(1,n—-2 da =0
aog ~FAn=2) d 5

Vi kan testa om modellens forklaringsgrad ar tillrackligt
stor, dvs om det féreligger regression.

Tre ekvivalenta test

1. Baserat pA MSR och MSE :

Hgp : (1 =0"ingen regression"
Hy : pB1 # 0 "regression”

Testfunktion
MSR
Fops = ———
obs MSE
Forkasta Hg om F; > kritiskt vdrde, enkelsidigt
test.

~ F(1,n—2)

2. Baserat pa skattningen 31 :
Ho:81=0 mot Hj:B;#0

Testfunktion

B1—0
Tops = S ~t(n—2)
f1
Forkasta Hy om |1, > kritisktvdrde, dubbel-

sidigt test.

3. Baserat pd korrelationskoefficienten 7 :
Ho:p=0 mot Hyi:p#0

Testfunktion

roy/n—2

TObs :ﬁwt(n—2)
Forkasta Hg om |Tops| > kritisktvdrde, dubbel-
sidigt test.

Det kan vara virt att notera att de kritiska vardena for
F- och t-férdelningarna har féljande egenskap

FM = (ty_)a/zf

Ex) Fér r =5 och o = 5% far vi
(1,5) _
L) = 661

2
(tff‘gw) — (2571)2 =6.61

Kap 7. ANOVA-tablan

ANOVA = analysis of variance, dvs analys av varian-
skomponenterna SST, SSR och SSE.

Kvadrat- | Frihets- | Medelkvad-
Killa summa grader ratsumma

Regression SSR 1 MSR
— SSR

Residual (error) | SSE (n—2) | MSE
_ (ssg)
e

= 52

| Total | SST | (n—1)]| |

Vi kommer ihdg att
1 SST=%(yi—9)

2 1 SSE=Y(yi—0)? =3¢
3 SSR=X(9 —7)>




dar

och

Vi har att

1

2

9; = Bo + B1

e =y — Ui =y — Bo— B17;

SST = SSR + SSE
SST
(n—1)
MST # MSR + MSE

= MST = S;

(n—1)=1+(n—2)

MSR

Fops = VSE’ (F-kvoten for test)

Jamfér ANOVA-tablan ovan med Minitab-utskriften vid
en regressionsanalys.




F4 Regressionsanalys, forts

Kap 8. Multipel regression

Utoka den enkla linjdra regressionsmodellen till en linjar
modell med fler prediktorer:

Y =Bo+ 81X1+ BoXo+ ...+ B X
k st prediktorer

Saker att ta hansyn till:

e val av modell kan vara svérare (vilka prediktorer
ska man ha med?)

e svart att grafiskt &skadliggdra modellen (plotta data
i fler &n 2-3 dimensioner)

e tolkning av regressionkoefficienterna

e berdkningarna blir komplicerade, kréaver ofta dator

Antaganden

Existens: For varje fixt varde pa resp X7, ..., Xy, géller

att Y dr en slumpvariabel med dndligt vantevarde py |, . x,
o i i 2
och &dndlig positiv varians UY|X1...Xk'

Oberoende (independence). Y-virdena i ett stickprov

dr statistiskt oberoende <= slumptermerna € som as-
socieras med de enskilda Y-virdena, dr oberoende. Vi-
dare dr € och X7, ..., X} oberoende (om X7y,..., X}
ar sv).

Linjaritet: Det funktionella sambandet mellan X1, .., X}.
och Y &r linjart, dvs
Y =8+ 81 X1+ ...+ B, Xp+e¢

och

Py |X;.. X, = Bo+ B1X1+ ... + B Xy

Homoskedasticitet eller lika varians: For varje fixt virde

pa resp Xq,..., X} géller att

2 _ 2
9y|X1..X), — %¢
dvs hur vi &n viljer varden péd resp Xq,..., X} sd ar
den betingade variansen for Y lika stor.

Normalitet: For varje fixt varde pa resp Xq,..., X}

galler att Y ar normalférdelat med vantevarde py | x,  x,
e . 2

och &ndlig varians oYXy X

Vi sammanfattar detta som att

Yi| X1is s Xpg = Bo+B1 X1+ +BpXpi+e
dir |B;] < oo féri=0,1,...,k och att

iid
e W N (0,02), 0<o?<oo

Ex) Multipel modell med tvé prediktorer, tre dimen-
sioner

Y =10 - 3X; — X

ger en regressionsyta eller ett regressionsplan:

Det kommer att finnas observerade punkter (z1;, 22, y;)
ovan- och nedanfér detta plan.

Vi vill hitta det regressionsplan som minimerar summan
av de kvadrerade avstdnden mellan observationer och
planet, dvs

S (wi— 9)° =3 [vi — (Bo+ Brzws + 323321')]2 =Y e

dvs Minsta-Kvadratskattningen av 30, Bl och Bz.




Inte langre ndgra litta formler for skattningarna. Foér
den intresserade: skattningarna kan enkelt uttryckas pa
matrisform enligt

~ -1

B=(X'X) X'y
men detta krdver ytterligare matematikkunskaper, se
tex Sydsiter kap 12.

Egenskaper:

e Estimatorerna Bj dr linjarkombinationer av nor-
malférdelade sv (Y-virdena) —

N

2 s
BJNN<6J’UBJ)’ fOF_]—O,].,...,k.

e Den MK-skattade regressionsmodellen BO—I—Ble—i—
.. .—1—3ka dr den linjarkombination av X;'na som
ger den starkaste korrelationen (ndrmast £1) med
Y. Dvs Corr (Y,Y) 4r det starkaste vi kan hitta

for olika val pd Bg, 81, - - ., Bk-

e Enkel linjar regression motsvaras av en bivariat
normalférdelning. Multipel linjar regression motsvaras
av en multivariat normalférdelning.

ANOVA-tablan fér multipel regressionmodell (jamfor
med Minitab-utskriften vid en multipel regressionsanalys):

Kvadrat- | Frihets- Medelkvad-
Kslla summa | grader ratsumma
Regression SSR k MSR
_ SSR
-k
Residual (error) | SSE (n—k—-1)| MSE
_ _SSE
— (n—k-1)
= 52

| Total | SST | (n—1) |

Det som sades tidigare om enkel linjar regression géller
fortfarande, tex att SST = SSR + SSFE.

Kom ih&g ocksd att

SSE Y (yi—0)? g2 52

n—-k—1 n—k-—1 €

MSE =

Forklaringsgrad, andel férklarad variation definieras fort-
farande som

2_SSR_1_SSE
- SST SST

Problemet med R? &r att den alltid ckar nir man
utokar modellen med fler prediktorer och dirmed inte
dr ett bra kriterium for jamforelser mellan "mindre”
modeller (f§ prediktorer) och "stérre” modeller (manga
prediktorer).

Genom att ta hansyn till att vi har farre frihetsgrader
med en "storre modell” kan man istillet studera det
justerade R2-virdet som definieras enligt

B2 _q_SSE/nk1) _ MSE . S
adj — SST/(n—1) — MST 55

Detta virde kan ibland faktiskt minska nar man tillfor
en prediktor.

Tolkning av regressionskoefficienterna:

1. BO dr det skattade genomsnittliga virdet av Y da
alla X7 =... =X, =0.

2. Bj 4r den skattade genomsnittliga 6kningen i Y
da X; okar med ett, da alla dvriga X;, i # j halls
konstanta.

Ex) L&t Y =10 —3X7 — X + . D& &r
Y=10+e dd& X;1=X=0
Hall X5 = x5 konstant. D& &r
Vo, =10 — 3X71 — 2

och
Vo1 =10-3(X1+1) — 2
och
Vo411 — Yo, = —3(X1+1) +3X; = -3

och analogt om vi haller X1 = x1 konstant.




Kap 9. Multipelregression och inferens

Vi kommer huvudsakligen att behandla tre olika vari-
anter av hypotestest:

1. Allmént test, test p& hela modellen (overall). Detta
test tittar inte pad enskilda prediktorer och deras
koefficienter utan forsoker avgéra om modellen som
helhet ger en signifikant 6kning av forklaringsgraden
jamfort med ingen modell alls.

Hpy :  ingen regression (modellen haller ej) mot

Hy : regression (modellen héller)

vilket dr ekvivalent med

Hy ,81252::,8k:0 mot
Hy : minst enav B1,085,...,0, dr #0

Testvariabel:
MSR

F="22CF(kn—k—1)
MSE

Forkasta om F g > plkn=k=1)

l—«

2. Partiellt F-test. Vi har en modell med sdg p sty-
cken prediktorer, X7y, .., Xp. Nu finns ytterligare
en kandidat, sig X*, som vi funderar p§ att uttka
modellen med. Frdgan dr om denna kommer att
ge en signifikant 6kning i forklaringsgrad, givet att
X1, ..., Xp redan forklarar "sin del”.

Hy : X™ tillfor inget givet de 6vriga  mot
Hy : X™ tillfér nagot givet de dvriga

Sittet att testa detta gér ut p3 att se om dkningen
i SSR ar signifikant eller inte.

D& SSR alltid 6kar (jamfor med R?), jamfors den
observerade ékningen i SSR mot MSE for den
utokade modellen.

Vi definierar testvariabeln enligt
F(X*| X1,...,Xp)

SSR(X* | X1,...,Xp)
MSE (Xq,...,Xp, X*)

~F(l,n—p-—2)

dir MSE (X3,...,Xp, X*) = MSE for hela
modellen, inklusive X* som prediktor, och dar
SSR(X*| Xy, s Xp)
Okning i SSR

Utokad modell Tidigare modell
= SSR(X]_,.,XP7X*)_SSR(X17.,Xp)
Skillnaden

Tidigare modell Utdkad modell
= SSE(Xy,.,Xp) — SSE(X1,.., Xp, X7)
Skillnaden

Var hittar vi dessa storheter i Minitab-utskriften?

Alternativt och ekvivalent ¢-test:

Man testar om koefficienten 8* fér den nya prediktorn
X* &r signifikant skiljt fran noll, dvs

Hy:B8*=0 mot Hp:B"#0
med testvariablen
Ak
T=p /SB*
2)

och férkastar om |tp| = t(lri_a];g som vanligt.

Har utgdr man ifrén den "fulla” modellen med samtliga
p + 1 prediktorerna (dvs med p + 2 parametrar).

Kom ih&g att

P ()

Virdena anges som standard i programutskriften i sd
gott som samtliga programvaror, jamfér med Minitab-
utskriften.




3. Multipel partiellt F-test. Detta &r en generaliser-
ing av testet under 2. Vi kan testa om inte bara
en utan om k stycken nya prediktorer tillsammans
tillfor nagot till forklaringsgraden. Vi anvander

SSR(Xik7 7Xl>§k ‘ X1, --:X;D)
Okning i SSR

Utokad modell Tidigare modell

SSR(X1,.., Xp, X37,., X}) — SSR (X1, .., Xp

Skillnaden

Tidigare modell Utokad modell

SSE(X1,.., Xp) — SSE (X1, .., Xp, X§, ., X5

Skillnaden
Nollhypotes och mothypotes blir

Hy @ X{,.., X} tillfor inget mot
Hj : minst en av X7, .., X} tillfér ndgot

Testvariabel blir

F(XE, 0 X5 X1, -0 Xp)

SSR (Xi", W X5 X1, ..,Xp) /k
MSE (Xl, ooy Xp, XF, X;)

~ F(kn—p—Fk—1)

k frihetsgrader i tdljaren for att vi tillfor k nya
prediktorer, n —p—k — 1 frihetsgrader i naimnaren
for att vi jamfor mot en " full” modell med samtliga
p + k + 1 skattade parametrar.

Alternativt kan vi skriva
[SSR(full) — SSR (reducerad)] /k
T SSE(ful)/(n—p—k—1)
D3 k = 1 har vi testet enligt 2. ovan.

Kan man hitta dessa storheter i Minitab-utskriften?

4. Test for intercept (sid 150):

Inte s& vanligt men kan férekomma. Vi testar

Hy:Bg=0 mot Hj:pByg#0

Testvariabel blir, under férutsittning att vi har p sty-
cken prediktorer,

SSE (utan intercept) — SSE (med intercept)

SSE (med intercept)
~ F(l,n—p-—1)

och vi férkastar for stora virden pd F e

9-5. Strategier for partiella F-test
och hur de kan presenteras i programutskrifter.

Sekvensiellt (ex Minitab, SAS):

Ordningen for hur man anger prediktorerna ar avgérande.
Borjar med den férst angivna (X7), sedan den andra
(X>) givet den férsta (X7) , tredje (X3) givet de tva
forsta (X1, X2) osv.

Ex) ANOVA: med tre prediktorer

Kvadrat- Frihets-
Killa summa grader
(X1) SSR(X1) 1
Regr (X2 | X1) SSR(Xs | X1) 1
(X3 | X1,X5) | SSR(X3|X1,X2) | 1
| Residual (error) | SSE n—3-1

| Total | SsT | (n—1)




Sist-in-i-modellen (SAS):

Beddm varje prediktor som om den var den sista att
tillforas modellen, givet de 6vriga, dvs

Kvadrat- Frihets-
Killa summa grader

(X11X2,X3) | SSR(X1|X2,X3) | 1
Regr (X2 | X17X3) SSR (X2 ‘ X17X3) 1
(X3 ] X1,X2) | SSR(X3|X1,X2) | 1

Varje sddant test som vi kan gora pa de enskilda predik-
torerna och deras respektive koefficienter har da ett al-
ternativt och ekvivalent ¢-test enligt tidigare beskrivn-

ing.

Imorgon gér vi igenom exempel pd ovanstdende test,
kom ihag att ta med Minitab-utskriften!

Tills dess, forsok att identifiera de olika kvadratsum-
morna sjilval Vissa behover rdknas ut men allt som
behovs finns i utskriften.




F5 Regressionsanalys

Kap 9. Exempel pd F- och t-test:

1. Allmant test p& hela modellen. Vi har ett stick-
prov, n = 50, och ANOVA-tablan:

Source | DF  SS MS F
Regr 3 5499.6 1833.2 99.61
Error 46  846.6 184

Total 49 6346.2

Hypotes och mothypotes

Ho @ f1=pB2=pP3=0 mot
Hy; : minstenav 81,085,034 #0

Testvariabel

F:WNF(k,n—k—n:F(&%)
MSE

under Hq och vi forkastar Hg om vi observerar

Fobs > F(3746)

11—«

(2.86627 for a = 0.05)

Vi observerar
18332
s "18.4
vilket har ett p-virde lika med 0 (enligt Minitab).
Hy forkastas, minst en av 81, 82, 83 dr # 0.

=99.61

. Partiellt F-test: Fem olika test &r mojliga med den

givna utskriften; vi kan testa

(a) om X3 tillfér ndgot givet att X4 och X1
redan &r med

(b) om X1 tillfér ndgot givet att X4 och X3
redan dr med

(c) om X4 tillfor ngot givet att X1 och X 3 redan
ir med, och

(d) om X1 tillfér ndgot givet att endast X4 redan
ar med.

(e) om endast X4 tillfér n3got till en "tom” mod-
ell Y = Bg+e.

Vi har frdn Minitab-utskriften

Predictor Coef StDev T DF
X4 0.40230 0.04418 9.11 | 46
X1 -0.4312 0.4319 —1.00 | 46
X3 2.5518 0.4345 5.87 | 46

samt den sekvensiella ANOVA-tablan

Source | DF  Seq SS | Boken
X4 ] 1 4839.8 SSR(X4)
X1 1 25.0 SSR(X1]| X4)
X3| 1 634.8| SSR(X3]|X4,X1)
> | 3 5499.6| SSR(X4,X1,X3)

(a) Test om X3 tillfér n&got givet att X4 och X1
redan dr med. Testvariabel
SSR(X3|X4,X1)

F(X3|X4,X1
(X3 ) MSE (X4,X1,X3)

~ F(l,n—p—2)=F(1,46

under Hg och vi forkastar Hg om vi observerar

F(X3] X4,X1) > F{140)

Vi observerar
634.8
Fope =— =345
s~ 18.4
vilket har ett p-virde lika med 0 (enligt Minitab).

Hy forkastas, X3 tillfor n&got

Alternativt ¢t-test med testvariabel

=20 3.~ 1 (46)
B3
under Hg och vi férkastar Hy om vi observerar
|tobs‘ > t(14,6(l/2
(notera absolutbelopp). Vi observerar
tobsl = ‘@‘ =5.87
0.4345

vilket har ett p-virde lika med 0 (enligt Minitab).
Hy forkastas, X 3 tillfér ndgot. Observera ocksa
att

t2,, =5.87> =345=F,,

obs




(b) Test om X1 tillfér n&got givet att X4 och
X3 redan dr med. Samma som t-testet enligt

ovan, vi har

N

T = b1 ~ 1 (46)
8
och vi har
—0.4312
0.4319
med ett p-virde 0.323, alltsd kan Hy inte férkas-

tas pd nagon rimlig riskniva.

|tobs| = ’ ' =1.00

(c) Test om X4 tillfér n&got givet att X1 och
X3 redan dr med. Samma som t-testet enligt

ovan, vi har
T = 5—4 ~ 1 (46)
Ba
och vi har
0.40230
t =|— =09.11
[Eobs| ’0.04418

vilket har ett p-vérde lika med 0 (enligt Minitab).
Hy forkastas, X4 tillfor ndgot.

(d) Test om X1 tillfor n&got givet att endast X4
redan dr med. Partiellt F-test. Vi maste rikna
lite sjalva forst. Testvariabel ar

F(X1|X4)

SSR(X1|X4)  SSR(X1|X4)

MSE (X4,X1) SSE(X4,X1) /47
SSR(X1|X4)

SSE (X4,X1,X3)
+SSR(X3| X4,X1)

/ 47

~ F(1,47)
under Hg. Vi forkastar Hy om vi observerar

(1,47)

F(X1|X4)> F (4.047 for o = 0.05)

Vi observerar
25.0

(846.6 + 634.8) /47
25.0
= =0.793
1481.4
vilket har ett p-vérde lika med 0.378 (enligt
Minitab). Hp kan ej forkastas, X1 tillfér inte

ndgot givet att vi redan tagit med X4.

F obs

(e) Test om endast X4 tillfor ndgot till en "tom”
modell. Vi méaste rdkna lite sjdlva igen. Test-
variabel &r

F (X4 | tom)

SSR (X4 |tom) SSR(X4|tom)
MSE(X4)  SSE(X4) /48

SSR (X4 | tom)
SSE (X4,X1,X3)
+ SSR(X3| X4,X1) | /48
+ SSR(X1|X4)

~ F(1,48)
Vi férkastar om vi observerar
(1,48) .. o
F (X4 |tom) > Fy ) (4.043 for o = 0.05)

och vi observerar
4839.8
Fobs =
(846.6 + 634.8 + 25.0) / 48

= 154.22

3. Multipel partiellt F-test: vi testar om X1 och X3

tillsammans tillfér ndgot givet att X4 redan &r
med i modellen. Testvariabel dr

F(X1,X3|X4)

SSR(X1,X3|X4) /2
MSE (X4,X1,X3)

SSR(X1| X4)+ SSR(X3| X4, X1)
MSE (X4,X1,X3)
~ F(2,46)

under Hq och vi forkastar Hg om vi observerar

2,46)
—«

F(X1,X3| X4) > F| (3.200 for o = 0.05)

Vi har observerat

oo (25.0 +634.8) /2
obs = 18.4

vilket har ett p-virde lika med O (enligt Minitab).
Hy forkastas, X1, X3 tillfér ndgot, givet att X4
redan finns med i modellen. Men vi vet inte om
bada tillfor nagot...

=17.93




Kap 11 Interaktion och samspelseffekter
Ex)

Medicin A har en blodtryckssinkande effekt, a.
Medicin B har en blodtryckssinkande effekt, (3.

Var och en for sig kan vi skriva

blodtryck efter = blodtryck innan + «

resp

blodtryck efter = blodtryck innan 4 8

Men kombinerar man A och B &r det inte sikert att
den totala effekten ar additiv, dvs vi kanske istillet har

en sammantagen effekt enligt

blodtryck efter = blodtryck innan + o + 3 +

dir « &r en extra effekt av kombinationen, en sam-
spelseffekt. o och (3 kallas da for huvudeffekter (eng.
main effects).

Modellering av samspel i regressionsmodeller:

l\/IodeII: Y:ﬁ0+ﬁlX1+ﬁ2X2+€

1. Antag nu att X» = ¢. D3 kan modellen skrivas
Y = fo+ 51 X1+cBate
= (Bg+cBr)+51X1+¢

= Bo+B1X1+e

2. Nu okar vi Xo med ett, dvs Xo = ¢+ 1, och far
Y = Bo+B1X1+(c+1)Br+te
= (Bo+cBa+B2) +B1X1+e
= (Bo+B2)+B1X1+e

Ingen samspelseffekt, effekten av att d&ndra Xy &r rent
additiv.

For varje val av X5 s& &r lutningen for X7 densamma,
endast interceptet dndras.

Ny modell: Y = Sg + 81X1 + B2X2 + B12X1 X2+
€ med en multiplikativ samspelsterm.

1. Antag igen att X» = c. D3 kan modellen skrivas
Y = Bo+B51X1+chr+cBipX1+e
= (Bo+cB2) +(B1+cB12) X1 +e

= Bp+BiX1+e€

2. Nu 6kar vi Xp med ett, dvs X» = ¢+ 1, och far
Y = Bo+B1X1+(c+1)Ba+ (c+1)B1pX1+¢€
= (Bo+cBa+ B2) + (B1+cBra+ B12) X1 +¢€

= (Bo+B2) +(BI+B12) X1+¢

dvs b&de lutning och intercept férandras nar vi dndrar
pé X2.

Det finns en effekt av att kombinera férandringar i bade
X1 och X5 som inte &r rent additiv.

Additiv effekt, inget sampel:

Xy

Multiplikativ sampelseffekt:

Y

Bo + B2

X1




Stérre modell med fler prediktorer:

Y = Bo+ B1X1+ BaXo+ B3X3
+812X1 X0 + B13X1X3 + B3 X2 X3
+B8123X1 X0 X3+ ¢

med 1.a resp 2.a ordningens samspelseffekter.
Ju hogre ordning, desto svérare att tolka!

All samspelseffekter ar i praktiken kanske inte nod-
vindiga (saknar kanske stéd i teori), och saknar stéd
i data. Vilka ska man ta med? Testa med partiella
F'-test!

| Minitab &r det enkelt att ta med samspelseffekter,
men man maste skapa en kolumn med en ny variabel,
tex

LET C6 =C1%C2

och sedan inkludera C6 i regressionskdrningen.

Obs! Det &r sallan vettigt att ta med en samspelsterm
utan att samtidigt inkludera respektive huvudeffekter
(se Kleinbaum et al).

Kap 11 forts. Confounding

Confounding, dversatt till svenska " forvaxling”, " bringa
i oordning”.

Ett starkt regressionssamband mellan tva variabler X7
och Y kan kanske bero pa att man inte har kontrollerat
for en tredje variabel C.

Detta ska synas i att regressionskoefficienten for Xy
kraftigt forandras om vi tar med X5, jamfort med om
vi inte tar med den.

Modell 1, utan att kontrollera for C :

Y =00+ 51X +e
Modell 2, dar vi kontrollerar for C' :

Y =fo+ B1jcX +BcC+e

Vi sdger att det foreligger "confounding” om det &r
en vésentlig skillnad mellan skattningarna av (51 och
51\0’ dvs om

B1 # Bic
Detta kréver en subjektiv beddmning (se sid. 194-195).

Ex) Sambandet mellan X = Skostorlek och ¥ = re-
sultat pa ett sprakprov bland barn, kan kanske se ut
som

Resultat p& prov

Kok ok ok
* K % % ok

Xk ¥ ok

Skostorlek

Men om vi kontrollerar for dlder s& har det ursprungliga
sambandet (n&stan) férsvunnit!

Resultat p& prov

R AT

Skostorlek

Kap 12 Modelldiagnostik, inledning

e Residualanalys: Residualerna skattar ju slumpter-
merna varpd modellantagandena vilar. Hur kan vi
verifiera att antagandena &r uppfyllda?

e Outlieranalys: Extrema observationer som antin-
gen uppvisar extremt stora residualer eller har ett
starkt inflytande p3 skattningarna, eller bade och.

e Kollinearitet: Hur samvarierar prediktorvariablerna?
Ar detta ett problem?

e Sakkunskap: Vad &r det jag analyserar? Hur har
data samlats in? Vad &r troliga varden?




Residualer

Definieras
ei:yi_gi7 i:1,2,...,7’b

Om modellantagandena &r uppfyllda bor residualerna
uppvisa egenskaper liknande de vi har fér slumpter-
merna, dvs

&; Iij/ N (O,Ug)

Vi vet féljande:

l.e= %Zei =0, (garanterat)

2. 82 = ﬁZef, (wr skattning av o2 om

modellen &r ratt)

3. e;'na &r inte oberoende! Varfér? Om n &r stort ar
dock inte beroendet starkt och kan bortses ifran.

Vi definierar féljande:

Standardiserade residualer:

_ &
Z; = S_@
Dessa har en stickprovsvarians S2 = 1, vilket underlst-
tar jamforelser mot en standardiserad normal-férdelning.

Leverage-mattet
hi

mater hur viktig observation ¢ &r for skattningarna (vi
ska aterkomma till dessa). Mattet &r sddant att 0 <
h; < 1. Berdknas med dator (for svért fér hand).

Studentiserade residualer:

_ € _ Zq
C SeVI—h; VI—N
Medelvardet 7 ligger ndra noll och stickprovsvariansen

T

S% dr typiskt ndgot stdrre dn 1. Foljer approximativt
en t-fordelning med (n — k — 1) frihetsgrader.

Jackknife residualer:

n—k—1 1/2 e
DT k—1-r2) TS gvI-h;
n—k—1-r; (V1= hi
dar S(zii) r den berdknade residualvariansen (M SE)
med den i:te observationen borttagen; baseras mao
pad (n — 1) observationer. Medelvirdet for dessa lig-
ger ndra noll och stickprovsvariansen &r typiskt ndgot

storre dn 1. Foljer approximativt en t-férdelning med
(n — k — 2) frihetsgrader.

| stora stickprov dr standardiserade, studentiserade och
jackknife residualer néra nog lika.

Men om det finns observationer som avviker mycket
(ger stor residual) eller har ett stort inflytande (ger stort
h; virde) kommer detta att synas tydligare med de tvé
senare.




