F1:A Ekonometri, introduktion
Kap 1-3 Repetition av Sannolikhetsteori och
Statistisk inferens

Allmant tinker vi oss ett experiment med ett antal
mojliga utfall.

Mangden av alla mojliga utfall betecknas S och bendmns
utfallsrummet.

L&t A vara en delmingd av utfallsrummet, A C S.
A kallas en héandelse (event)

Experimentet har utférts och A intriffade.

Ex 1) Experiment = Kast med tirning och vi noterar
antalet prickar upptill

Utfallsrum: S = {1,2,3,4,5,6}

Hindelser: A ={1,2,3} "mindre dn 4"
A= {4,5,6} "storre dn 3"
B ={1,3,5} "udda tal”
B'=1{2,4,6} "jamnt tal”
C =12} "tv&a”

D ={1,2,3,4,5,6} "n3got hinde"

Ex 2) Experiment = Kast med tdrning tills vi noterar

en sexa
Utfallsrum: S ={1,2,3,...}
Hindelser: A = {1} "sexa i la kastet”
B=1{1,2,3} "hogst 3 kast”
C =4{4,5,6,7,...} "minst 4 kast"

e En variabel vars virde bestims av utfallet av ett
slumpférsck (experiment) kallas slumpvariabel el.
stokastisk variabel.

e Slumpvariabler betecknas oftast med stor bokstav
X, Y, Z osv.och de virden som variabeln antar
betecknas oftast med sm& bokstdver x, y, z osv.

e En slumpvariabel &r antingen

— diskret, dvs. den kan anta ett upprikneligt an-
tal mojliga utfall.

— kontinuerlig, dvs den kan anta varden frén ett
kontinuerligt (sammanhingande) intervall

e Man betecknar sannolikheten for en hindelse X =
T med

P(X =)

Oberoende hiandelser

Om sannolikheten fér en hindelse A inte paverkas av
om en annan hindelse har intriffat (eller inte) s3 siger
vi att de &r oberoende:

P(A|B) = P(A) <= A och B oberoende

dar symbolen | betecknar betingning, dvs "givet att B
har intraffat".

Om A och B &r oberoende giller att
P(ANnB) = P(A)P(B)
om de &r beroende giller att

_ P(ANB)

P(AIB) = ~pis




Diskreta slumpvariabler

Lat X vara en diskret slumpvariabel som kan anta var-
den x1,xo,...,%n,... . D3 later vi

_ ~J f(z)  foralla z; i utfallsrummet
P(X=2) = { 0 annars

dar f (x) dr en funktion av det ténkta utfallet utfallet
som ger oss sannolikheten for att just detta ska intraffa.

Funktionen kallas for sannolikhetsfunktionen for X, eller
probability mass function (pmf).

Obs! For att f(x) ska vara en pmf maste féljande
galla:

1:0<f(2)<1
20 Y f@)=1

€S

Ex 1) Beteckna hindelsen det regnar idag" med X =
1 och motsatsen med X = 0. L&t p beteckna
sannolikheten for den férsta hdndelsen d& kan vi
skriva

fla)=p" (1 —-p)'™*

Ex 2) Lat X varaen slumpvariabel med utfallsrum 1,2,3, ...

med pmf

fl@) = L=p)"'p
dir 0 < p < 1 &r en parameter som bestim-
mer hur funktionen ser ut. Ett experiment som vi
kan tanka oss med denna beskrivning dr "kasta en
tdrning tills vi observerar en sexa". Parametern p
betecknar d& sannolikheten fér sexa, p = 1/6.
Sannolikheten att vi far en en sexa i fjirde kastet

berdknas
411
(xX=4 = s = (1-¢) ¢
125
= —— =~ 0.09645
1296
Sannolikheten att vi far vdanta hogst fyra kast berak-
nas som
P(X<4) = Sif(k)
= fM+r@+75B)+r(4)
1\4 671
- 1- (1__) SIES
6 1296
~ 0.51775

Diagram som askadliggdr sannolikhetsfunktionen for en
diskret slumpvariabel

Sannolikhetsférdelning for X
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alternativt

Sannolikhetsfordelning for X

Kontinuerliga slumpvariabler

Om ett experiment medger ett kontinuerligt utfallsrum
far man en kontinuerlig slumpvaraibel. Vi kan berdkna
sannolikheten for hindelser av typen P (a < X < D)
dvs att X hamnade mellan tvad viarden med

b
Pla< X <b) = / f(z)dx
a
Funktionen f (z) bendmns tithetsfunktion eller prob-

ability density function (pdf).

Obs! Hindelser och sannolikheter av typen P (X = x)
ar meningslosa for en kontinuerlig variabel da

a
P(X =a) = / f(z)dz = F(a)—F(a) = 0
a
Formuleringen f (z) anvidnds for att beskriva funktio-
nen, det dr inte sannolikheter som ramlar ut fran den!
Obs! For att f () ska vara en riktig pdf m3ste det
galla att
1 f(@) >0
o0
2 / f(z)de =1




Allmant brukar man ofta ange en kumulativ férdel-
ningsfunktion eller cumulative distribution function (cdf)
enligt

P(X<z) = F(z) = /_‘;f(t)dt

Ex 1) Vi miter tiden till ett maskinhaveri vid ngon an-
ldggning. Pdf’en kan kanske skrivas som

f(z) = %exp(—%), 0<x<oo

dar 0 &dr en parameter som bestdmmer hur funk-
tionen ser ut. Sannolikheten for att vi méste vinta
hogst x tidsenheter blir

z1 t _z
F(z) = /Ogexp(—g)dt =1—¢79

Sannolikheten att vi m&ste vinta mer dn x tidsen-
heter blir

oo 1 t _z
1-F(z) = /I 5exp(—5)dt = e 9

Pdf'en kan &skadliggoras enligt

) 271
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och cdf’en enligt

F(x)

0.75T

057

0.25T

Viantevirden / Expected value

For ett givet datamaterial med n observationer kan vi
berdkna sddant som genomsnittet eller stickprovsvari-
ansen enligt

Y 2 S (z; — )2
n n—1

T =

som méatt pa lage och spridning. Motsvarigheten for
en slumpvariabel bendmns vidntevarde och varians och
berdknas enligt

Diskret slumpvariabel:

E(X) = Y af(@)=n

zeS

Var(X) = Y (¢ —p)’f(z) = 0?

eSS

Kontinuerlig slumpvariabel:

EX) = [af@=n

z€eS

Var(x) = [ (2= w?f(2) =02

zeS

Allmant kan man ténka sig vantevarden av valfria funk-
tioner av en slumpvariabel:

ER(X) = [ h)f(@)
zes
Exempelvis

E<X2>: /m2f(x) el E(eX>: /emf(m)

zes zEeS

Egenskaper for vintevirdesberikningar (a och b 4r kon-

stanter):
1: E®B) =b
2 E(aX+4+0b) =aE(X)+b = au+d
3. E@@X+bY) = aE(X)+bE(Y)

Om X och Y &dr oberoende variabler giller att

4: E(XY) = B(X)E(Y) = pxny




For varianser giller (a och b &r konstanter):

1

Var(X) = E[(X - p)?] = o?

Var(X) = E(X?) - B(X)? = B(X?) -2
Var(a) = 0

Var (aX +b) = a®*Var(X) = a?c?

Om X och Y &r oberoende variabler giller att

5
6
7

Var(X4+Y) = Var(X)+Var(Y) = J?X—i-cr%
Var(X —Y) = Var(X)+ Var(Y)
Var (aX +bY) = a®Var (X)+b*Var (Y)

Kovarians

Matt pd hur tva slumpvariabler samvarierar linjart:

Cov(X,Y) = E[(X —pux)Y —py)l
= EBE(XY)-—uxpy
oXYy

Egenskaper (a, b, ¢ och d konstanter):

1 : Cow(X,Y)=0 <= X ochY oberoende
2 Cov(aX +0b,cY +d) = ac-Cov(X,Y)

Korrelationskoefficienten

Matt pé det linjdra beroendet:
o Cov (X, Y) - oxXy
\/Var(X)\/Var(Y) oxXoy

Observera att méattet p &r skaloberoende och att

p

~1<p<1

Om tva slumpvariabler &r beroende géller

Var(X+Y)=Var(X)+Var (Y)+2Cov (X,Y)

= O'?X + O'%; + 2po xoy

Var(X =Y)=Var(X)+Var (Y)—2Cov (X,Y)

= O'?X + O'%/ —2poxoy

och for en uppsattning av n stycken beroende slump-
variabler giller att

- Var (£ X;) = ¥ Var (X,)+25 $.Cov (X;, X;)

1<J

Normalférdelningen

Om X ir normalférdelad skriver vi
X ~N (u,02)

Formodligen den viktigaste fordelningen.

Symmetrisk runt sitt vintevirde

o Utseendet bestdms av vintevdrdet 1 och variansen

o2.

e Linjdrkombinationer av normalférdelade slumpvari-
abler &r normalférdelade

e Centrala griansvirdessatsen (CGS), linjarkombina-
tioner av slumpvariabler g&r mot en normalférdel-
ning nar antalet variabler 6kar, n — oo.

Finns diverse statistiska test for att avgéra om data kan
sdgas komma fran en normalférdelning.




Tathetsfunktionen (pdf):

f(x)
0.125T
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Fordelningsfunktionen (cdf):

Fx) 17

0.75T

05T

0.25T

Standardisering: Om X ~ N (#,02) s& géller att

SN ()

Berdkning av sannolikheter gors med hjilp av tabeller

7 =

for en standardiserad normalférdelning.
Ex) Antag X ~ N (120,202) . Berikna P (X < 130)

P(X <110) = P(ZS
= [enl. tabell] = 0.3085

110 — 120
7> = P(Z < —05)

x2-férdelningen

e Om V ir en x2-férdelad slumpvariabel med r fri-
hetsgrader skriver man

Vo~ 3 (r)

e Frihetsgradstalet r &r en parameter som bestdm-
mer utseendet for férdelningen.

e Om X ~ N (,u,oz) s& giller att

N2
(Xgizﬂ)~x2(1)

e Fordelningen &r skev

e Fordelning for stickprovsvarianser

n— 2
%NXZ(’”—D

e Nir antalet frihetsgrader ckar narmar den sig nor-
malfordelningen.

Chi2-fordelningen

Varial
— chi2(1)
= = = chi2(5)
===== chi2(10)

ble




t-fordelningen

Symmetrisk runt sitt medelvirde
e "Plattare" dn en normalférdelning

e Utseendet bestdms av antalet frihetsgrader, r (pa-
rameter).

e Nir antalet frihetsgrader 6kar, r — oo, ndrmar
den sig en normalférdelning.

e Om Z ~ N (0,1) och U ~ x2(r) och om de &r
oberoende giller att

Z

Jorr

dvs en t-fordelning med r frihetsgrader. Ur detta
kan man visa att

T =

~t(r)

t-férdelningen

F-fordelningen

e Om U ~ x2(r1) och V ~ x2(r3) och om de &r
oberoende giller att
p_ U/ N
Vi /o
dvs kvoten mellan tv oberoende y2-férdelade vari-
abler (justerat for antalet frihetsgrader) &r F-férdelad.

~ F(Tla T2)

e Skev fordelning (utdragen till hoger)

e Nir antalet frihetsgrader ckar narmar den sig nor-
malférdelningen

e Koppling mellan t-férdelningen och F-fordelningen

[t () = F(L,r)

e Det giller att
1

T =

Punktskattningar

e Ofta har man ganska bra uppfattning om vad som
géller i en given situation, tex att observationer
ar (approximativt) normalférdelade, att man har
oberoende observationer etc.

e Man kan ofta komma fram till att experimentet
kan beskrivas / approximeras med n&gon fordel-
ning / modell.

e Det man typiskt inte vet dr parametervdrdena som
ingdr i modellen.

e Dessa maste skattas eller estimeras med ledning
av ett stickprov.

e En statistika ar en funktion av stickprovet

h(xl,azz, e ,a:n)




Exempel p§ statistikor)
- 1
X=-3 X

S? =

n—1
dven regressionkoefficienter i en linjar regressionsmodell

= (X - X) (1@-2—?)
= (X - X)

b1 =

Bo=Y -5 X

e En statistika anvdnds typsikt for att skatta en pa-
rameter, vi kallar d3 statistikan fir en estimator
eller skattning for parametern.

o Dessa estimatorer 6 ir slumpvariabler

Egenskaper hos estimatorer vid smé eller moderata stick-
provsstorlekar

Vantevardesriktighet

Minimal varians

Effektivitet

Linjaritet

e BLUE

e Minimum mean square errors (MS) estimator

Vantevardesriktighet

Om vintevirdet for en estimator 6 &r lika med den
parameter 0 vi forsoker skatta dr den vantevardesriktig
(unbiased).

Bias = systematiskt fel (error)

Bias (8) = E(8) — 6

"Traffar man i genomsnitt ratt? Eller m&ste man justera
siktet?"

Minimal varians

Om variansen fér en estimator 1 har mindre varians
jamfort med vilken annan mojlig estimator 6, for samma
parameter, sdger vi att den har minimal varians

Var (91> < Var (92>

"Hur ser traffbilden ut? Samlat eller utspritt?"




Effektivitet
Lat @1 och 92 vara tvd vantevirdesriktiga estimatorer
for 0. Om det giller att
Var (91) < Var <1A92)
sd ar 91 en effektiv estimator jamfort med @2.

"Traffbilden dr mer samlad fér denna an for denna es-
timator"

Linjaritet

Om en estimator § &r en linjarkombination av stick-
provets observerade virden siger vi att @1 ar en linjar
estimator for 6.

X en linjarkombination av de observerade virdena

1 -

BLUE

Om 64 &r en linjar, vantevirdesriktig estimator fér med
minimal varians i klassen av linjdra och vantevardesrik-
tiga estimatorer s dr den en

Best linear unbiased estimator - BLUE

estimator.

Minimum MSE estimator

~ A PN A\ 2
MSE (0) = E(0—0) = Var (D) + Bias ()
Ibland kan man kosta p3 sig en liten systematisk bias
om vinsten i varians ar stor, eller tvdrtom

Ovningsuppgifter

1. Diagnostiskt prov,

2. Uppgifter ur Kleinbaum et al., Kap 3: 1-6, 8, 11-
13, 16, 18, 20, 23




F1:B Ekonometri, introduktion

Kap 1-3 Repetition statistisk teori

Egenskaper hos estimatorer vid stora stickprovsstor-
lekar

Asymptotisk vantevardesriktighet

Konsistens

Asymptotisk effektivitet

Asymptotisk normalférdelning

Asymptotisk vantevardesriktighet

Om bias minskar i takt med stickprovsstorleken och
man kan skriva
lim Bias (9) =0
n—oo

s8 dr den asymptotiskt vintevardesriktig.

Ex)

Konsistens

Om sannolikheten for att komma godtyckligt nara det
sanna virdet Skar och gdr mot ett s& dr estimatorn
konsistent

nlmwp(\é—e\ <e) —1, Ve>0

Ett tillrackligt villkor &r att bade bias och varians fér
estimatorn g&r mot noll ndr n — oo.

Asymptotisk effektivitet

Om den asymptotiska variansen fér en konsistent esti-
mator dr mindre dn den asymptotiska variansen for alla
andra konsistenta estimatorer s& dr den asymptotiskt
effektiv.

Asymptotiskt normalférdelad

En estimator 6 sdgs vara asymptotiskt normalférdelad
om dess fordelning ndrmar sig en en normalférdelning
nar n — oo

NNNNNN




Hypotestest

e Borjar med en nollypotes Hy, ett pastdende som
ska provas.

e En alternativ hypotes el. mothypotes Hy eller
H 4, ofta men inte alltid den logiska motsatsen
till Hyp.

e Mothypotesen &r ofta (men inte alltid) det vi vill
bevisa.

e Om vi forkastar Hy accepterar vi mothypotesen
och vi sdger att resultatet dr signifikant.

e Enkla hypoteser, endast ett mgjligt virde under
hypotesen.

e Sammansatta hypoteser, fler dn ett mojligt virde
under hypotesen.

e Typiskt provas om en given parameter har ett visst
varde

e Vanligt med mer komplexa test.

Ex)

Hy:p=2/3 mot Hi:p=1/3

Hy:p <0 mot Hy:p>0

Ho : py=pp < Ho:py —pp2=0
mot Hj : pp—pp#0

Hgy : "modell passar till data"

mot Hy : "modell passar inte till data"

Testfunktion eller teststatistika
Ofta baserat p3 just den estimator som man skattat
parametern med, tex

X estimator for p

Vi kinner till hur denna eller en transformation av den
dr fordelad under nollhypotsen, tex

X — o

"N = Z~N(0,1)

dar pg &r vardet for p som vi antar vara det sanna
vardet under Hg, o ar en kdnd varians och n ar stick-
provsstorleken.

Tva vagar for klassisk inferens:
1. Signifikanstest

2. Konfidensintervall

Konfidensintervall

Man konstruerar ett intervall p& sddant s&tt att sanno-
likheten att observera ett virde p& testfunktionen i det
intervallet ar lika med ett forutbestiamt tal, ofta 95%.

Antag att vi testar

Hgp:p=100 mot Hi:p# 100

Om vi kan anta att X; ~ N (,u, 02> s8 kan vi anvidnda
att

och bilda intervallet

X —
l-a = Pr(—za/2<—'u<za/2>
o/\/n
— o - g
= PI’(X—ZO[/2%<‘LL<X+ZQ/2%>

dar z,, /o dr tabellvarden.




H-1.960/n H+1960 NN
Area=095

2.5% av all stickprovs- 2.5% avala sickprovs-
medeNvirden hamnar har medelvérden hamnar hér

i

x1
x

X
% X

X

95% av alla stickprovs-
medelérden hamnar hr

Vi bildar sedan utifrdn observerat medelvirde T ett Kl

1
x

Sickprovsmedeharden | - Sickprovsmedeteirden
——x————
har ger KI som INTE i B > har ger KI som INTE
eI Stickprovsmedelvarden har =
ger KI somticker in

Kopplingen mellan signifikanstest och konfidensinter-

vall

95% konfidensintervall for p

Acceptans omrade 95%

Intervallet innhaller alla de varden pg som skulle leda
till att vi accepterar nollhypotesen Hy : pt = pig.

Signifikanstest
Hypotesprévning / Signifikanstest

1. Forutsattningar: Ett stickprov av storlek n = 36

fran en normalférdelning med kind varians o2 =

9.
2. Nollypotes: Hp: p =05
3. Mothypotes: Hy : up #5

4. Signifikansnivd / Felrisk: o = 5%

5. Teststatistika:

X — X -5
7z - 2 "M _ A2

a//n 3/6

6. Fordelning: Under de givna férutsittningarna och
under antagandet att nollhypotesen &r sann, &r
teststatistikan Z ~ N (0,1). Om speciella an-
taganden behdvs, anges dessa, tex "enligt CGS sa
dr Z approximativt N (0,1)".

7. Kritiskt virde/omréde: Definiera under vilka om-

standigheter vi skulle forkasta Hg; tex om vi ob-
serverar |zy | > 1.960 = zg gp5. Detta dr ekvi-
valent med att vi observerar

z>--1960+5=5.98

ol w

eller

3
T < 5 1.960 + 5 = 4.02




Alternativ 1.

8. Berdkningar: Vi berdknar medelvardet till 4.01.

9. Slutsats: Vi forkastar Hg ty T = 4.01 < 4.02. Det
observerade medelvirdet ar signifikant skilt frén
5 pd 5%-nivan. Data stdder inte p&stdendet att
n=>5.

Alternativ 2.

8. Berdkningar: Vi berdknar medelvardet till £ = 4.35.

9. Slutsats: Vi kan inte forkasta Hp ty 4.02 < & <
5.98. Det observerade medelvardet ar inte signifikant
skilt fran 5 p& 5%-nivan. Det finns inte tillrackligt
stéd i data for att for att forkasta pdstdendet att
w=>5.

Feltyper

For ett test finns alltid fyra mojligheter varav tva leder
till felaktiga slutsatser:

| Forkasta Hy Forkasta ej Hyp
Hg sann Typ | fel ok
Hy falsk ok Typ Il fel

Sannolikheten for Typ | fel betecknas a, vilket alltsd ar
felrisken. Sannolikheten For Typ Il fel betecknas S3.

| Forkasta Hy Forkasta ej Hyp
Hg sann « 11—«
Hy falsk 1-p B

dadr (1 — ) &r testets styrka (eng. power).

Observera att det 4r betingade sannolikheter, tex

Pr (Forkasta Hg | Hg sann) = «

p-varde eller p-value

Ex) Vi tanker oss ett enkelsidigt test Hg : 6 = 6g mot
Hy: 60> 6.

Vi har en testfunktion sdg Z. Vi har obeserverat stick-
provet och berdknat testfunktionen till ett virde z.

Vad ir sannolikheten att observera detta virde eller
vérre under Hy? Dvs vad ar

Pr(Z > z | Hy sann)
Detta &r det sk p-vadrdet. Tank sd har:
Antag att det framrdknade virdet z pd testfunktio-

nen Z sammanfaller med den kritiska gransen C. Vad
motsvarar detta for signifikansnivd a?

Rikna "bakldnges” for att ta fram ett o som ger just
z som kritisk grans. Detta &r vart p-virde.




