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Uppgift 1. (20 poéng)

En 6vningslirare i statistik bakar semlor fér att bjuda sina kompisar pa institutionen. Hon
gor nagra med mandelmassa och nagra utan mandelmassa. Hon bedomer att antal av vardera
sorten som #ts upp ges av den simultana sannolikhetsfunktionen
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p(y17y2) - %7 Y1 207172730Ch y220717273

dér y; &r antal semlor med mandelmassa och g, &r antal semlor utan mandelmassa.
a) Bestdm marginalsannolikheterna for Y7 och Y5.

b) Undersok om Y; och Y; dr stokastiskt oberoende.

c) Bestdm sannolikhetsfordelningen for totala antalet antal semlor som éts upp, alltsa san-
nolikhetsfordelningen for S = Y; + Y.

d) Bestdm forviintat antal semlor som &ts upp, dvs. E (S).

Losning:
a) Simultana sannolikheterna beriiknas enklas i en tabell. Marginalsannolikheterna fas genom
att summera rader respektive kolumner.

Y,

0 1 2 3 |p(y2)

0 1 2 3 4 10

64 64 64 64 4

Y, 1 2 3 4 5 14
1 64 64 64 64 64
9 3 4 5 6 18

61 & 64 o 64

3 |4 5 6 7| 22
4o

y4i (yl) 64 61 64 64 1

b) Om Y; och Y3 ér stokastiskt oberoende giiller det att p (y1,y2) = p1 (v1) p2 (y2) for alla v,
och ya. Men p (0,0) = 6_14 medan p; (0) p2 (0) = (15_2(1;_2 = ﬁ = %7 dvs. p(0,0) # p1 (0) p2 (0)
och vi drar slutsatsen att Y; och Y5 ér stokastiskt beroende.

¢) Man far sannolikheter for S ur tabellen i uppgift b, t.ex. ps(0) = P (Y1 =0,Y2 =0) =
p(0,0) =2, ps(1)=P((Y1=1Y,=0U(Y;=0,Yoa=1))=p(L,0)+p(0,1) = Z+ & =

(;14. Sannolikhetsfunktionen for S sammanfattas 1 nedanstaende tabell
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s ps(s) sps(s)
0 L 0
1 % 4
64 64
2 9 18
A
64 64
4 15 60
64 64
5 12 60
o ¥
64 64
Summa 1 %

d) Beréikning av F (5)

o 5.232 29 _ 95
ats upp ar ¢F = 5 = 33.

> sps (s) framgar av tabellen ovan. Forvintat antal semlor som



Uppgift 2. (20 poing)

Den stokastiska variabeln Y har sannolikhetsfunktionen

Lomy=12,...,c
— 15 y 4 )
) { 0 for ovrigt

a) Bestdm konstanten ¢ s& att p (y) &r en sannolikhetsfunktion.

b) Bestdm fordelningsfunktionen F (y). Lat F' (y) vara en funktion av ¢ om du inte har 16st
uppgift a).

c) Beriikna P(2 <Y <4).

Losning:
Vi vet att
c 12 c 1+42+...+c c(c+1)/2
1= =—+—+4+...+ == =
;g;lj(y) 5 15T 15 15
vilket ger att
c(e+1)=30

dvs. ¢ = 5. Resultatet kan #ven far genom att prova sig fram med ¢ = 1, ¢ = 2 osv. tills
summan Y., p (y) blir 1.

b) Fordelningsfunktionen fas genom tabellen

y r(y) Fy)
1 1/12 1/12
2 2/12 3/12
3 3/12 6/12
4 4/12 10/12
5 5/12 1

¢) P2<Y <4)

< = 2 alternativt kan man
beréikna P (2 <Y <4) =

12 12
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Uppgift 3. (20 poing)

Snodjupet i Stockholm en slumpmiissigt vald dag i januari kan beskrivas med en exponen-
tialfordelad stokastisk variabel med vénteviirdet 5 = 8 cm. Om snodjupet 6verstiger 10 cm
utfirdas en rod varning och om snédjupet #dr mellan 5 och 10 cm utfirdas en gul varning,

a) Bestédm sannolikheterna for att rod varning, gul varning respektive ingen varning utfirdas
en slumpmaissigt vald dag i januari.

b) Tio januaridagar viiljs slumpmiissigt ut och 14t X; vara antal dagar utan varning, X,
vara antal dagar med gul varning och X3 vara antal dagar med r6d varning. Vad heter den
simultana fordelningen for X;, X5 och X357

c¢) Berikna forvintade virden for X;, X, och Xj.
d) Vad &r sannolikheten att ingen réd varning utfirdas under de 10 dagarna?

Losning:

a) Lat Y vara snodjupet. Da dr Y ~ exp (6 = 8).

Vi soker P (réd varning) = P (Y > 10) = [ e ¥/®dy = [—e¥/*]] = 0 — (—e 10/8) =
e 1% ~ 0, 2865

P (gul varning) = P (5 <Y < 10) = [ le v/3dy = [—e v/5]," = e 063 — ¢~1% x50, 24876

P (ingen varning) = P (Y <5) = f05 lev¥dy = [—6_9/8]2 =1—e 962 % (,46474

Koll att sannolikheterna summerar till 1: 0, 2865 + 0, 24876 + 0,46474 = 1,0. Stéammer!
b) Multinomial férdelning (eller trinomial férdelning).

¢) E(X1) =10-0,46474 = 4,6474, E (X5) = 10 - 0, 24876 = 2,4876, E (X3) = 10 - 0, 2865 =
2, 865.

d) P (ingen rod varning) = (1 — 0.2865)" = 0.7135'° ~ 0, 03419 3



Uppgift 4. (20 poing)

Ett foretag koper in partier av komponenter fran en leverantor till sin tillverkning. Nér ett
parti kommer in till foretaget testas kvaliteten hos partiet genom att man tar ett slump-
missigt urval komponenter. Om urvalet innehéller for manga felaktiga enheter aterséinds
partiet till leverantoren. Partiet #r sa stort att tester av enskilda komponenter kan anses
vara stokastiskt oberoende av varandra.

a) Antag att man tar ett slumpmiissigt urval om 10 komponenter och aterséinder partiet
om 3 eller fler komponenter inte fungerar. Bestdm forvintat antal felaktiga komponenter i
urvalet och sannolikheten att partiet accepteras om partiet innehaller 10 procent felaktiga
komponenter.

b) Antag att man tar ett slumpméssigt urval om 20 komponenter och aterséinder partiet
om 6 eller fler komponenter inte fungerar. Bestdm forviintat antal felaktiga komponenter i
urvalet och sannolikheten att partiet accepteras om partiet innehaller 10 procent felaktiga
komponenter.

Losning:
Lat Y vara antal felaktiga komponenter i ett urval. Eftersom va kan anta oberoende mellan
komponenterna &r Y (n,p), dir n dr urvalsstorleken och p dr andelen felaktiga komponenter
1 partiet.

a) n = 10 och p = 0.10. Vi far d& E(Y) = 10-0,1 = 1 och P (partiet accepteras) =
P(Y <2)=0,9208

b)

n 0 och p = 0.10. Vi far d& E(Y) = 20- 0,1 = 2 och P (partiet accepteras) =
P(Y

2
4) = 0,9568
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Uppgift 5. (20 poing)

Lat Y vara en normalférdelad stokastisk variabel med viinteviirdet 4 och variansen 2. Bilda
en ny variabel genom standardiseringen

a) Bestdm téthetsfunktionen for Z.
b) Vad kallas férdelningen for Z7?

Losning:
a) z = h(y) = £-* 4r en monoton funktion av y sa vi kan anviinda transformationsmetoden.
Notera att Z kan anta alla reella tal. Utfallsrummet for U &r alltsa intervallet (—oo, 00).

Viser att 0z =y — p s att y = b1 (2) = 0z + p. Da dir 2 = 5 och vi far att téthets-

dz
funktionen for Z &r f7 (z) = fy (b1 (2)) ‘% .

1

2no

b) Tathetsfunktionen i uppgift a dr tdthetsfunktionen for en standard normal, N (0, 1),
fordelning.

2
exp <— (y;J’;) ) Detta ger nu

Fran tabellsamlingen vet vi att fy (y) =




