SDAII (ST1201), Tentamen 1, 7.5 hp

Stockholms universitet, statistiska institutionen
Kurs: Statistik och dataanalys 11, 15 hp
Tentamensdatum: 2024-06-05

Skrivtid: kl. 08-13 (5 timmar).
Godkénda hjalpmedel: Minirdknare utan lagrade formler och text.
Bifogade hjalpmedel: Formel- och tabellsamling foér statistik och dataanalys II, 15 hp.

Tentamen bestar av 5 uppgifter uppdelade i deluppgifter. Maximalt antal poéng anges per
deluppgift.

Svar med fullstdndiga redovisningar ska ldmnas for fulla poédng.

e Anvind endast skrivpapper som tillhandahélls i skrivsalen.
o For full podng pa en uppgift kravs tydliga, utforliga och vil motiverade 16sningar.
o Kontrollera alltid dina berdkningar och 16sningar! Slarvfel kan ge podngavdrag.

e Om du inte lyckas lésa en deluppgift och behéver det svaret for en senare deluppgift sa
kan du hitta pa viardet for att kunna gora berdkningar i de efterféljande uppgifterna.

e I berdkningar fran R-utskrifter far du utga fran det som ar givet.

Tentamen kan maximalt ge 100 poang. For godként resultat krdvs minst 50 poéng.

Betygsgranser
A 90-100
B 80-89
C 70-79
D 60-69
E 50-59
Fx 4049
F 0-40

Obs! Fx och F ar underkdnda betyg som kréver omexamination. Studenter som far betyget
Fx kan alltsa inte komplettera fér hogre betyg.

Losningsforslag ldggs ut pa athena efter att tentamenstiden ar Gver.

Lycka till!



Uppgift 1 - Interaktionseffekter (20 podng)

Datasetet kidiq innehéller 434 observationer. Varje observation innehaller resultatet pa ett
1Q-test for en person, tillsammans med motsvarande resultat fér personens moder och nagra
fler variabler. I den har uppgiften kommer du anvanda variablerna

e kid_score Resultat pa ett 1Q testet for personen.

o mom_iq Resultat pa ett 1Q test fér personens moder.

e mom_hs En dummyvariabel som antar virdet 1 om modern har en hogskoleutbildning
och 0 annars.

Antalet frihetsgrader i ANOVA-tabellen har dolts. Du kan behdva ta fram dessa vérden sjélv
for att 16sa vissa deluppgifter.

Parameter estimates

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -11.48202 13.75797 -0.83457 4.0442e-01
mom_hs 51.26822 15.33758 3.34265 9.0239%e-04
mom_iq 0.96889 0.14834 6.53138 1.8431e-10
mom_hs:mom_iq -0.48427 0.16222 -2.98535 2.9942e-03

Analysis of variance - ANOVA

df SS MS F Pr (>F)
Regr NA 41507.51 13835.8364 42.83891 3.066596e-24
Error NA 138878.65  322.9736 NA NA
Total NA 180386.16 NA NA NA
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residuals observation number
a) Tolka mom_hs, mom_iq och mom_hs:mom_iq. (5p)

b) Berikna ki’a—\_iq for en person vars moder har en hogskoleutbildning och vars moder fick
87 poing pa IQ-testet. (3p)

¢) Vi gor vanligtvis tre antaganden om feltermerna, sammanfattat som e “ N(0,02). Vilka
ar dessa tre antaganden, och vilka figurer i residualplotten ovan anvénds for att undersoka
vilket antagande? Vilka antaganden verkar vara (approximativt) uppfyllda? (7p)

d) R? #r ett matt som beskriver hur stor del av variationen i responsvariabeln som fork-
laras av modellen. Férklara varfor R? ir ett daligt verktyg att anvinda for att jimfora
modeller. Ett alternativ till R? &r den justerade forklaringsgraden, Rgdj. Berédkna den
justerade forklaringsgraden for modellen. (5p)



Losningsforslag - Uppgift 1

la (5p)

Det skattade forvantade skillnaden pa IQ-testet mellan en person vars moder har hogskoleut-
bildning jamfért med om personens moder inte har hégskoleutbildning &r 51 poéng, givet att
modern fick 0 podng pa IQ-testet.

Den skattade forvintade ckningen av antal poéng pa IQ-testet ndr moderns podng pa IQ-testet
okar med ett podang ar 0.97 poang, givet att modern inte har hogskoleutbildning.

Den sista tolkar vi enklast genom att lagga ihop mom_iq och mom_hs:mom_iq. Vi far da att
den skattade forvintade 6kningen av antal podng pa IQ-testet ndr moderns poéng pa IQ-testet
Okar med ett podng ar 0.97 — 0.48 = 0.49 poédng, givet att modern har hogskoleutbildning.

1b (3p)

—11.48+51.27-14+0.97-87 —0.48 - 87 -1 = 82.42

1c (6p)

Antagandena vi gor ar oberoende, normalitet och homoskedasticitet (samma varians).

Utifran dom tva figureren till vinster ser det ut som att normalitet ar uppfyllt. Mojligtvis ar
histogrammet nagot skevt och lite for “platt”.

Utifran figuren uppe till hoger, dvs fitted value vs residual, ser vi inga tecken pa heteroscedas-
ticitet.

Det ar svart att se om antagandet om oberoende ar uppfyllt nér vi har sa mycket data, men
eftersom att data kommer fran ett slumpmaéssigt urval finns ingen anledning att tro att det
skulle finnas ett problem med beroende.

1d (5p)

Forklaringsgraden &r ett daligt verktyg for att jamfora modeller eftersom att den aldrig kan
minska nir vi ligger till fler prediktorer. En modelljimforelse baserat pa R? kommer alltsé
alltid att foredra den modell som har flest prediktorer, alltsd den mer komplicerade modellen.

= SSE/(n—p-1) _ 138879/(434—3-1) _
R%y;=1— 25sritnin = 1 — “Tsosejman = 0-2247296.



Uppgift 2 - Multipel regression (17 poang)

En alternativ modell som innehaller tva till prediktorer, moderns alder nér personen foddes
(mom_age) och hur snabbt modern gick tillbaks till att jobba efter fodseln (mom_work) har
skattats baserat pa samma dataset som i uppgift 1.

Analysis of variance - ANOVA

df sSS MS F Pr (>F)
Regr 5 41876 8375.27 25.88 7.6518e-23
Error 428 138510 323.62
Total 433 180386

Parameter estimates

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) -20.618915 16.21460 -1.271626 2.0420e-01
mom_hs 52.775108 15.46206 3.413201 7.0318e-04
mom_iq 0.984556 0.14948 6.586680 1.3220e-10
mom_age 0.350821 0.33177 1.057415 2.9092e-01
mom_work 0.039796 0.76071 0.052315 9.5830e-01
mom_hs:mom_iq -0.505725 0.16379 -3.087610 2.1490e-03

a) Jamfor dom tva modellerna med ett F-test. Anvind o = 0.05. Stéll upp hypoteser,
berdkna teststatistikan, ta fram det kritiska virdet och dra korrekta slutsatser. (10p)

b) For att identifiera om multikollinearitet &r ett problem sa finns det ett antal tecken vi
kan titta efter. Ange minst tva av dessa tecken. (4p)

c¢) Utifran modellen ovan (alltsa den som &ven inkluderar mom_work och mom_age), verkar
vi ha problem med multikollinearitet? (3p)
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2a (10p)

Den fulla modellen ges av

kid_score = [, + S;mom_hs + Somom_iq + ;mom_age + ,mom_work + Symom_hs:mom_iq + ¢

Var reducerade modell inkluderar varken mom_age eller mom_work, vilket ger oss féljande noll-
och alternativhypotes

Hy:8,=85;=0
H, : B, # 0 och/eller 55 =0
Var teststatistika ar

(R%M — R%%M)/(P —q)
(1—R%y)/(n—p—1)

For att kunna berdkna det observerade vardet behdver vi ta fram forklaringsgraden for dom
tvd modellerna. R%,, = 41876/180386 = 0.2321466, R%,, = 41508,/180386 = 0.2301065. Vi
har 434 observationer, sa n = 434, p =5 och ¢ = 3.

(0.2321466 — 0.2301065) /(5 — 3)
Fh.= = 0.5685739.
obs T (1 -10.2321466) /(434 — 5 — 1)

Slutligen behover vi ta fram F,;,, dar vi har 2 respektive 428 frihetsgrader. Vi har inte tillgang
till exakta vérden, sa vi far noja oss med F, F, 005(2,428) ~ F,_ 5(2,400) = 3.02.

rit

Eftersom att F

s < F...; sa forkastar vi inte nollhypotesen.

2b (4p)

Typiska tecken pa multikollinearitet &r - Prediktorer vi vet &r viktiga har skattade regres-
sionskoefficienter som inte &ar signifikanta, samtidig som ett F-test indikerar att modellen som
helhet kan forklara delar av variationen i responsvariabeln. - Skattade regressionskoefficienter
har konstiga virden, exempelvis kan dom vara alldeles for sma eller ha fel tecken. - Skattade
regressionskoefficienter dndras radikalt n r prediktorer tas bort eller laggs till i modellen.



2c (3p)

Utifran utskriften ser vi att dom skattade regressionskoefficienterna inte dndras radiktalt nar
vi lagger till nya variabler, vilket &r ett tecken pa att vi inte har problem med multikollinearitet.
Det verkar inte heller rimligt att det skulle finnas nagra mycket starka samband mellan predik-
torerna. Obs att andra svar mycket val kan ge full podng, sa ldnge dom &r val motiverade.



Uppgift 3 - Logistisk regression (20 poang)

Datasetet wbca innehaller information om 681 potentiella cancertumérer. For varje tumor har
information samlats in om dess tjocklek (Thick) och antal cellkédrnor (BNucl). Béade Thick
och BNulc antar viarden pa en skala mellan 1 och 10.

En logistisk regressionsmodell har anpassats. Responsvariabeln Class antar viardet 1 om
tumoéren ar godartad och vardet 0 om den &r elakartad.

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 8.08 0.73 11.05 0
BNucl -0.84 0.09 -9.82 0
Thick -0.95 0.11 -8.28 0

a)

b)

c)

)

Berakna den skattade sannolikheten att en tumor med BNucl = 7 och Thick = 4 ar
elakartad. (4p)

Tolka interceptet i termer av odds och i termer av sannolikheter. Ar det rimligt att tolka
interceptet? Tolka parameterskattnigen for Thick i termer av oddskvot. (6p)

Du 6vervéger en mer komplicerad modell som inkluderar tre ytterligare variabler: Chrom,
Epith och Mitos. Vilket test kan du anvianda for att jamféra om den enklare modellen
ar korrekt eller om du bor anvdnda den mer komplicerade? Vilken specifika fordelning
kommer test-statistikan f6lja, och vilken information behéver du for att genomfora testet?
(Du behover inte stélla upp testet, utan endast svara pa dom tre specifika fragornal!) (5p)

Din kusin har hoért om maskininldrning och undrar om det &r mdjligt att anvinda en
maskininldrningsmodell for att férutsiga om en tumoér ar godartad eller elakartad. Du
foreslar kNN som ett alternativ. Forklara hur du skulle kunna anvidnda kNN for att
predicera om en tumor ar elak- eller godartad for en person med BNucl 3 och Thick 7.
Du far sjélv vélja vilket virde pa k du vill anvinda. (5p)
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3a (4p)

1
 1+exp808—095-4—0.84-7

P(Class = 0 | Thick = 4,BNulc = 7) 0.83

3b (6p)

Vi tolkar interceptet genom att sétta Thick = 0 och BNulc = O.
Det skattade oddset att en tumér med Thick = 0 och BNulc = O &r godartad ar 3229.233.

Den skattade sannolikheten att en tumor med Thick = O och BNulc = 0 &ar godartad ar
3229.233 = 0.9996904.

Det &ar inte rimligt att tolka interceptet eftersom att det framgar i uppgiften att dom tva
prediktorerna antar véirden mellan 1 och 10.

Notera att om du skrivit “skattade forvintade” s& kommer du f4 podngavdrag. Det finns
ingen felterm i en logistisk regressionsmodell, och vi kan dérfér inte tala om en forvantad
sannolikhet. Daremot ar den fortfarande skattad! (Och inte den “faktiska” sannolikheten, vad
det nu betyder.)

Det ar inte rimligt att tolka interceptet eftersom att det framgar i uppgiften att dom tva
prediktorerna antar virden mellan 1 och 10.

Den skattade oddsration for Thick &r exp(—0.95) = 0.386741. Var skattning ar att varje
ytterligare enhet pa tjockhetsskalan minskar oddsration med en faktor 0.39, vilket motsvarar
en minskning med 61 procent.

3c (5p)

Vi kan jamfora dom tva modellerna med ett likelihoodkvottest. Likelihoodkvottestet foljer
en x3 fordelning. Férdelningen har tre frihetsgrader eftersom att den reducerade modelle
har tre restriktioner (tre farre prediktorer). For att genomféra testet behover vi tillgéng till
likelihooden (eller log likelihooden) f6r dom tva modellerna.



3d (5p)

kNN fungerar genom att jamféra en ny observation med dom nérmsta observationerna i
dataméngden. Vi kan anvinda kNN for att forutsdga om en tumor ar godartad eller elakartad
genom att jiémfora den nya observationen med dom nédrmsta observationerna i dataméangden.
Om majoriteten av dom nérmsta observationerna ar godartade sa forutsdger vi att den nya
observationen ar godartad, och vice versa. For den specifika observationen i uppgiften innebér
detta att vi tar fram dom k observationerna vars virde pa BNucl och Thick dr nérmast den
nya observationen. Om majoriteten av dessa observationer dr godartade s& forutsidger vi att
den nya observationen ar godartad, och om majoriteten ar elakartade sa forutsédger vi att den
nya observationen ar elakartad.

10



Uppgift 4 - Ickelinjar regression (21 poang)

Populationsmodellen for utvecklingen av antal coviddrabbade personer i Sverige (smittade)
under 2020 ges av

smittade = afte, loge i N(0,02)

dar tiden t raknas i antal veckor.

a) Vad kallas sambandet som ges av populationsmodellen? (2p)

b) Populationsmodellen som skrivits ut ovan behéver logaritmeras for att det ska ga att
estimera den med minsta kvadrat-metoden. Skriv ut den logaritmerade modellen. (3p)

Foljande modell skattas med hjalp av minsta kvadrat-metoden

Parameter estimates

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 3.003 0.040 74.661 0
t 0.299 0.002 132.064 0

c¢) Enligt den skattade modellen, hur manga forviantas blivit smittade efter t = 12 veckor?
Under skattandet av modellen har den naturliga logaritmen, e, anvénts. (5p)

d) Tolka den skattade regressionskoefficienten fér t i termer av orginalmodellen. (Alltsa,
det ar inte OK att tolka estimatet i termer av log-bakterier.) (5p)

e) Hur manga veckor kommer det ta tills det skattade forvintade antalet smittade personer
ar over 1 miljon? En 16sning dér du gissat dig fram till rétt svar kommer ej ge full poédng.

(6p)

11
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4a (2p)
Ett exponentiellt samband.
4b (3p)
logbact = loga + tlog B + loge

4c (5p)

Vi kan forst rdkna ut virdet pa logskala.

log_bact = 3.003 + 0.299 - 12 = 6.591

Det skattade forvantade antalet smittade &r alltsé exp(6.591) = 728.509 ~ 729.

4d (5p)

Vi bérjar med att ta fram 3: exp(0.299) = 1.34851. Alltsa, ndr t okar en enhet sa &r den
skattade forvantade 6kningen av antalet smittade trettiofem procent.

4e (5p)

Vi kan enklast 16sa denna fraga genom att rdkna ut virdet pa t for den logaritmerade modellen.
Logaritmen (med bas e) av 1 miljon &r ungefir 13.8155. Vi kan nu l6sa for t.

log(1000000) = 3.003 + 0.299 - ¢,

vilket ger

log(1000000) — 3.03
0.299

=t =36.16224.

Alltséd kommer det att ta drygt 36 veckor innan det skattade antalet smittade personer ar 6ver
1 miljon.

12



Uppgift 5 - Tidsserieanalys (22 poang)

Figuren nedan visar forsidljningen av souvenirer per kvartal i en affair i Queensland, Aus-
tralien.

150000 1

100000 1

Forsaljning av souvenirer

50000 1

1988 Q1 1990 Q1 1992 01 1994 ¢

a) Har tidsserien nagon trend och/eller nagon sédsong? Om du anser att tidsserien har
sasong, skulle du séga att den ar multiplikativ eller additiv? (3p)

b) Baserat pa ditt svar ovan, anvind klassisk dekomponering for att ta fram restkompo-
nenterna for alla kvartal fran och med Q1 1988 till och med Q4 1989. Dom siffror du
behover hittar du i tabellen pa nésta sida. (11p)

¢) Klassisk dekomponering fangar upp tva typer av systematisk variation: trend och sidsong
(ibland réknar vi &ven cyklisk variation). For att underséka om en dekomponering har
fangat all systematisk variation kan vi analysera resttermernas autokorrelation. Forklara
kortfattat vad autokorrelation ar. Vilket virde pa autokorrelationen innebér att vi har
fangat upp all systematisk variation i tidsserien? (3p)

13



# A tsibble: 12 x 2 [1Q]
year_quarter sales
<qtr> <dbl>
1987 Q3 12938.
1987 Q4 33780.
1988 Q1 14923.
1988 Q2 15658.
1988 Q3 16428.
1988 Q4 46977.
1989 Q1 20377.
1989 Q2 18428.
1989 Q3 24099.
1989 Q4 58903.
1990 Q1 24157.
1990 Q2 21204.

© 00 NO Ok WN -

= e
N = O

d) Nedan finner du skattade virden fran en AR(1)-modell. Givet att y, = 0.5, ta fram
prediktioner for yp,; och yr.5. (5p)

Estimate Std. Error z-ratio Pr(>|z|) 2.5 % 97.5 %
arl 0.70 0.01 97.99 0 0.69 0.71
mean 4 .37 0.03 130.81 0 4.31 4.44

14
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5a (5p)

Tidsserien har tydlig trend och sésong, och sdsongen &r glasklart multiplikativ.

5b (10p)

Eftersom att sdsongen ar multiplikativ sa bor vi forst logaritmera tidsserien.

Forsta steget ar att berdkna trenden, vilket vi gér med ett viktat glidande medelvéirde eftersom
att tidsserien har en tydlig sdsong. Exempelvis kommer det glidande medelvirden for den
forsta tidpunkten ges av

1988, Q1

log(12938) + 21og(33780) + 2log(14923) + 21og(15658) + log(16428))

= 9.82
8

Efter att vi har tagit fram trenden sa kan vi berédkna sdsongen genom att ta differensen mellan
logaritmen av forsiljningen och trenden for dom atta kvartalet. Genom att sen ta medelvérdet
att dessa differenser for varje kvartal sa far vi en sédsongseffekt for varje kvartal. Detta ar den
grova skattningen av sidsongseffekten, och for att fa den slutgiltiga sdsongseffekten behdver vi

subtrahera medelvirdet av samtliga sdsongseffekter fran varje enskiljd sdsongseffekt.

# A tsibble: 12 x 6 [1Q]

# Key: .model [1]
.model year_quarter ~log(sales)” trend seasonal random
<chr> <gtr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
1 "classical_decomposition(l~ 1987 Q3 9.47 NA -0.209 NA
2 "classical_decomposition(l~ 1987 Q4 10.4 NA 0.714 NA
3 "classical_decomposition(1l~ 1988 Q1 9.61 9.82 -0.203 -0.00789
4 "classical_decomposition(l~ 1988 Q2 9.66 9.89 -0.302 0.0690
5 "classical_decomposition(1l~ 1988 Q3 9.71 9.97 -0.209 -0.0565
6 "classical_decomposition(l~ 1988 Q4 10.8 10.0 0.714 0.0117
7 "classical_decomposition(l~ 1989 Q1 9.92 10.1 -0.203 0.0248
8 "classical_decomposition(1l~ 1989 Q2 9.82 10.2 -0.302 -0.0520
9 "classical_decomposition(1l~ 1989 Q3 10.1 10.2 -0.209 0.0734
10 "classical_decomposition(1l~ 1989 Q4 11.0 10.3 0.714 0.00519
11 "classical_decomposition(1l~ 1990 Q1 10.1 NA -0.203 NA
12 "classical_decomposition(l~ 1990 Q2 9.96 NA -0.302 NA

15



5¢ (3p)

Med autokorrelation menar vi hur starkt korrelerade observationer i en tidsserie 4r med tidigare
varden. Exempelvis, hur starkt ar sambandet mellan tidsseriens varde vid tidpunkt ¢ och ¢ —1.
Om autokorrelationen ar noll s innebér det att vi har fangat upp all systematisk variation.

5d (5p)

Forsta steget ar att berdkna ¢ med hjilp av mean och ari.
¢ =mean- (1 —arl) =4.37-(1—-0.7) = 1.311.

Vi kan nu gora vara prognoser

Jrp1r = €+ ¢y = 1311+ 0.7 0.5 = 1.661

For prognosen tva steg frammat behover vi anvinda var progons ett steg frammaét

Ursapr = €+ y0ppyr = 1.311+ 0.7 - 1.661 = 2.4737

16
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