SDAI (ST1101), Tentamen 2, 6 hp

Stockholms universitet, statistiska institutionen
Kurs: Statistik och dataanalys I, 15 hp
Tentamensdatum: 2024-11-01

Skrivtid: kl. 14-19 (5 timmar).
Godkénda hjalpmedel: Minirdknare utan lagrade formler och text.
Bifogade hjidlpmedel: Formel- och tabellsamling for statistik och dataanalys I, 15 hp.

Tentamen bestar av 5 uppgifter uppdelade i deluppgifter. Maximalt antal poéng anges per
deluppgift.

Svar med fullstdndiga redovisningar ska ldmnas for fulla poédng.

e Anvind endast skrivpapper som tillhandahélls i skrivsalen.
o For full podng pa en uppgift kravs tydliga, utforliga och vil motiverade 16sningar.
o Kontrollera alltid dina berdkningar och 16sningar! Slarvfel kan ge podngavdrag.

e Om du inte lyckas lésa en deluppgift och behéver det svaret for en senare deluppgift sa
kan du hitta pa viardet for att kunna gora berdkningar i de efterféljande uppgifterna.

e I berdkningar fran R-utskrifter far du utga fran det som ar givet.

Tentamen kan maximalt ge 100 poang. For godként resultat krdvs minst 50 poéng.

Betygsgranser
A 90-100
B 80-89
C 70-79
D 60-69
E 50-59
Fx 4049
F 0-40

Obs! Fx och F ar underkdnda betyg som kréver omexamination. Studenter som far betyget
Fx kan alltsa inte komplettera fér hogre betyg.

Losningsforslag ldggs ut pa athena efter att tentamenstiden ar Gver.

Lycka till!



Uppgift 1 (16 poang)

Lat A och B vara tva oberoende héndelser med P(A) = 0.3 och P(B) = 0.6.

a) Forklara vad som menas med den betingade sannolikheten for en héndelse och berdkna
P(A[B). (4p)

b) Vad ar sannolikheten att bade A och B intraffar? (4p)
c¢) Vad ar sannolikheten att atminstone en av A och B intraffar? (4p)

d) Forklara skillnaden mellan ett utfall och en héndelse. Anvind gérna ett exempel. (4p)



Losningsforslag - Uppgift 1

1a (4p)

Den betingade sannolikheten for en viss héndelse A givet en annan héndelse B ar sannolikheten
att A intraffar givet att vi vet att B har intraffat. Eftersom att A och B ar oberoende géller
att P(A| B) = P(A).

1b (4p)

Sannolikheten att bade A och B intraffar ges av produkten av deras sannolikheter, eftersom
att dom ar oberoende.

P(ANB) = P(A)-P(B)=0.3-0.6 =0.18

1c (4p)

For att ta fram sannolikheten att nagon av A och B intraffar s tar vi summan av sanno-
likheterna minus sannolikheten att bada intrdffar, sa att vi inte rdknar sannolikheten nér
bada hénder dubbelt.

P(AUB)=0.340.6—-0.18=0.72

1d (4p)

En héndelse &r en kombination/méngd av utfall. Exempelvis, om vi slar en sexsidig tarning
dr dom olika utfallen 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. En hdndelse ddremot kan vara att fa ett udda antal
Ogon pa tarningen, eller att sld minst 5. Alla utfall &r héndelser, men inte alla hidndelser ar
utfall!



Uppgift 2 (20 poang)

En telefonforsiljare ringer till slumpmaéssigt valda nummer for att silja lotter. Forséljaren
lyckas sélja lotter i 18% av samtalen. Samtalen kan betraktas som oberoende.

a) Om telefonforsiljaren genomfor fyra samtal, vad ar sannolikheten att hen lyckas sélja
lotter i endast det forsta samtalet? (3p)

b) Vad ar sannolikheten att det forst &r vid det sjunde samtalet telfonforsiljaren séljer sin
forsta lott? (4p)

c¢) Innan forsta fikapausen hinner telefonforséljaren ringa 10 samtal. Vad ar sannolikheten
att telefonforsiljaren lyckas sélja lotter i farre 4n tva av dessa samtal? (6p)

d) Om telefonforsiljaren siljer lotter i farre &n 8 samtal per dag i genomsnitt s& kan tele-
fonforsiljaren bli avskedad. Vad &r det minsta antalet telefonsamtal férséljaren behover
genomfora pa en dag for att det forvantade antalet samtal som leder till férsaljningar
ska bli minst 87 (7p)
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2a (3p)
Vi behover kopa fyra nitlotter, sen en vinstlott. Sannolikheten for detta &r

0.18-0.82% ~ 0.10

2b (4p)
Antalet lotter inklusive forsta vinst foljer en Geometrisk férdelning med p = 0.18.

0.82%-0.18 ~ 0.055

2c (6p)

Farre dn tva betyder 0 eller 1. Antalet lyckade av 10 forsok foljer en binomialférdelning med
n =10, p = 0.18.

pbinom(1, 10, 0.18) = 0.44

2d (6p)

Véantevardet for binomialfordelningen ges av np. Vi vill att denna ska vara minst 8, s& vi satter
lika med atta och hittar viardet pa n.

n-0.18 =8

n = 8/0.18 = 44.4444

Eftersom att det endast gar att ringa ett heltal antal ganger, och vi vill att vatevardet ska bli
minst 8 s& valjer vi n = 45 vilket ger ett vintevirde pa 8.1.



Uppgift 3 (21 poang)

Den genomsnittliga vikten pa gul fjallrdv har lange antagits ligga pa ungefar 2300 gram. Pa
grund av klimatfordndringar missténker dock forskare vid Umea landsbruksuniversitet att
det har skett en fordndring av rdvarnas genomsnittliga vikt. Utga ifran att rdvarnas vikt ar
normalférdelad, men att bade vintevirdet () och standardavvikelsen (o) ar okénd.

a)

Forskarteamet fangar in 8 slumpméssigt valda gula fjallrdvar och méter deras vikt. Det
visar sig att den genomsnittliga vikten for stickprovet ar x = 1976 gram, med en stan-
dardavvikelse pa s = 263. Utfor ett hypotestest pa 1% signifikansniva for att undersoka
om den genomsnittliga vikten har &dndrats, och alltsd skiljer sig fran 2300. Stall upp
hypoteser, utfor testet och dra korrekta slutsaser. Vilket antaganden om populations-
fordelningen krivs for att testet ska vara giltigt? (9p)

Det visar sig att den tidigare genomsnittliga vikten (2300) ar baserad pa ett begransat
stickprov pa 9 ravar taget ndgon gang pa sjuttiotalet. Detta stickprov hade en standar-
davvikelse pa s = 156. Genomftr ett nytt hypotestest som underséker om den genom-
snittliga vikten skiljer sig &t mellan idag och sjuttiotalet. Anvind samma signifikansniva
som i 3a. Stall upp hypoteser, utfor testet och dra korrekta slutsaser. (8p)

Skulle det kunna férekomma att du far ett icke signifikant resultat i a och ett signifikant
resultat i b? Glom inte att motivera ditt svar! (Detta géller alla fragor...)(4p)
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3a (9p)
Hy :p = 2300
H, :p #2300
Teststatistika B
T X —2300

Sz/V/1N

foljer en t-fordelning med 7 frihetsgrader. Vi har

1976 — 2300
tope = ——————— ~ 3.48
263/v/8

Eftersom [t,,,| < tg. 0057 = 3.499 sa forkastar vi inte nollhypotesen. Vi kan inte forkasta att
den genomsnittliga vikten pa gula fjallravar ar oférédndrad.

For att testet ska vara giltigt s& behdver populationen vara normalférdelad. Eftersom att vi
endast har 8 observationer sd kan vi inte lita pa att centrala grinsvirdessatsen ger oss en
normalférdelning. Observationerna behover ocksa vara oberoende.

3b (12p)

Innan vi kan genomféra hypotestestet sd behéver vi berdkna antalet frihetsgrader. Detta ges
av

2 2 2
st iz)
n 2
5 5 ~ 11.11
NEEENE)
ni—1 \ n, ny—1 \ ny
Vilket ger oss 11.11 frihetsgrader.
Hypoteser:
Hy :py = pio
Hy iy # iy
Teststatistika B
X, —X,—0
T - 82 82
1 22
ny Mo



foljer en t-férdelning med 11.11 frihetsgrader. Vi har

1976 — 2300
obs 63 1562 ~ 304
S T
Eftersom [t ] < tg005.11 = 3.106 sa forkastar vi inte nollhypotesen. Inte heller nir vi tar

hénsyn till osdkerheten i viardet 2300 sa kan vi dra slutsatsen att det skett en fordndring i den
genomsnittliga vikten hos gula fjillrdvar sen sjuttiotalet.

3c (4p)

Nej, detta kan inte hdnda. Anledningen till att vi skulle kunna fa ett signfikant svar i a och
inte b ar att vi jAmfor med ett viarde 2300 som i sjalv verket ar osidkert och alltsa skulle kunna
vara storre.

Det gar ocksa bra att resonera utifran formlerna. Vi kan se att ndmnaren i testet som jamfor
tva oberoende grupper alltid &r stérre &n motsvarande for ett “vanligt” hypotesttest, sa test-
statistikans virde kommer vara minde. Vi har &ven lagre frihetsgrader vilket innebéar att varat
kritiska virde kommer vara stérre och vi kommer alltsd vara mindre bendgna att forkasta.



Uppgift 4 (25 poang)

Ett foretag som skapar slot machines for kasinospel pastar att utbetalningen av vinster kan
beskrivas med sannolikheterna i nedanstaende tabell (kolumn 2). Vi kallar vinsten minus
kostnaden for en viss spelomgéang for resultatet. Varje spel kostar 10 USD, sa resultatet blir
alltid 10 USD lagre &n vinsten.

Vinst Sannolikhet Observerat antal

150

2
1
0

0
0

2)

b)

c)

0.02 13
0.15 69

0.3 164
0.52 254

En medelalders spelfantast vid namn Bjorn vill underséka om dom givna sannolikheterna
faktiskt stdmmer och bestdmmer sig for att spela 500 ganger. Du hittar resultaten fran
Bjorns experiment i kolumn tre i tabellen ovan. Genomfér ett goodness-of-fit test for
att underséka om dom observerade antalen foljer fordelningen i kolumnen ”Sannolikhet”
eller inte. Stall upp hypoteser, utfor testet och dra korrekta slutsatser. Anvind sig-
nifikansnivan o = 0.05. (9p)

Namn minst tva av dom tre antagandena som krévs for att testet i 4a ska vara giltigt.
Avgor, 1 dom fall det 4r mojligt, om antagandena ar uppfyllda baserat pa texten ovan.

(3p)

Resultatet varje spelomgang kan beskrivas som en slumpvariabel X vars sannolikhets-
funktion ges av kolumn 2 i tabellen ovan. Lat X vara resultatet vid en spelomgang. Ar
X diskret eller kontinuerlig? Berdkna véntevirdet och variansen for X. (9p)

Slumpvariabeln i ¢) foljer inte normalférdelningen. Trots detta anser Bjorn att det ar
OK att normalapproximera det totala forvintade resultatet om man spelar 500 ganger.
Haller du med Bjorn? Forklara varfor /varfor inte. (4p)
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4a (9p)

Vi boérjar med vara hypoteser.

H, : Raknedata foljer fordelningen i den andra kolumnen i tabellen.

H , : Raknedata foljer inte fordelningen i den andra kolumnen i tabellen.

Vi lagger till tva ytterligare kolumner till tabellen. I den forsta berdknar vi det forvintade
antalet om fordelningen fran foretaget stimmer, och i den andra (obs — exp)?/exp.

Vinst Sannolikhet Observerat antal Forvintat antal (Obs — Exp)?/Exp

150 0.02 13 10 0.9
20 0.15 69 7 0.48
10 0.3 164 150 1.31
0 0.52 254 260 0.38

Vi kan nu berdkna var teststatistika, vilken i formelsamlingen ges av

5 > (Exp— Obs)?
X" = E
p

genom att summera den sista kolumnen. Summan av dessa virden blir

X2 = 2.35

Det kritiska virdet ges av en y2-férdelning med 3 frihetsgrader, eftersom att vi har fyra olika
celler. Da vi ska anvinda o = 0.05 sa far vi som kritiskt virde

X2 = 7.815.

Eftersom att x2,, < x2.;, s& kan vi inte forkasta nollhypotesen.

10



4b (3)
e Det forvintade antalet observationer i varje cell behover vara minst 5. Detta antagande
ar uppfyllt.
e Observationerna behdver vara oberoende. Vi saknar underlag for att svara pa om detta

antagande ar uppfyllt.
o Vi antar att vi har rdknedata. (Detta &r uppfyllt...)

4c (9p)

X é&r en diskret slumpvariabel (den antar endast fyra olika virden).

Vantevarde beraknas med formeln

E(X)=> p(z)-z=(—10)-0.52+0-0.3+10-0.15+ 140 - 0.02 = —0.9.

Alltsa, i genomsnitt forvantar vi oss att ga back 0.9 USD varje gang vi spelar spelet.

Fér att berikna variansen behéver vi forst berdkna F(X?)

E(X) =) p(x) -z =(—10)2-0.52+ 0 0.3+ 10%- 0.15 + 1402 - 0.02 = 459.

Variansen blir alltsd 459 — (—0.9)? = 458.19.

4d (4p)

Vi haller med Bjorn baserat pa centrala gransvdrdessatsen som siger att summan av ett antal
oberoende slumpvariabler med &ndligt vantevarde kommer bli approximativt normalférdelad.
Bra tdnkt Bjorn!

11



Uppgift 5 (18 poang)

Ett slumpmadssigt urval av 25 djur av olika arter, frin rattor och méanniskor till elefanter, har
samlats in av en grupp biologer. Biologerna har sedan métt bade djurens kroppsvikt (i kilo)
och vikten pa deras hjdrnor (i gram), med syftet att studera hur sambandet mellan kroppsvikt
och hjdrnans vikt ser ut. Biologerna vill anvinda populationsmodellen nedan for att analysera
datasetet.

brainweight, = (3, + f,bodyweight, +¢,, g; ~ N(0,02)
Skattningen fran regressionen hittar du i tabellen nedan.

a) Ange dom fyra centrala antagandena for linjir regression. Baserat enbart pa texten
ovan sa kan vi dra slutsatsen att i alla fall ett av dom fyra antagandena som den linjara
regressionsmodellen bygger pa antagligen &r uppfyllt. Vilket? (5p)

b) Testa pa 5% signifikansniva om bodyweight &r en signifikant forklarande variabel. Du
behdver inte stélla upp ett komplett test, det récker att ange teststatistikans virde, det
kritiska vardet, och din slutsats. (5p)

c¢) Tolka regressionskoefficienten for bodyweight, alltsa b;. Skapa ett 90%-igt konfidensin-
tervall och tolka intervallet pa ett sitt som gor det tydligt att du férstar inneboérden.

(8p)

Estimate Std. Error
(Intercept) 191.2225651 110.08777308
bodyweight 0.9431658 0.07657678

12
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5a (5p)

Dom fyra antaganden vi gor ar

e linjért samband mellan responsvaraibeln och férklaringsvariabeln
e normala feltermer

o homoskedasticitet (konstant varians) for feltermerna

e oberoende feltermer

Eftersom att det tydligt framgar att det dr ett slumpmaéssigt urval sa dr det rimligt att tro att
antagandet om oberoende ar uppfyllt.

5b (5p)

For att testa om variabeln &r signifikant forklarande sa ska vi testa nollhypotesen 5; = 0. Vi
har redan s, fran utskriften, och far att var teststatistika har virdet

0.9431 -0

T, - —12.31
bs 0.0766

o

Nista steg ar att ta fram det kritiska vérdet, vilket &ar

eftersom att vi har angivet att n = 25.

Vi kan nu jamfoéra och ser att eftersom att 7,bs = 12.31 > t_,,, = 2.069 sa kan vi forkasta
nollhypotesen. Kroppsvikten &r en signifikant forklarande variabel for hjérnvikten.

5¢ (8p)

Den genomsnittliga hjarnvikten forvintas 6ka ett gram for varje kilo som den totala kroppsvik-
ten Okar.

For att skapa ett kofidensintervall sa behover vi det kritiska virdet, vilket ar ¢ o5 o5 = 1.714.

Intervallet blir alltsa

0.943 4+ 1.714 - 0.0766 = (0.811,1.074)

13



Om vi samlade in fler urval pa 25 djur av olika arter sa forvantar vi oss att intervall vi skapar
pa samma sétt om ovan kommer innehalla det sanna virdet pa ; nio av tio ganger.

14
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